Le déterminant de Smith (1885)

Soit n € N* et S = (s4j)1<ij<n la matrice carrée de taille n définie par
sij =1 /A j, ou i A j désigne le plus grand commun diviseur des nombres ¢ et
j. On va calculer |S], le déterminant de S.

L’idée est d’écrire S comme un produit de deux matrices triangulaires A et B
dont le déterminant est simple a calculer. Comme le déterminant d’un produit
de deux matrices est le produit de leur déterminant, on pourra calculer |S].

Pour ce faire, on va utiliser la fonction indicatrice d’Euler :

Définition

Pour tout n € N*, on pose
o(n)=Card({meN"|m<netmAn=1}).

La fonction ainsi définie s’appelle I'indicatrice d’Euler.

Lemme

Pour tout n € N*, onan=>_ ¢(d).
dn

Preuve

n'n’* " n ’n

Considérons ’ensemble E = {1' 2. .ol "}

Ecrivons les n éléments de E sous la forme d’une fraction irréductible, de
sorte que

k
E:U{d|1<k<detk:/\d:1}.
dn

Comme toute fraction irréductible (de numérateur et dénominateur positifs)
est unique, si d; et dy sont deux diviseurs distincts de n, on a

k k

n = Card(E) =) _ ¢(d).

din

On a donc

Le lemme est démontré. O



Calculons maintenant le déterminant de S.

Grace au lemme, on peut écrire, pour tout 1 < 7,7 < n,

iNG = o(d)

dling
Afin de faire apparaitre le produit de deux matrices, écrivons :

A Z” . 1 sid|k
d=1

dli ot d|j sinon

Soit maintenant les matrices A = (a;j)1<ij<n €6 B = (bij)1<ij<n définies par
aij = p(J)0j: et by = dy;.
Si P = AB, on a pour tout 1 <1i,j <

Pij = ) aiwbr; = Y o(k)Onidn; = i A J.
k=1 k=1

Autrement dit, S = AB.

Or
e(l) 0 0
A= (p(5)dj1i)1<ij<n = * SO_(Q) 0 car si j >1i,j 1.
x - p(n)

n
Par conséquent, on a |A] = [] ¢(k)

Et
1 *
0o 1 . C
B = (dij)1<ijen = o ‘ car si i > j,i{j.
0 0 1
Par suite, on a |B| = 1.
Finalement, |S| = |AB| = |A||B| = H o(k



