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1 Nombre de solutions d’une équation du troisieme
degré

Pour tous a,b,c,d € R avec a # 0, considérons I’équation

’ax3+bx2+cx+d:0 (1)

Le but de ce paragraphe est de discuter, selon la valeur des coefficients a, b, c et d, le nombre
de racines réelles de I’équation (1). Ce paragraphe n’est pas nécessaire pour l'obtention
des formules du paragraphe 2.

Soit f Papplication réelle définie par f(x) = az® + bx? + cx + d = 0. La dérivée premicre
de f est définie sur R et I'on a f'(z) = 3az? + 2bx + ¢ pour tout = € R. Le discriminant
simplifié¢ A’ du trindme 3az? + 2bx + ¢ vaut b> — 3ac.

CASTI A’'<0ie b —3ac<0

Alors f est strictement monotone et 'on a lim f(x) = — lim f(z) = +00. Comme la
r—+00 r——00

fonction f est continue, I’équation (1) possede une unique racine réelle.

CASII A’>0ie b*—3ac>0
VA, b VA

Alors f” posséde deux zéros réels distincts : 2’

3a 3a
Sens de variation de f
II.1 a>0
Alors 2" < 2/, la fonction [ est strictement croissante sur | — oo; 2] U [2/; +00[ et [ est

strictement décroissante sur [x”; z'].

I1.2 a<0

Alors ' < 2", la fonction f est strictement décroissante sur | — oo; 2’| U [z”; +00] et f est
strictement croissante sur [x'; z”].

Conséquences

1. Si f(2")f(2") < 0,1ie.si f(2') et f(2") ont des signes opposés, alors I’équation (1)
admet trois racines réelles réelles (distinctes).

2. Si f(2)f(2") > 0, ie si f(2) et f(2”) ont le méme signe, alors I'équation (1)
admet une unique racine réelle.

3. Si f(a')f(2") =0, ie. si f(2') = 0 ou bien f(z”) = 0, alors I’équation (1) admet
(exactement) deux racines réelles distinctes, dont une double.

Ainsi, afin de déterminer le nombre de racines de ’équation du troisieme degré selon les
valeurs de a,b, ¢, d, il suffit de calculer f(z) et f(z”) puis le produit f(z’)f(z"). Apres
calculs, on obtient :

(2b3 — 9abe + 27a2d)” — 4 (b2 — 3ac)”

Fa) ") = o




Conclusion
1. Si (26° — 9abe + 27a2d)” > 4 (b* — 3ac)’, I'équation (1) posséde une unique racine
réelle.

2. Si (263 — 9abe + 27a2d)” = 4 (b — 3ac)’, I'équation (1) possede deux racines réelles
distinctes si b — 3ac # 0 et une racine triple sinon. (Si b* — 3ac = 0 alors 2’ = 2"
et f(«') = f'(2') = f"(2') = 0.)

3. Si (26° — 9abe + 27a2d)” < 4 (b2 — 3ac)’, Véquation (1) possede trois racines réelles
distinctes.

2 Reésolution de I’équation du troisieme degré

On va résoudre algébriquement dans R Péquation ax® + bx? + cx + d = 0 (1) en utilisant
la méthode de Cardan.

En divisant 'égalité (1) par a # 0, on obtient :

d

a

0 (2)

b c
4+ -2+ -z +
a a

Afin de faire disparaitre le terme en 22, posons z = x + —

3a’
3az —b\® b (3az—0b\" 3az—b d
Alors 'égalité (2) devient ( e ) + - < @z > 4 &0 + - =0.
a a 3a a 3a a
D’ou :
3ac — b? 27a%d — 9abe + 2b3
3
SR VR 27a3 (3)
Remarque

L’application réelle g définie par

5 3ac—b*  27a*d — 9abe + 2b°
+ z
3a? 27a3

9(z) = 2

est strictement croissante sur R si b* — 3ac < 0. Alors, dans ce cas, les équations (1) et
(3) possedent une seule racine réelle. (Voir le paragraphe 1, CAS 1.)

3ac — b? 27a*d — 9abc + 2b3
En posant p = 6272 et ¢ = ¢ 27@30 + , ’équation (3) s’écrit :
a a
P 4pr4+qg=0 (4)

Posons z = u 4 v, ol u et v sont deux nombres (réels a priori).
Alors on a
u? +0* + 3uwv(u +v) +pz+q=0
———

z



Et par suite
u? + 0+ Buv +p)z+q=0

En imposant 3uv = —p, on est amené a résoudre le systeme :

3uv = —p

ud + v = —¢q
En divisant la premiere équation par trois puis en élevant ’équation obtenue au cube, on
obtient :

Les quantités u? et v® sont solutions de 1’équation du deuxiéme degré :

t2+qt—ﬁ:0 (5)
27

27¢% + 4p®
27

3ac — b? 27ad — 9abe + 2b3
En remplacant p par ———— et ¢ par
3a 27a3

Le discriminant A de I’équation (5) est égal a

, on obtient :

(26 — 9abc + 27a%d)” + 4 (3ac — b?)°

A —
729a4

Discussion

CAST A>0
Dans ce cas, on a 27¢2 4+ 4p® > 0 ou encore (2b° — 9abe + 27a2d)” + 4 (3ac — b%)° > 0.

L’équation (5) possede alors deux racines réelles distinctes :

:—(]‘I—\/Z 75//:_(]_\/Z
2 2

t/
Or t' = u® et t” = v* (ou, ce qui reviendrait au méme, ¢ = v* et ¢ = u*). Donc u = V/t'
et v = v/¢". Comme z = u + v, 29 = V' + " est solution réelle de I'équation (3).
b
Enfin, zy = vt + V1" — 3 est solution réelle de 1’équation (1).
a

Remarque

Si A > 0, I’équation du troisieme degré possede une racine réelle xy et deux racines
complexes conjuguées. On peut obtenir ces deux solutions imaginaires en calculant les
deux racines cubiques complexes de ¢’ et t”.

En posant § = (27a2d — 9abe + 26%)° + 4 (3ac — b?)* on obtient :

{—27a2d + 9abe — 2% + /5 + /—27a%d + 9abe — 263 — /5 — b/2
B 3av/2

Zo



CASII A<O

Dans ce cas, on a 27¢2 + 4p® < 0 ou encore (2b% — 9abe + 27a2d)” + 4 (3ac — b%)° < 0.

Remarque

Si A <0onab®>—3ac>0.

L’équation (5) possede deux racines complexes conjuguées :

/:_Q"i_i\/_A t//:_q_iV_A
2 2

V=R
2

t

Leur module commun r est égal a
Sous forme trigonométrique :
t' = r(cos(p + 2km) + isin(p + 2k7))
t" = r (cos(—p — 2km) + isin(—p — 2km))
ou ¢ est 'argument de t’ et ou k € Z.

Les nombres t' et t” possedent chacun trois racines cubiques complexes :

Les racines cubiques de t' sont :

Les racines cubiques de t” sont :

th=¥r (cos (_§> +isin (—?)) =

o on () o (222)) -
= or{on () ()

Donc, puisque uv € R (car uv = —%), les solutions de I"équation (4) sont

let/1+t/1/ 22:t/2—|—t/2/ Zgztg‘i‘tg
D’ou :

2 4
2 = 27 cos (g) 29 = 23/T cos (sz W) 23 = 2/T cos <<p—|z—3 W)

Et les trois racines réelles de I’équation (1) sont

b 2 b 4
x, = 23/r cos (¢>— Ty = 23/ cos <('0+ W)— x5 = 23/ cos (804_ m
3 3a 3 3a 3

)

b
3a



En calculant 7 et cos(y) en fonction des coefficients a, b, ¢, d, on obtient :

(b2 — 3ac)® 27a* — 9abc + 2b
r= et

27|al? cos(p) = —sen(a) 2(b* — 3ac)vb* — 3ac

Puisque sin(p) > 0, on a a 2k pres :

B 27a%d — 9abe + 2b3
p = arccos _Sgn(a)z(b2 — 3ac)Vb? — 3ac

D’ou les trois racines (distinctes, comme on le verra plus loin) de I’équation (1) :

24/b% — 3ac
3lal

Try1 =

(1 ( 27a*d — 9abc + 2b° ) 2k7r> b
cos | 7 arccos —sgn(a) -

2(b%? — 3ac)vb? — 3ac 3 3a

pour k£ =0,1,2.

On va maintenant voir qu’il n’est pas nécessaire de tenir compte du signe de a dans
I’expression précédente.

Sia > 0 alors

202 — 3ac 1 27a%*d — 9abe + 2b3 2km b
—— cos | —arccos | — + - —
3a 2(b? — 3ac)V'b?* — 3ac 3 3a

Tk+1 =

3
pour k=0,1,2.

Sia <0 alors

2\/ b2 3ac

Tpy1= ————cCos | = arccos <

27a*d—9abc +2b3 2k b
3a

+
— 3ac)vb? — 3ac 3

_ 2y —3ac b2 3ac o recos 27a%d—9abc+2b3 2kT\ b
a (b2 — 3ac)y/b? — 3ac 3 3a

24/b2—3ac 1 27a%d—9abc+2b° 2k b
=t " cos| = |mr—arccos | — —r |-
3a 3 2(b? — 3ac)W? — 3ac 3 3a

2v/b?—3ac (
- 37a COS | —

ATCCOS 27a*d—9abc +2b° _214_21{:7% _i
2(b% — 3ac)v/'b? — 3ac 3 3 3a

2v/b?—3ac 1 27a*d—9abc +2b 2(1—Fk)m b
————— COs [ - arccos + -5
3a 2(b? — 3ac)V/b?* — 3ac 3 3a

Wl =

w

pour £ =0,1,2.
Il est facile de constater que :

x1 (pour a < 0) correspond a x9 lorsque a > 0;
x9 (pour a < 0) correspond a x; lorsque a > 0;

x3 (pour a < 0) correspond a x3 lorsque a > 0.



Ainsi, les trois solutions de I’équation (1) peuvent étre données par la formule suivante :

2v/b2 — 3ac 1 27a%d — 9abe + 2b3 2k b
———cos | —arccos | — + - —
3a 2(b? — 3ac)V/b?* — 3ac 3 3a

Tk+1 =

3
pour k= 0,1, 2.

La proposition suivante montre en particulier que les trois racines de I’équation (1) (lorsque
A < 0) sont deux a deux distinctes.

Proposition

a) Sia>0onaxy <3<

b) Sia<0onaz <z3<s.

Peuve
—27a*d + 9abc — 2b°
(b? — 3ac)V/b? — 3ac

CcoS larccos —27a’d + 9abe — 2° S } 1 1[
3 (b? — 3ac)Vb? — 3ac 2’

o [ Lavccns [ ~2Ta%d+ 9abe —26°\ 2w\ _ } L _1{
3 (b? — 3ac)Vb? — 3ac 3 7

1 —27a%d + 9abc — 2b° 47 11
COs garccos + — E]—Q;Q{

Puisque arccos ( > €10; [, il est aisé de constater que

(b?> — 3ac)Vb? — 3ac 3

Le résultat est alors immédiat. 0
Proposition

/ 1
Si 2’ et 2" sont les racines de f'(z), ot f(x) = az® +bax®> + cx +d,ona A = L{(m)

a
Preuve
On a vu au paragraphe 1 que

2 3
£ fa) = (20® — 9abe + 27a*d)” — 4 (b* — 3ac)
729a*

Le résultat est alors immédiat. U
Remarque
La proposition précédente est encore vraie si ' = x” ou si 2’ et z” sont des nombres
complexes.



CASIII A=0
Dans ce cas, on a 27¢2 + 4p° = 0 ou encore (2b% — 9abe + 27a2d)” + 4 (3ac — b%)° = 0.

L’équation (5) posséde une racine réelle double _Q. En calculant la racine cubique réelle
to et les racines cubiques complexes conjuguées t; et to du nombre —g, on obtient deux
racines réelles pour I’équation (4) :

%y et t 4ty
Des calculs semblables a ceux faits dans le cas II donnent le résultat suivant :

« Si 27a%d — 9abe + 23 > 0 :
Vb2 —3ac—1D 2vb? —3ac+b

une racine double 1 = —————— et une racine simple s = — 3
a

3a

« Si 27a%d — 9abc + 23 < 0 :
2v/b? — 3ac — b Vb2 —3ac+b

une racine simple z; = 5 et une racine double z5 = — 5
a a

Proposition

Si A =0 et 27a*d — Oabc + 2b3 # 0, alors
a) x> x9 sia > 0.
b) z1 < g sia < 0.

Preuve

La preuve est immédiate. O

« Si27a%d — 9abc + 263 = 0 = b* — 3ac :

On a alors p = ¢ = 0 et I'équation (4) n’est autre dans ce cas que z> = 0. Par
conséquent, cette derniére équation possede la racine triple zéro et 1’équation (1)

possede la racine triple xy = ~34
a

Avant de donner un résumé des formules obtenues, signalons encore que la méthode utilisée
dans ce paragraphe est aussi valable si les coefficients a, b, ¢, d sont des nombres complexes.
Elle peut méme s’étendre a des corps (commutatifs) de caractéristique différente de deux
et de trois. Cette méthode, découverte au 16¢ siecle, est due notamment au mathématicien
italien Gerolamo Cardano.



Résumé

Soit a,b,c,d € R avec a # 0 et 'équation azx® + bz + cx +d = 0.
Notons § = (27a2d — 9abe + 2b3)* + 4 (3ac — b?)°.

I. Sid > 0, une racine réelle (simple) :

V/=27a2d + 9abe — 263 + /5 + /—27a%d + 9abe — 2 — /5 — b2
B 3a/2

T

II. Sié <0, trois racines réelles distinctes :

1 —27a%d be — 2b3 2k
2v/b% — 3ac cos (3 arccos ( a7d + Jabe > T) —b

2 (b? — 3ac) Vb? — 3ac 3
3a

Tk+1 =

pour k=0,1,2

III. Sidé =0 et 27a®d — 9abe + 2b% # 0, deux racines réelles dont une double :

Si 27a%d — 9abc + 263 > 0 :
Vb2 —3ac—1D

T = (racine double)
2v/b? —3ac+b
To9 = —
3a

Si 27a%d — 9abc + 2b° < 0 :
2402 —3ac— 0

T =
3a
vb? —3ac+b .
Ty= (racine double)
a

IV. Sid =0 et 27a%d — 9abc + 2b*> = 0, une racine réelle triple :




3 Signe des racines de 1’équation du troisieme degré

Relations de Viéte

Supposons que I'équation (1) possede trois racines réelles x4, xo, x3 distinctes ou non. Alors
on a a(r — x)(r — x9)(z — x3) = 0 ou encore

3 2
ax® — a(ry + x9 + x3)x” + a(r129 + 1273 + Tox3) — ax1T2x3 = 0

Alinsi, en posant S = x1 + x5 + x3, P = 112973 et Q = 1129 + x173 + Tox3, ON a

st po b HlC

a a a

Les trois dernieres égalités sont appelées relations de Viete.

CAS 1
Supposons que ’équation (1) ne possede qu’'une solution réelle x.
+ Supposons a > 0. Comme f(0) = d et xgrfm(aw3+bx2+cd+d) = +4oo,onazy <0
sid>0etxg>0sid<O0.
+ Supposons a < 0. Comme f(0) = d et xli)rlloo(aa:?’—i—be—{—cd%—d) = —oo0,onaxy <0
sid<0etxg>0sid>0.

« Sid=0onaxy=0 pour tout a # 0.

Conclusion

d
Le signe de x( est égal au signe de ——.
a

CAS 11

Supposons que ’équation (1) possede trois racines réelles zy, xq, x3, distinctes ou non,

telles que ;1 < x9 < x3. En utilisant les relations de Viete, on va discuter le signe des
b ¢ d

racines x1, 9, 3 selon le signe des nombres —, —, —.
a a a

Remarque

La discussion qui suit va permettre de déterminer le nombre de racines négatives, positives
ou nulles. Et, grace aux propositions du paragraphe 2, il sera aussi possible de déterminer
quelles sont les racines négatives, positives ou nulles obtenues par les formules fournissant
les racines de I’équation du troisieme degré.

10



Discussion

d

a

->0

Comme 212923 < 0, on a z1 < 0 et sgn(zy) = sgn(zs) # 0.

b
Si—>OetE>0:
a a

Tous les coefficients de I’équation (1) ont le méme signe. Cette équation ne
possede donc aucune solution positive. Par conséquent on a zo < 0 et x3 < 0.

SiE<O:
a

On a @ = x1(xg + x3) + x2x3 < 0. Donc, puisque xoxs > 0 et parce que x; < 0,
onaxy>0etaxg>0.
b

Si—<0:
a

Onax; + a9+ 23> 0. Donc 29 > 0 et z3 > 0.

Conclusion

d b c
Si — > 0, "équation (1) possede trois racines négatives si — > 0 et — > 0. Sinon
a a

I'équation (1) possede une racine négative et deux racines positives.

d

a

- <0

Comme z12923 > 0, on a x3 > 0 et sgn(z;) = sgn(zy) # 0.

b
SiZ<0et $>0:
a a

Onax +x9+23>0et x129 + 2123 + 2223 > 0.

Par conséquent on a z3 > —(x1+x9) et x3(x1 +x2) > —xz129. Sil’'on suppose x4
et zy négatifs, alors des deux précédentes inégalités entrainent (xq+2)% < 129

2
i.e. (xl + %332) + %x% < 0, ce qui est absurde. Donc 1 > 0 et z9 > 0.
c
Si—<0:
a

On a Q = x3(x1 + x2) + x122 < 0. Dong, puisque x1x9 > 0 et parce que x3 > 0,
onax <0etaxy<O.

81920:
a

Onax +x2+23<0.Doncz; <0etxy <O.

Conclusion

d c
Si — < 0, ’équation (1) possede trois racines négatives si — < 0 et — > 0. Sinon
a a

I'équation (1) possede deux racines négatives et une racine positive.

11



Comme 12923 = 0, I'équation (1) admet au moins une racine nulle. Notons z, ce
nombre et 2/, 2 les deux autres racines.

c
On adonc 2’ + 2" = —— et 22" = —.
a a

Vu les propriétés concernant la somme et le produit des solutions d’une équation
du deuxieéme degré, on obtient le résultat suivant :

. c
« Si—<0:
a
I’équation (1) posséde une racine négative, une racine nulle et une racine posi-
tive.
. C
« Si—>0:
a

. C /7 . \ L3 7/ . .
- Si — > 0 I’équation (1) possede deux racines négatives et une racine nulle.
a

c
- Si — < 0 I’équation (1) possede deux racines positives et une racine nulle.
a
- Si b= 0 l"équation (1) ne possede que zéro comme racine simple.
« Siec=0:

b
- Si — > 0 l’équation (1) possede une racine négative et une racine nulle.
Cette derniere est double.
b
- Si — < 0 I’équation (1) possede une racine positive et une racine nulle. Cette

derniere est double.

- Si b =0 I"équation (1) ne posseéde que zéro comme racine triple.

4 Introduction a I’équation du quatrieme degré

Soit a, b, ¢, d, e des nombres réels avec a non nul et I’équation suivante (équation du qua-
trieme degré, dont la méthode de résolution proposée ci-dessous est due notamment au
mathématicien italien Ferrari) :

’ax4+bx3+cx2+dx+620‘ (6)
b c e _,, : .
On pose d’abord p = —, ¢ = —, r = — et s = —. L’équation (6) devient alors
a a a a
2t +prd + g’ +rr+s=0 (7)

Pour tout A € R, I'égalité suivante est équivalente a 1'équation (7) :

2 4

<x2+px+/\>2—((pQ+2/\—q>x2+(p)\—r)x+>\2—s>:0 (8)

12



2
Notons T'(\) le trindme (i +2) — q) 22+ (pA — )z — s et A()\) son discriminant.

On a

A(N) = =8\ +4gN° + 2(4s — pr)A +p’s +1° — 4gs

En utilisant la méthode de résolution de I'équation du troisieme degré, on sait trouver
2

Ao € R tel que A(Ag) = 0. Si A est tel que % +2)\ — q = 0, alors forcément p\g —r = 0.

Dans ce cas particulier, I’équation (8) s’écrit :

(#+ 2o x) — (% s) =0

Dans le cas contraire, I’équation (8) est de la forme
2
<x2+]2)x+)\0> _D@+EP?=0 (DeR,EER)

Donc dans les deux cas on sait factoriser le membre de gauche de 1'équation (8) en un
produit de deux polynomes du deuxiéme degré qui sont tous deux complexes si A3 —s < 0
ou si D < 0, réels sinon. Si ces deux polynomes sont a coefficients complexes, alors
en factorisant dans C et en regroupant les facteurs linéaires ayant des zéros conjugués,
I'expression x? + px3 + qa® + ro + s s’éerit comme un produit de deux polynomes réels du
deuxieme degré.

En résumé, on sait trouver a, f3,7,9 € R tels que I’équation (7) puisse s’écrire sous la
forme

(2 + az + B) (2> +yx + ) =0

Ainsi, résoudre 1’équation (6) revient a résoudre deux équations du deuxiéme degré a
coefficients réels.

Remarque

Cette méthode de résolution est encore valable pour les équations du quatrieme degré a
coefficients complexes.

13
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