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Introduction

Ce document est un recueil de questions d’oraux de mathématiques des concours d’entrée
aux ENS (Ecoles normales supérieures) et a de grandes écoles d’ingénieurs frangaises. 11
rassemble notamment des questions provenant de :

ENS (Ulm (Paris), Lyon, Paris-Saclay, Rennes)

X (Ecole Polytechnique (Paris))

Centrale

Centrale-Supélec

Mines

Mines-Ponts

Mines-Télécom

ENTPE (Ecole Nationale des Travaux Publics de 'Etat)

EIVP (Ecole des Ingénieurs de la Ville de Paris)

ENSEA (Ecole Nationale Supérieure de U'Electronique et de ses Applications)

ENSIIE (Ecole Nationale Supérieure d’Informatique pour I'Industrie et I’'Entre-
prise)

ENSAM (Ecole Nationale Supérieure d’Arts et Métiers)

CCINP (anciennement CCP) : Concours Commun INP (Instituts Nationaux Po-
lytechniques)

La majorité des questions provient du site BEOS (Base d’épreuves orales scientifiques
de concours aux grandes écoles) ainsi que de vidéos disponibles en ligne. Je remercie
chaleureusement tous les internautes dont les contributions ont permis la réalisation de
ce document.

Les exercices sont numérotés et, dans la mesure du possible, chaque énoncé est précédé
du nom de Iécole, de la filiere (par exemple MP, PC, PSI, etc.) ainsi que de 'année du
concours. Aucune des questions présentées dans ce document ne requiert la maitrise du
langage de programmation Python ni d'un quelconque autre logiciel.

Une grande partie des exercices est issue des concours de mathématiques du CCINP
(anciennement CCP) destinés aux étudiants de classes préparatoires scientifiques et visant
I’admission dans les écoles d’ingénieurs du groupe INP.

Les questions ne se sont classées ni par école, ni par filiere, ni par année, ni par niveau de

difficulté!

Certaines questions comportaient un temps de préparation, tandis que d’autres devaient
étre traitées immédiatement.

Presque toutes les questions devaient étre résolues sans recours a une calculatrice, a un
formulaire ou & un dictionnaire.

En regle générale, les exercices les plus exigeants proviennent des concours des ENS (en
particulier celui de Ulm) et de I’Ecole Polytechnique, notamment pour la filiere MP.



Notations

() | ensemble vide
N | ensemble des nombres naturels
N* | ensemble des nombres naturels non nuls
7 | ensemble des entiers relatifs
7> | ensemble des entiers relatifs non nuls
Z._ | ensemble des entiers relatifs négatifs
Q | ensemble des nombres rationnels
Q* | ensemble des nombres rationnels non nuls
R | ensemble des nombres réels
R | RU{—o0;+00}
R* | ensemble des nombres réels non nuls
R, | ensemble des nombres réels positifs
R? | ensemble des nombres réels strictement positifs
R_ | ensemble des nombres réels négatifs
C | ensemble des nombres complexes
C* | ensemble des nombres complexes non nuls

U | ensemble des nombres complexes de module 1
U,, | ensemble des racines n®e de 1'unité
[a;0] | ensemble des nombres entiers k avec a < k < b (a, b entiers)

ppem(ay, ..., a,) | plus petit commun multiple de aq, ..., a,
pged(aq, . .., a,) | plus grand commun diviseur de ay, ..., a,
a ADb | le plus grand commun diviseur de a et b
a|b | adivise b
(Z) ﬁlk), (coefficient binomial)
Card(E) | cardinal de I’ensemble E
|E| | cardinal de 'ensemble F

|| | partie entiere de x
{z} | partie fractionnaire de z
sgn(z) | signe de x

K | corps commutatif
K* | ensemble des éléments non nuls de K
[X] | ensemble des polynomes a coefficients dans K
deg(P) | degré du polynéme P
]

K[X,Y] | ensemble des polynémes en X et Y, a coefficients dans K
Z[X] | ensemble des polyndmes a coefficients dans Z
K(X) | corps des fractions de K[X]
K, [X] | ensemble des polynémes & coefficients dans K de degré au plus n

a=0b mod n | a et b congrus modulo n

T | classe de entier x modulo n
Z/nZ | anneau des entiers modulo n




ensemble des inversibles de Z/nZ
corps des entiers modulo p (p premier)
ensemble des éléments non nuls de F,

ensemble des éléments nilpotents de ’anneau A

ensemble des automorphismes de GG
groupe symétrique de [1;n]
signature de la permutation o

A isomorphe a B

ensemble de définition de f
ensemble des zéros de f

graphe de f

f équivalent a g

f(z) négligeable devant g(x)

f(x) ne croit pas plus vite que g(x)

gradient de f
Laplacien de f

polyndéme caractéristique de u

polynéme minimal de u

noyau de u

image de u

rang de u

déterminant de u

déterminant de la matrice A

comatrice de A

commutant de A

trace de u

spectre de u

spectre de u sur K

espace vectoriel engendré par les éléments de S
espace vectoriel engendré par les éléments de S sur A
orthogonal de I’ensemble S

dimension de ’espace vectoriel

dimension du K-vectoriel £

ensemble des endomorphismes de F

dual (algébrique) de E

ensemble des applications linéaires de F vers F
ensemble des matrices n X n a coefficients dans K
ensemble des matrices n x n a coefficients dans Z
ensemble des matrices m x n a coefficients dans K
ensemble des matrices inversibles de M, (K)
ensemble des matrices inversibles de M,,(Z)

noyau du morphisme de groupes det : GL,(K) — K*



SLo(Z)

f*

Id

I,
(NE
s An)
AT
Al
(2, y)

diag(Aq, ...

D\(E, F)

cosh
sinh
tanh
arcosh
arsinh
artanh

noyau du morphisme de groupes det : GL,(Z) — Z*

adjoint de f

application identité

matrice identité de taille n

matrice de f relativement aux bases B et 5’

matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont Ay, ..
transposée de la matrice A

norme subordonnée (& la norme |-||) de A

produit scalaire de x et y

W

ensemble des matrices symétriques de M, (R)

ensemble des matrices positives (semi-définies positives) de M, (R)
ensemble des matrices définies positives de M, (R)

ensemble des matrices orthogonales de M, (R)

noyau du morphisme de groupes det : O,(R) — {—1;1}

ensemble des matrices antisymétriques de M, (R)

ensemble des isométries de £

ensemble des suites bornées

ensemble des suites sommables pour la norme |||,
norme infinie

p-norme

boule ouverte de centre z et de rayon R

ensemble des nombres premiers

valuation p-adique de n (p € P)

valeur absolue p-adique

distance p-adique entre x et y

complété du corps Q pour la distance p-adique

ensemble des fonctions f de E vers F

restriction de la fonction f a A (A C E)

fonction indicatrice de E

ensemble des fonctions continues sur E a valeurs réelles
ensemble des fonctions continues sur E a valeurs dans F'
ensemble des fonctions de classe C* sur E & valeurs dans F
ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur F,

a valeurs dans F

ensemble des fonctions différentiables sur E a valeurs dans F

cosinus hyperbolique

sinus hyperbolique

tangente hyperbolique
argument cosinus hyperbolique
argument sinus hyperbolique
argument tangente hyperbolique



adhérence de 'ensemble A
intérieur de I'ensemble A
enveloppe convexe de 1’ensemble A
diametre de I’ensemble A

distance entre A et B

probabilité de I’évenement E
complémentaire de I’évenement F
espérance de la variable aléatoire X
variance de la variable aléatoire X
covariance des variables aléatoires X et Y
fonction génératrice des probabilités de X

loi de Bernoulli de parameétre p

loi binomiale de parametres n, p
loi géométrique de parametre p

loi de Poisson de parametre \

la variable aléatoire X suit la loi £



1 Suites et séries

Centrale
" k
Pour tout n € N*, on pose u,, = Z sin <2>
k=1 n
Trouver un développement asymptotique a trois termes de (uy)nen+, ¢’est-a-dire des

nombres réels a, 3,7 tels que u, = + g + 5 +o0 (#)

X-ENS MP

Soit (@, )nen+ une suite strictement croissante d’entiers vérifiant a; > 1.
Etudier la nature de

400 1
7;_1 ppcm(a’h s Jan) .

Mines-Ponts MP 2022
+o0

Etudier la nature de la série > sin(m(2+ V3)™).

n=1

Mines

Etudier la suite (u,)neny définie par u, 1 = u, — u2 avec 0 < uy < 1.
Trouver un équivalent de (u,)nen-
Indication : on pourra considérer la suite (x,)nen définie par z,, = ui

n

Mines-Ponts
“+oo

Résoudre dans R I'équation »  (3n + 1)*z" = 0.
n=0

ENS

Pour tout n € N*, on pose u,, = (H k:k)
k=1

[—=

n

Trouver un équivalent de (u,)nen+-

NS

" In(k) 1
1. Pour tout n € N*, on pose u, = Y _ n(k) _ —In%(n).
=k 2
Montrer que la suite (u,),en+ converge.
400 1
2. Calculer la somme Y (—1)" n(n)
n=1 n




NS

Soit (uy,)nen+ une suite de nombres réels telle que pour tous m,n € N* w4 < Uy +Up,.

. . uTL . 7
Montrer que si la suite [ — est minorée, elle converge.
N/ neN*

X ESPCI 2013

o —n?
1. Montrer que la série E 27" converge.
n=0

2. Soit § = Z 27", Montrer que le nombre S est irrationnel.

n=0

X ESPCI 2022

Pour tout nombre réel x, on note {z} =z — |z|.
Trouver un équivalent de {n!e} quand 'entier n tend vers +o0.

I.1.11 | Mines-Télécom

Calculer lim stin< b )
n—-+oo el

1.1.12 | Mines-Ponts PC 2019
™

Pour tout n € N, on pose w,, = /5 cos”(t) dt.
0

+o0
Montrer que la série Y (—1)"w, converge et calculer sa limite.

n=0

CCINP PC 2002

s
La série E In (cos <2n>) est-elle convergente ? Le cas échéant, calculer sa limite.
n=2

1.1.14 | Mines

- 1
Calculer ngrfm’g (1 + k(n — k))

1.1.15 | Mines-Ponts PC 2016

Soit (ay)nen une suite réelle de termes positifs. On suppose que la série > a,, converge.
Trouver la nature de la série Y \/GnGn1-

X PsI

2n? 4+ 4n + 2
Pour tout n € N, on pose u,, = —
Montrer que la série Z u, converge et calculer sa limite.

n>0




1.1.17 | Mines-Ponts MP

1
Soit n € N* et [, =

1
/ dt.
0 THE+82+4- it

1. Montrer que la suite (I,,)nen+ converge. On note £ sa limite.

2. Trouver un équivalent de I,, — ¢ lorsque n tend vers +oo.

X-ENS MP

Etudier la suite (Zp)nen définie par :

ZL'():]_

n
a:m_l:l—i-;(nGN)

1.1.19| CCINP/Mines-Télécom MP

Etudier la nature de la série de terme général :

Uy, = COS (7?712 In < >) avec n € N,

n+1

X-ENS

Soit ug € [0 ; g} et pour tout n € N, u, 1 = sin(uy,).
Donner un équivalent simple de la suite (uy,)pen-

1.1.21 | Mines-Ponts MP
na

+00 —
1 . e
Pour tout a € R%, on considere la série F(a) = ) ————

n=0 Vn2+1.

Donner un équivalent simple de F'(«) lorsque « tend vers zéro.

1.1.22 | Mines-Ponts PC 2018

1. Montrer que si a,b > 0, alors

a—2>b
t — arctan(b) = t .
arctan(a) — arctan(b) = arctan (1 n ab)

2. Calculer :

2
Z arctan (2> .
n

neN*

1.1.23 | Mines-Télécom MP 2024

Donner la nature des séries de terme général u,, avec :

1
1. u, =n° (1 — oS <)>, pour a € R.
n

2. u, = /n— 1.




1.1.24 | Mines-Ponts PC 2015

On définit la suite (u,)nen+ grace a la régle suivante :

up = V1, UQZW, U3:\/3—|—\/2—|—\/I,...
un:\/n+\/n—1+~~~+\/2+ﬁ.

Montrer que la suite (u,),en+ diverge.

Exprimer u,1 en fonction de wu,,.
Montrer que u,, < n pour tout n € N*.

Montrer que u,, est négligeable devant n.

SANE R .

Donner un équivalent simple de u,,.

I1.1.25 | Mines-Télécom PSI 2023

1 n
Pour tout n € N*, on pose u,, = (n sin <>) .

Déterminer lLim wu,,.
n—-+00

X-ENS MP

Soit (@ )nen €t (by)nen deux suites définies par ag > 0 et by > 0, et pour tout n € N,

2 % b 2

Anp+1 =
a, by

an + by, ¢ 1 1(1 1)

1. Etudier la convergence des suites (@n)nen €t (bn)nen-

2. En notant / = lim a,, trouver un équivalent de a,, — /.

n—-+oo
1.1.27 | Centrale 2010

Soit ug > 1 et pour tout n € N, u, 1 = u, + In(uy,).
Etudier la convergence de la suite (u,)neny et donner un équivalent.

1.1.28 | ENS Ulm Lyon PC 2022

Soit f la fonction continue sur R, définie par :

n

fla)=3 "

n=0 (n)2

Montrer que la série converge pour tout = € R et que f(z) = o(e”).
o

1.1.29 | Mines-Ponts PSI

Soit v € RY et fo:x—In (3:2 — 2cosh(a)z + 1).
1. Déterminer ’ensemble de définition de f,.

2. Déterminer le développement en série entiere de f, au voisinage de zéro.

9




X PC 2008

Etudier la nature de la suite de terme général

n

u, =n+1In(n) — ) ek.

k=1

e

1.1.31 | Mines-Ponts PSI 2019

Déterminer la nature de la série de terme général

ey
" one 4 (=1)mmb

selon les valeurs de a et b.

come

Montrer que la série de terme général

_n3+2n2+n+1

an |
n:

est convergente et calculer sa somme.

Centrale
n

Pour n € N*, on pose P, = [[(X — k).
k=0
1. Montrer qu'il existe un unique «a,, €10;1[ tel que P! («a,) = 0.

/
n

P(z)

3. Déterminer la limite de la suite (av,)nen:-

sous forme de somme.

2. Pour x € R\ {0;1;...;n}, exprimer

4. Trouver un équivalent de a,.

1.1.34 | Centrale PC 2015

Soit n € N*. On note s(n) le nombre de chiffres dans I’écriture en base 10 de n. Etudier
la convergence, puis la somme de la série

i" s(n)
n=1 n(n + 1) .
Centrale PC 2023
1 on 1 n(t
Pour n € N* on pose u,, = / * dx. Soit encore J = n(t) dt.
o 1+an o 1+¢

1. Calculer la limite ¢ de la suite (uy,)nens.

2. Etudier la convergence de J et calculer cette intégrale.
et .
On pourra utiliser I’égalité : Z 2= G
n=1

o 1
3. Montrer que u,, = ¢+ — + ﬁz +o (2>, ol « et [ sont deux nombres réels.
+o0 n o n n

10




1.1.36 | Mines-Ponts PC 2013

Quelle est la nature de la série

o0 1
nz:% nlin(n) In(In(n)) ’

X 1P 2018
Pour tout n € N*, on pose u,, = {(1 + \/5)2"}

Etudier la nature de la série Z Uy,
n=1

I.1.38 | Centrale PC 2004

Soit @ > 0. On pose, pour tout n € N,
a®"

Tl (0 +1)

Unp

Déterminer la nature de la série Zun selon les valeurs de a et calculer sa somme
n>=0
lorsqu’elle converge.

CCINP PSI 2013

On considere la série de terme général défini pour tout n € N* par :

B 1
=t K

Unp

1. Montrer que la série Z u, converge.
n=1

2. Trouver trois réels a, b, ¢ tels que pour tout n € N*,

1 a b c

Mt D@+l n ntl gl

3. Calculer la somme de la série.

1.1.40 | Mines-Ponts PSI 2019
+o0

On pose f:xz+ Y In (1 —|—e_”x).
n=0

Trouver Dy.

Calculer wll}I_{loo f(x).

La fonction f est-elle intégrable sur [1;4o00]?

Trouver un équivalent de f en zéro.

A N e

La fonction f est-elle intégrable sur |0;1] 7

11




cop wp

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique u,, €]0;1] tel que :

1 gt
—dt =n.

1 At

On pourra considérer la fonction f définie par f(z) = / e?dt.

x

2. Etudier la monotonie de la suite (Un)nen et calculer lim w,.
n—-+oo

3. Pour tout n € N, on pose v, = n — In(uy,).
Montrer que la suite (v,)nen converge et exprimer sa limite a partir d’une inté-
grale.

4. Trouver un équivalent simple de wu,,.

1.1.42 | Mines-Télécom PSI 2019

Soit f une fonction continue, croissante et positive de ]0; 1] dans R.

1 /1
On note, pour tout n € N, u,, = f(e™) et pour tout n € N* v, = —f ()
n° \n

Montrer que les séries de terme général u,, et v, ont méme nature.

1.1.43 | Mines-Ponts
1
Pour tout n € N*, on pose u, = (—1)""'In (1 + )
n

Montrer que la série de terme général u,, est convergente et calculer sa somme.

1.1.44 | Mines

Calculer :

lim ﬁ (1+'k(n_k)) )

n—+oo - n2

1.1.45 | Mines-Ponts

Pour a et b réels, trouver la nature de la série de terme général

. 1 1 n+1
U, = sin <> + atan () +bln( )
n n n—1

come

1. Montrer que pour tout n € N tel que n > 2, I’équation
e+ =n,

d’inconnue z € [0; 00|, admet une unique solution notée x,,.
2. Montrer que la suite (x,),>2 est équivalente a In(n) lorsque n tend vers +oc.

3. Pour a € R, déterminer la nature de la série de terme général z.

12




X PC 2013

Soit z > 0. Quelle est la nature de la série Z ( n— 1)

n>1

CCINP PC

Quelle est la nature de la série de terme général défini par :

1 1
Vn € N*, u,, = arccos () — arccos ( ) ?

n n?

1.1.49 | Centrale PC 2019

Soit (uy,)nen+ une suite de réels positifs ou nuls.

1
1. On suppose que u,, > — sauf pour un nombre fini d’entiers n € N*.
n

La série Y u,, est-elle divergente ?

1
2. On suppose que u,, > — pour un nombre infini d’entiers n € N*.
n

La série > u, est-elle divergente ?

Centrale
+00

Soit (uy,)nen une suite réelle. On suppose que Z u, converge.
n=0

n
Montrer que » _ kuy, = o(n).
k=1

X-ENS

Soit (an)nen une suite réelle telle que, pour tout n € N,
n
(n, Z a; = 1.
k=0

Trouver un équivalent de (a,)nen-

1.1.52 | Mines-Ponts/Centrale PC 2010

Pour tout n € N*, on pose
n
1
RPN

1. La suite (u,)nen+ est-elle convergente ?

2. Soit a > 0. Quelle est la nature de la série de terme général donné par

1
VTLGN*7U”—7

%\

13




come

1
Pour tout n > 2, on pose u,, = In <1 — 2>.
n
Etudier la nature de la série Z Up,.
n=2

X-ENS

Soit (uy,)nen une suite réelle telle que liril (Upy1 — uy,) = 0.
n—-+0oo

Montrer que 1’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy,)nen €st un intervalle.

[1.1.55] x

Soit (ay)nen+ une suite de naturels telle que pour tout n € N*, 0 < a, <n — 1.
a
1. Montrer que la série » —7; converge.
n=>1 :

2. On suppose que a, =n — 1 a partir d'un certain rang.

a .
Montrer que E —7: est rationnel.
n>1 """

3. Soit t € [—1;1].

Montrer qu’il existe a € R tel que lim sin(27nla) = t.
n—-+00o

X-ENS

. 1 &
Etudier la suite (u,)nen+ définie par u, = — Z k™.
nt 3

X-ENS

Trouver un équivalent de u,, = z:(—l)k_1 {ZJ
k>1

X-ENS

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit f : [a;b] — [a;b] une fonction
continue, ug € [a;b] et pour tout n € N, u,. 1 = f(u,). On suppose de plus que

lirf (Uns1 — un) = 0. Montrer que la suite (u,)nen converge.
n—-—+0oo

[11.59] x

n 2k
Calculer lim Zcos( il )

n—roo = 2n+1

14




X-ENS

Pour tout n € N*, on note B, le nombre de partitions de I'ensemble [1;n]. On pose
By = 1. Montrer que pour tout n € N :

By =Y (Z) By.

k=0

En déduire la formule :
1 &> Jn
vneN, B, =— TR
ez !

1.1.61 | Mines/CCP

—+o00 1 n—1
Calculer lim Z i In <1 + x)
z—0+ 1 €T n

Centrale

Soit a un réel irrationnel fixé. On note R, le rayon de convergence de la série entiere

Z X

= sin(nlma)

n

1. Démontrer que R, < 1.

2. On considere la suite (u,),>; définie par :
u =2 et VYn =1, upy = (uy)™.

Démontrer que, pour tout n > 1 :

Up, < 1
Un+1 h (n+ 1)n.

En déduire que la série de terme général — converge.
n

+oo
Dans la suite, on pose a = Z — et on admet que « est irrationnel.
n=1 Un
3. Démontrer qu’il existe une constante C' strictement positive telle que, pour tout
entier n > 1 :
+o0 1 C
T, », — <

= Uun—1"
k=n+1 Uk Up™

4. Démontrer que R, = 0.

5. Question subsidiaire : démontrer que « est effectivement irrationnel.

15




ENS

1. Soit (z,)nen une suite a valeurs dans ]0; 1[. Montrer que la suite

(xn(l - $n+1))n€N

admet une valeur d’adhérence inférieure ou égale a .
1

2. On suppose que (2, (1 — x,11))nen n’admet pas de valeur d’adhérence inférieure

1 . 1
a 1 Montrer que la suite (mn)neN converge vers 5

ENS

Soit (uy,)nen une suite réelle vérifiant ug > 0 et u,41 = |u, — n| pour tout n € N.
Trouver un équivalent de wu,,.

CCP MP
n
k

Pour tout n € N*, on pose u,, = —1In(n).
1. Donner un équivalent de wu, 11 — .

En déduire que la suite (uy,)nen+ converge. On note ¢ sa limite.
2. Proposer un équivalent simple de u,, — /.
3. Etudier la nature de la série Y (—1)"(u, — £).

neN*
1.1.66 | Centrale
Considérons 1 I défi JA B
onsidérons la suite « définie par I, = / ——dt.
( ”)TLGN p n 0 (1 +t3)n

1. Soit les suites (un)nen et (Vn)nen+ telles que pour tout n € N* :

n 1 n

un:Z%—ln(n) et vnzzli—ln(ru—l).

k=1 k=1
Montrer que ces deux suites convergent.

1
2. Montrer que pour tout n € N*, [, 1 = (1 — 3) I,.
n

3. Montrer qu’il existe deux nombres réels a et 3
tels que In(1,,) = aln(n) + B + o(1).
+o0
4. Etudier la convergence de la série Z I,.

n=1
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I1.1.67 | Mines-Télécom MP

Soit Z u, une série a termes strictement positifs.
neN

1. On suppose qu’il existe £ € R, tel que lim {/u, = /.

n—-+o0o
Montrer que :

(a) £ <1 = > w, converge;
neN

(b) £>1 = > u, diverge.

neN

Un,
2. On suppose qu’il existe £ € R, tel que lim oy

n—-+00 Uy,
Montrer que lim &u,, = /.
q n—-+oo n

[1.1.68] x mp

Soit A €]0;1]. Etudier la suite (2,,),en définie par :

{SEQ 6]071[

VneN z, 0 =1— 2?2

1.1.69 | Mines-Ponts

/
Soit f € C([1;+o0[,R%) vérifiant ml_l}r_il_loo ];((j)) =
1. Etudier la nature de la série > f(n).
neN*
+oo
2. Donner un équivalent de R, = > f(k) en +oo.

k=n

Centrale MP

Soit ¢ une application continue de R dans C telle que ¢ — tq(t) soit intégrable sur R, .

+o0 1
1. Montrer qu'il existe a € Ry tel que / ltq(t)| dt < 3

On définit (y,)nen une suite de fonctions définies sur R par :

Yo =1

+oo
Vn €N, Ve € R, o = 1= [ (= a)a(t)ya(t) dt
0

2. Justifier la définition de (y,)nen €t montrer que pour tout n € N, y,, est continue

sur R et bornée sur [a;+o00].

3. Montrer la convergence uniforme de (y,)nen sur [a;+o00].

17



I1.1.71 | Mines-Télécom MP

Soit (uy)nen la suite définie par :

ug € R

Etudier la nature de la série de terme général wu,,.

ENS ESPCI 2015

2
1 " (n

Pour tout n € N, soit ¢, = —— .

our tout n soit ¢ n+1z<k>

k=0

1 2n
1. Montrer que pour tout n > 1, ¢, = .

n+1
2. Montrer que la série > ¢,z™ a un rayon de convergence R > 0.
+oo
3. On pose [ :x+— Z cpx”.
n=1
1
Montrer que f(z) = o (1 —V1 - 4x) pour tout z €] — R; R[\{0}.
x

cop wp

L
2 4 4
: _ 11 1 5
L5 1
4 12 3

1. La suite (M™),en converge-t-elle ?
2. On note N = lim M". Que représente N 7

n—-+oo

3. Déterminer N.

Ug
4. Soit ug, vy et wy trois nombres réels et Xo = | vy
Wo
U,
Soit X,, = | v, | tel que, pour tout n € N, X,, .1 = M X,,.
Wnp,

La suite (X, )nen converge-t-elle ? Le cas échéant, quelle est sa limite ?

18




cop wp

Soit § €]0; 7). Pour tout n € N, on pose S,(8) = > cos(kd).
k=1

1. Donner une expression simplifiée de S,,(0). Exhiber M (§) € R, indépendant de
n, tel que :
Vi € N, IS,(6)] < M().
n

2. Pour tout n > 2 entier, on pose u,(d) = cos(nd).

n—1

(a) Montrer que la fonction z +— est décroissante sur [2; 400l

:L‘ —
(b) Montrer que la série »  u,(8) converge simplement sur [2; +o0|.
n>2

On pourra écrire cos(nd) = S,(0) — Sp—1(0).

3. Etudier la convergence uniforme de > u,(0) sur tout segment inclus dans |0 ; 7).
n=>2

1.1.75 | Mines-Ponts MP 2023

1. Soit n > 2 un entier. Montrer que ’équation
" —nr+1=0

admet une unique solution dans l'intervalle [0;1]. On la note z,.
2. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (2, )p>2.
3. Donner un équivalent de la suite (z,)5>2.

4. Donner un développement asymptotique a deux termes de la suite (x,,),>2.

X ESPCI

Etudier le comportement en l'infini de la suite (Up )nen+, avec pour n € N* :

"1

"=y

izln—l—z

I1.1.77 | Mines-Télécom MP 2023

Soit f : R — R définie par :
from |z + (z—|z])>.

On définit la suite récurrente (uy,)nen par :

ug € R
Uny1 = f(un)

1. Etudier la continuité de f et esquisser le graphe de cette fonction.

2. Etudier la monotonie de la suite (Un)nen et calculer sa limite en fonction de wuy.

19




I.1.78 | Mines-Ponts MP 2023

1. Soit n > 2 un entier. Montrer que I’équation

sin(x) =

SR

admet une unique solution dans l'intervalle |0; 7[. On la note z,.
2. Montrer que la suite (z,),>2 converge. Calculer sa limite.

3. Donner un développement asymptotique de la suite (x,),>2 avec la précision

()

X-BNS
+oo

Soit p, le n®¢ nombre premier. Montrer que Z — diverge.

n=1 pn

CCP MP 2007

Pour tout n € N* on pose f, : & — exp(—z+/n).

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z fn-
neN*

Lorsque Z fn converge, on note S sa somme.
neN*

2. Montrer que S est continue sur R .
3. Montrer que lim S(z) = 0.
T—+00
4. Montrer que S est décroissante sur R7 .
5

. Montrer que S(x) est équivalent a e en 'infini.

X-ENS
+0o0

Quelle est la nature de la série > sin(n!re) ?

n=0

I.1.82 | Mines-Ponts MP 2023

Pour tout A € M,,(C) on pose :
41 = s {3 ot}
1<isn =1

1. Montrer que ||-|| est une norme d’algebre sur M,,(C).

2. Soit A € M, (C). Etudier la convergence de Y A* si ||A|| < 1. Cette condition
est-elle nécessaire pour la convergence de la série ?

A p
i (1Y
p

Etudier la convergence de la suite (U,)pen-

3. Pour tout p € N* on pose

20




1.1.83 | Mines-Ponts PC 2023

Soit n € N*, o € R et

=

I
S|IQ =
— 3]Q

Déterminer lim M.
n—-+o0o

CCP MP

Soit (uy)nen la suite définie par :

Ug = 1
Vn € N7 Un+1 = ZZ:O UpUn—p

On souhaite obtenir une expression de u,, en fonction de n. On suppose qu’il existe un
nombre réel R strictement positif tel que la série entiere Y u,2" converge sur | — R; R|.
Pour tout x €| — R; R, on pose S(x) = > u,z"

1. Pour tout z €] — R; R[\{0}, calculer S?(z).
En déduire que pour tout = €| — R; R[\{0} :

2S%(x) — S(x) +1=0.

1—+1—4z

2. Montrer que S(0) = 1, et qu’au voisinage de 0, S(z) =

2z
3. Montrer quan voisinage de 0, S(x) = 3 — DL
. Montrer qu’au voisinage de x)=>y —————a".
q & ’ “— nl(n+1)!
4. Conclure.
X MP
+o0 1
Pour [t| < 1, on pose f(t) = [] -
i L—t
1. Montrer que f est bien définie.
2. Montrer, pour |t| < 1, que f(t) =1+ Z p(n)t", ot p(n) est le nombre de suites
+oo
(Y )ken= d’entiers naturels telles que Z kyr = n.
k=1
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X-ENS

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un polynéme P, tel que,
= 5 _sin((2n + 1)t)

2. Expliciter les racines de P, et calculer leur somme.
3. En observant que

1
cot?(t) < 5 S+ cot?(t)
400 1
pour tout t € }0 ; g[, déterminer la valeur de ((2) = Z —-
n=1 n

Mines-Ponts

"1
Pour n € N*, on note H,, = Z —.
i
400 1
1. Soit p > 1. Donner un équivalent de R,, = 3
k=n

Montrer que la suite (H, — In(n)),en+ converge vers un certain réel v, appelé la
constante d’Fuler. Déduire que

H, = In(n) +~ +o(1).

3. Pour n € N* on note t,, = H,, —In(n) —~. Déterminer un équivalent de t,,,1 —t,,
puis de t,,. Déduire que
Hy = () +7+ 5 +o(>)
»n = In(n — 4o .
Y 2n n
4.

Avec un raisonnement similaire, montrer que

H,

ln(n)—l—”y—i—i— ! +0(1>.

2n  12n? n?

X-ENS

Soit P € R[X]. Etudier la convergence et calculer explicitement la série :

n

+ﬁ;P(n)x.

n!
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I.1.89 | Centrale PC 2023

1. Soit n et p deux naturels. Calculer :

L, = /Ol(ln(x))px" dz.

1

1
2. On pose [ = / — dz. Montrer que I converge et que
0o x*

1

I =

o
n)ln

3. En majorant les restes de la série précédente, donner une valeur approchée a
103 pres de 1.

1.1.90 | Mines-Ponts MP 2024

Calculer :
n n+k

li )
n—EPooé 2 +sin(n—+ k) + (n+ k)?

1.1.91 | Mines-Ponts PSI 2024

Soit ug € R et pour tout n € N, u, 1 = sin(uy,).

1. Etudier la convergence de la suite (U )nen-

“+o0o
, , . s Un+1
2. Sous réserve de sens, étudier la nature de la série g In ( .

n=0 Un
+o0o +0o0
3. Quelle est la nature des séries » u? et > u,?
n=0 n=0

4. Bonus : trouver un équivalent simple de la suite (uy,)nen.

X PG 2021

Soit (2, )nen une suite vérifiant zo > 0, 1 = 0, g+ 21 > 0 et

Tp+1
VneN, z,0 =
n

+1+xn.

Etudier la convergence de la suite () nen-

ccp

1. Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites de nombres positifs. On suppose que (U, )nen
et (vn)nen sont non nulles & partir d’un certain rang. On suppose encore que
Uy, ~ v,. Montrer que Y u, et > v, sont de méme nature.

2. Etudier la convergence de la série

£o2 ((=1)" + 1) In(n) sin (1)
m Vees
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cep

1. On considere deux suites réelles (uy,)nen €t (vn)nen telles que (vy)nen est non
nulle a partir d’'un certain rang et u,, ~ v,. Démontrer que u,, et v, ont le méme
signe a partir d’un certain rang.

2. Déterminer le signe au voisinage de 400 de

1 1
U, = sinh <> — tan () .
n n

I

Considérons la suite de fonctions (f,,)nen définie par :

n+2 _
e
n—+1

fulr) = " cos(v/nz).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)nen-
2. La suite (f,,)nen converge-t-elle uniformément sur [0; +o00[?
3. Soit a > 0. La suite (f,,)nen converge-t-elle uniformément sur [a; +o00[?

4. La suite (f)nen converge-t-elle uniformément sur |0 ; 4o00] ?

X-ENS

Soit a, la plus grande racine réelle de X?* — 2nX + 1. Donner un développement
asymptotique a deux termes de a,,.

X-ENS

Pour tout entier n > 4, on considere la fonction réelle f,, définie par :

fn(x):xsn_\/ﬁ$+1

1. Montrer qu’il existe un unique z, € [1;2] tel que f,(z,) = 0.
2. Btudier la convergence de €, = x, — 1 et en déduire un équivalent de x,.

3. Donner un équivalent asymptotique a trois termes de x,,.
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I.1.98 | Centrale PC 2015

On pose, pour tout z réel,

On pose, pour tout entier naturel n,

1. Montrer que la suite (u,)nen converge.

2. Calculer la limite de la suite (u,)nen-
Etudier la nature de la série 3 u,,.

3. Montrer que pour tout entier naturel n,

2 (—1)kpk

up =23~ 2
,{; k(2K + 1)

1.1.99 | Mines-Ponts
1

Soit (2, )nen la suite réelle définie par o > 0 et x,41 = z, + —.
Ty,
Donner un équivalent de x,,.

ENSAE 2013
P 1/.
Etudier la nature de la série )  — (\"/n +1-— {”/ﬁ)

n>1 n

X MP
Soit f: [0;1] — [0;1] vérifiant |f(z) — f(y)| < |z — y| pour tout (z;y) € [0;1]2.
Soit (Zy)nen avec g € [0;1] et zpq1 = f(ay).

1. Montrer que f admet un unique point fixe a.

2. Montrer que la suite (x,)nen converge vers a.

1.1.102 | Mines-Ponts PC 2013

Soit la suite (u,)nen+ telle que

1
— sinestun carré
n
Uy, =
.
— sinon
n

Quelle est la nature de la série Y u, 7
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X PC 2019

Soit n € N* et P, le polynome défini par :
P(X)= X"+ X?—1.

1. Montrer que P, possede deux racines réelles de signes opposés.

2. On note r, la racine positive de P,. Démontrer que la suite (r,),>1 est bornée
et convergente. Déterminer sa limite.

1.1.104 | Mines

Soit zy € R et pour tout n € N, @, = arctan(z,,).
1. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (z,),en.

2. Donner un équivalent de x,, lorsque n tend vers +oc.

S

Pour tout n € N*, soit
+o0o0 arctan (%)
J, = / — dz.
0 x>+
1. Prouver l'existence de J,,.

2. Etudier les limites des suites (J,)ns1 et (nJ,)ns1.

1.1.106 | Mines 2015

=1 1
Montrer que E — o~
ki K nree (04 1)

oo 2015
n
1

Soit o € R. Pour tout n € N, on définit u, = )
=2k +1
1. Calculer un équivalent de u,1 — u, quand n tend vers +oo.

— aln(n).

2. Déterminer v pour que la suite (u,),en converge, et calculer alors sa limite.

cop 2108

Montrer que pour tout entier n > 1, I'équation z™ + \/n - 2 = 1 admet une unique
solution appartenant a 'intervalle [0;1]. On note a, cette solution. Etudier la limite
de la suite (a,),>1 et la convergence de la série Y a,.

Centrale 2015

Soit P,(X) le polynome [[(X — k).

k=0
1. Montrer qu’il existe un unique réel u,, €]0;1[ tel que P/ (u,) = 0.
- 1
2. Montrer que pour tout n > 0, Z k: = 0.

k=0

3. En déduire lirf U, et déterminer un équivalent de wu,, quand n tend vers +oc.
n—-+0oo
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oo 2015

+oo sin (%)
Pour tout n € N*, soit a,, = / ———_dt.
1 t(1+1¢2)

Etudier la limite de la suite (@n)n>1 et en calculer un équivalent.

1.1.111 | Mines 2015

n+1
Quelle est la nature de la série de terme général u,, = arcosh ( ) ?
n

—

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3. On définit P,(X) = X" —nX + 1.
1. Montrer que P, admet deux racines positives, a,, et b,.

2. Etudier les suites (an)ns3 et (byn)nss et leur rapidité de convergence.

oo 2015

On considere la suite de terme général u,, = / (In(t))™ dt.
0

1. Pour quels n, u,, est-il défini?
2. Etudier la limite de la suite (u,)nen-

3. Etudier la convergence de la série Y u,,.

4. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z —'x”.
n!

6. En déduire une expression de u,, pour tout n € N*.

Centrale 2015

On considére une suite (u,),en de réels strictement positifs, et on suppose que
lim u, =0.On note J = {z € R|Y u® converge}.

n—-+00
1. Montrer que J est vide ou alors un intervalle de R . (Illustrer par des exemples
concrets. )

2. On suppose que J # (), et on note :
fJ — R

+o0

x

o= >,
n=0

Etudier la continuité de f et ses limites au bornes.

Centrale 2015

Pour tout n € N, on note a, le nombre de chiffres dans 'écriture décimale de 2").
Quel est le rayon de convergence de la série entiere Y a,,2" 7
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cop Mp

1. On considere la série de terme général u, = ———oun > 2 et a € R.
nln(n)®

(a) On suppose a < 0.
En utilisant une minoration tres simple de u,,, démontrer que la série diverge.
(b) On suppose o > 0.

Etudier la nature de la série.
1

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = (@)
r(In(x))“

(= (1+7))e
2. Déterminer la nature de la série Z 5 O
n=2 <1I1(7L + n))

1.1.117| X PC 2019

Etudier la nature de la série de terme général

. sin(ln(n))'

up, = (—1 .

On pourra commencer par regarder le comportement de w,, + Uy, 1.

1.1.118| ccp mpP
On considere la série de fonctions de terme général wu,, définie par :

Vn e N,V € [0;1], u,(z) =1n <1+x> .
n n

+o0
On pose, lorsque la série converge, S(z) = Z <1n (1 + x) — > )

n=1

1. Démontrer que S est dérivable sur [0;1].
2. Calculer S'(1).

—

Donner un développement en série entiere de la fonction f(z) = arctan (1 5
-

1.1.120 | Mines-Télécom MP 2023

Etudier la nature de la série Z coS (71'\/ n?-+n-+ 1).

1.1.121 | Mines-Ponts

1. Montrer que 'équation x = tan(xz) admet une unique solution x,, dans l'inter-
valle }—g +n7r;g+n7r[.

2. Donner un équivalent de x,, lorsque n tend vers +oc.

b
3. Déterminer les réels a et b tels que la série E Tp — NT — a+ — converge.
n
n=1
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cop Mp
= (2n)!

1. Montrer que la série Z (2247 (2n 1 1)
n! n2Zn

n=0
On se propose de calculer la somme de cette série.

converge.

en précisant le

1
v1—1

2. Donner le développement en série entiere en 0 de t —
rayon de convergence.
Remarque : dans I'expression du développement, on utilisera la notation facto-
rielle.

3. En déduire le développement en série entiere en 0 de x +— arcsin (x) ainsi que

son rayon de convergence.
+oo 2 |
4. En déduire la valeur de Z (n!)22g”7(g.n e

n=0

CCP MP

Soit F I'ensemble des suites réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des suites réelles.

2. On pose :
Vu = (tup)neny € E, ||u|| = sup|uy,|.

neN

(a) Prouver que ||-|| est une norme sur E.

rouver que pour tout u = (u,)neny € F, la série Un converge.

b) P que p c E, 1l St g
400 Uy,

(¢) On pose, pour tout u = (uy)neny € E, f(u) = z% IESE
n=

Prouver que f est continue sur F.

CCP MP

Soit (u,)neny une suite de réels strictement positifs et ¢ un réel positif strictement
inférieur a 1.

, . . unJrl s .
1. Démontrer que si lim = (, alors la série Zun converge.

n—+00 Y,

n!
Yo 7
2. Quelle est la nature de la série §>1 —
nz

coP MP

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres ?
Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de conver-
gence, la fonction f: x +— In(1+ z) + In(1 — 2z).

La série obtenue converge-t-elle pour x = Z? xr = 5? r = —57
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cop Mp

3x +7
On pose f(z) = CEE

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

2. En déduire que f est développable en série entiere sur un intervalle du type
| =7;r[ (ot r > 0). Préciser ce développement en série entiere et déterminer, en
le justifiant, le domaine de validité D de ce développement en série entiere.

3. (a) Soit > a,z™ une série entiere de rayon R > 0.
+oo

On pose, pour tout z €] — R; R[, g(z) = >_ a,z”.
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g (0).
(b) En déduire le développement limité de f a 'ordre 3 au voisinage de 0.

cop mp

1. Donner la définition du rayon de convergence d’'une série entiere de la variable
complexe z.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes :

n!)? 2n+1
@ X e

Mines 2016
“+oo

nm
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z sin <2015> x" et calculer sa

n=0
somime.

cop wp

a
Soit (an)nen une suite complexe telle que la suite <| 1]

|y

) admet une limite.
neN

1. Démontrer que les séries entieres Z a,r" et Z(n—i— 1)a,s 12" ont le méme rayon
de convergence. On le note R.
+o00
2. Démontrer que la fonction z — ) a,z" est de classe C" sur I'intervalle |- R ; R].

n=0

CCP MP

Pour chacune des séries entieres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de
convergence et calculer la somme de la série entiere sur le disque ouvert de convergence :

3nx2n
LY
n=1 n

2. Y a,x" avec a, = 4" et ag,+1 = 5"
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cop Mp

1. Soit (up)nen une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série Y (—1)*uy est convergente.
n
Indication : considérer (Sa,)nen €t (S2n11)nen avec S, = Z(—l)kuk.

k=0
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série > (—1)Fuy.
(_1)nefn:v
2. On pose : Vn € N* Vz € R, f,(z) = ——.
n

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions > fa
n>1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0;+oo[ de la série de fonctions > f,..
n=>1

KBNS 2015

On consideére la suite (z,,)eny définie par la donnée des réels zo > 0 et a > 0, et par la
relation de récurrence :
a
VneN, r,p =2, + —.
xn
Etudier la limite de cette suite, et donner un équivalent simple de 2, quand n tend
vers —+00.

cop mp

Soit A une algebre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’une
norme notée ||-|]. On suppose que : V(u;v) € A% ||uv| < |lul|||v||-

1. Soit w un élément de A tel que ||u| < 1.

2. (a) Démontrer que la série Z u" est convergente.

+oo
(b) Démontrer que e — u est inversible et que (e —u)™" =Y u™.
n=0

7 7 . un
3. Démontrer que, pour tout u € A, la série Z — converge.
n!

cor 2018
“+oo

On considere un entier m € N* et la série entiere » ( >:B”, de somme S(z).
—, \m
n=m

Déterminer son rayon de convergence, et calculer sa somme sur son disque de conver-
gence.

1.1.135 | Mines 2016

“+o00 l,n
Soit S(x) = _— .
oft () 7;2 4n? —n+1

1. Calculer le rayon de convergence de la série S(x).

2. Calculer S(x) lorsque = > 0.
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1.1.136 | ccp mP
Soit xy € R.
On définit la suite (uy,)nen par ug = xo et, pour tout n € N, u,; = arctan(uy,).
1. (a) Démontrer que la suite (u,)nen €st monotone et déterminer, en fonction de
la valeur de zg, le sens de variation de (u,)nen-

(b) Montrer que (u,)nen converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que, pour tout

x € R, h(z) = h(arctan(z)).

cop Mp

n

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z (290 i
n)!
+o0 "
On pose S(z) = :
pose S0 = 2 T

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiere en 0 de la fonc-
tion x +— cosh(z) et préciser le rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(z).
(b) On considere la fonction f définie sur R par :

f(0)=1, f(x)=cosh(yz)siz >0, f(xr)=-cos(v/—x)siz<O0.

Démontrer que f est de classe C° sur R.

G 2016

+oo —1)"
On rappelle que la série harmonique alternée converge et que » (1) = —1In(2).
n=1 n
1. Montrer quil existe a, b, ¢ tel L e, b
. Montrer qu’il existe a,b, ¢ tels que -—5—= = -+ 55— X1
2. Mont io(l 1>t+f<1 1) ¢, calculer 1
. Montrer que ——e ——— — — ] convergent, calculer leur
W \op—1 " 2k) = \2k 1 2% st
somme.
+o00 1
3. Montrer que Z —— converge, calculer sa somme.
Ak —k
400 1
4. L’intégrale impropre / 1w dx converge-t-elle 7 Si oui, la calculer.
1 x3 —

S

Pour tout n € N*, on considére équation (E,) :x + 2>+ 23+ -+ 2" = 1.

1. Montrer que cette équation admet une unique solution dans R, que ’on notera
u,. Calculer u; et wus.

2. Montrer que la suite (u,)nen+ converge vers une limite ¢ que l'on calculera.
Trouver un équivalent de u,, — ¢ quand n tend vers +o0.
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1.1.140 | Mines 2016

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere
+o0o 2n+1

O D

Montrer que :

nZO [Tho(2k+ 1) \/_Z 2”n'(2n +1)

Indication : on pourra utiliser une équation différentielle.

KBNS 2016
n

1. Déterminer la limite de Z —— quand n tend vers +oo.
k=1

1
2. Déterminer la limite de Z In (1 + —i—k:) quand n tend vers +oo.
k=1

ENSAM 2016

1
Pour tout n € N, on définit : a,, = /
0o 2+t =0

1. Montrer que le rayon de convergence de R de la série entiere > a,x™ est supérieur
ou égal a 1.

—+00

2. Calculer f(z) pour |z| < 1.
3. Montrer que R = 1.

BNAG 2016

00 1
On pose ((z) = ) —.
n=1 n’
1. Donner le domaine de définition de la fonction (.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de C.
+00

3. Montrer que l'intégrale / (((x) — 1) dx est définie et est égale a la somme de
2

+0o0 1
la série nz:; 2 Tn(n)

Mines PSI 2016
+o0 ( 1)n

On considere la fonction f : x +— Z ﬁ
nl(x+n

1. Montrer que f est définie et de classe C' sur ]0; +oo].

2. Etudier les variations de f et ses limites aux bornes.
1

3. Montrer que pour tout z > 0, zS(z) — S(x +1) = —.

4. Trouver un équivalent de f en 0 et en +o0.
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1.1.145 | Mines 2016

n
On considére une suite réelle (u,)nen €t on pose, pour tout n € N, s, = Z Up.
k=0

1. On suppose que la suite (u,),en est bornée. Déterminer les rayons de conver-
gence des séries entieres

= u, s,
Ulx)=> —a" et S(z)=> —a™
— n! = n!
2. Trouver une relation entre S,S" et U’.

3. On suppose que nl_l}I_{loo U, = 0.

Montrer que xErJPOO U(z)e™™ = 0.

4. On suppose que la suite (u,),en converge vers une limite ¢ € R.
Déterminer lim U(z)e™”.
T—+00

5. On suppose que la série Z U, converge.

+o0o
Déterminer lim S(z)e™® en fonction de o = ) u,,.
T—+00 o

1.1.146 | Mines 2016

Soit (uy)nen+ une suite réelle qui converge vers une limite £. On définit alors la suite
(Un)nen= telle que :

* 1 -
Vn € N¥, U”:ﬁl;kuk'

Montrer que la suite (v,)nen+ converge et préciser sa limite.

1.1.147 | Mines 2016

Pour tout n € N*, on définit :

n 1 +o0
la somme harmonique H, = Z z et la fonction f:z— Z H,x".
k=1 n=1

1. Déterminer le rayon de convergence de la somme f(z).

2. Déterminer le comportement de f(z) aux bornes du domaine de convergence.

G 2016

On considére, pour n > 2 entier, I'équation (E,) : 2™ = x + n.
1. Montrer qu'il existe une unique solution w,, de (FE,) dans l'intervalle R, .
2. Montrer que pour tout n >3 ona 1l < u, < 2.
3. Etudier la convergence de la suite (ty,)n>2 et sa limite £.

4. Calculer un équivalent de wu,, — ¢.
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1.1.149 | Mines 2016

On considere la suite (a,),en définie par :

a0:a1:1

Vn € N* a1 = Z (Z) Qi

k=0
400 a

On définit la fonction f:z+— > —a™
sl

1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere f n’est pas nul.

2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.
En déduire la fonction f et la suite (a,)nen-

1.1.150 | Mines 2016

On considere une série Z u, a termes positifs, convergente.
Montrer que la série Z /Uy, 1o cONverge aussi.

cop Pt 2019

+o0
1. Quel est le domaine de convergence D de la série de fonctions »  u,(z)
n=2
In(z)
avec u, (1) = ————1
z™In(n)
2. Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur D.
+o0o
3. Notons R,(z) = > u(z).
k=n-+1
Mont tout 2 € D, [Ra(x)] < ——
ontrer que, pour tout x ()] < —————.
aue, p ’ In(n+1)

4. Montrer que la somme S associée a cette série est continue sur D.

5. Montrer que S est intégrable sur D.

1.1.152 | ENSEA /ENSIIE 2024

Soit (U )nen et (Vn)nen deux suites positives telles que, pour tout n € N, u,, < v,.

1. Démontrer que si Zvn converge alors Z u, converge.

2. Démontrer que si Zun diverge alors Z v, diverge.

3. Déterminer, par majoration ou minoration, la nature de Zun avec :
(a> Uy = n4esin(n)

(b) u, = 0082814)
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ENSIIE 2015

A quelle(s) condition(s) sur les réels a, b, ¢, la série de terme général
u, = aln(n) +bln(n+ 1) + cln(n + 2)

converge-t-elle ?

1.1.154 | Mines-Ponts 2015

Soit M (z0; o) un point de la parabole B d’équation y? = 2px. (p > 0)
On note M, la deuxieme intersection entre la normale a la parabole en M, _; et la

parabole.

. 1
Etudier la convergence et la convergence absolue de la série de terme général —.

Yn

TPE/EIVP 2017

Pour tout n € N*, soit f,(z) = nz® + n?zx — 2.
1. Montrer qu’il existe un unique réel u, tel que f,(u,) = 0.
2. Déterminer la limite de la suite (u,),ens.

3. Pour quels nombres réels « la série Z u, est-elle convergente ?

1.1.156 | Centrale 2017
On considere, pour tout n € N, u,, = Jn%—\/n—l%—\/n-—i— \/1+ /0.

1. Etablir une relation simple entre u,, et u,_1.

2. Donner un équivalent puis un développement a deux, puis a trois termes de u,,
quand n tend vers +oo.

1.1.157 | ENSEA/ENSIIE PSI 2017

n
1. Montrer que P, = Z 2¥ — 1 admet une unique racine z, € R,.
k=1

2. BEtudier la suite (Tn)nens -

Mines 2012

exp(2?) — 1
1. Montrer que la fonction f : z — p(’)

est prolongeable en une fonction
développable en série entiere.

2. Montrer que f est strictement croissante, et réalise une bijection entre deux
intervalles que 'on précisera.

3. Calculer le développement limité a I'ordre 3 de la fonction réciproque g = f~*
en 0.
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1.1.159 | Mines 2012

On considéere deux suites (a,)nen €t (bn)nen & termes réels positifs.

- L. 1
1. Montrer que si nl_l&loo b, = 400, alors la série Z s

converge.

- . L. 1
2. 51 lim a, = lim b, = +o0, la série E —— converge-t-elle 7
n—+oo n—+o0o a%n

oo 2012

On considere la suite réelle (u,)nen définie par :

1 2“72z+1
upg=—, u; =1 et pourtout n € N, uy, o =—".
2 U

1. Etudier la limite de la suite (ty,)nen.

2. Exprimer u,, en fonction de n.

X Ps1

Soit (uy,)nen une suite réelle. On suppose que cette suite est décroissante et que la série

de terme général u,, converge. Montrer que lirll nu, = 0.
n—-—+0oo

[11.162] x Pc

/
Soit f : R% — R* une fonction de classe C" telle que Em f(z)

oo f(x)

1. Donner un exemple d’'une telle fonction.
f(n+1)
fn)

3. Quelle est la nature de la série de terme général f(n)?

2. Montrer que la suite de terme général converge et déterminer sa limite.

[1.1.163] x pc

Soit (uy)n>1 une suite de réels positifs telle que :

2n
Vn € N*, Z Up <

k=n+1

n

S

1
ny4

Montrer que la série de terme général u,, converge.

1.1.164 | ENSEA/ENSIIE 2012

On considére une série réelle convergente Y u, et une suite (,),>1 & termes positifs
n>1
ou nuls, de limite nulle.

1. Montrer que si la série Z“n converge absolument, alors la série anun
n=1 n=>1
converge.
2. Trouver un contre-exemple si la série Z u, ne converge pas absolument.
n=1
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1.1.165| ccp 2012
1
On considere la suite (uy,),en de terme général u,, = / t"V1 —t2dt.
0

1. Calculer qg et a;.
2. BEtudier les variations et la limite de la suite (tn)nen-
n+1

———Up, et qUe Up11 ~  Up.

3. Montrer que pour tout n € N, w10 = n+4 n—+o0

4. Montrer que la suite ((n+1)(n+2)(n+ 3)anan11)nen st constante. En déduire
un équivalent de u,, et la nature de la série 3} u,,.

[1+1
5. Montrer que Z Up = / dt et calculer cette somme.

oo 2012

Etudier le développement en série entiere de la fonction f : z +— In(1 + z 4 22).

Centrale 2012

2n
On considere la série entiere f : x E ( x".
n
n=0

1. Déterminer le rayon de convergence de f.
2. Calculer (1 — 4z)f'(x) en fonction de f(z). En déduire f(z).
3. Montrer que pour tout n € N :

S ()0 -

1.1.168 | ENS Rennes 2017

Soit (a;b) € R%2.

1 ga— +00 (_1)n
1. Montrer que / dt = .
d 1+4tb z:o a-+bn
Indication : on pourra développer en série entiere tb
+o00o (_1)n
2. Calculer .
nz::() 3n+1
1.1.169| ccp 2017
+oo 2
. . - n“+n+1
Déterminer le rayon de convergence de la série S(t) = ) 7'25” et calculer sa
= n!

somine.

1.1.170| ccp
X om2+3n+1

Montrer que la série Z on
n=0

converge et calculer sa somme.
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CoP PC

Soit (un)nen la suite réelle définie par ug €]0; [ et pour tout n € N, u,41 = sin(uy).
1. Montrer que la suite (u,),en converge et préciser sa limite.

- U —u
2. Etudier la limite de #
u'rL

En déduire la nature de la série de terme général u3.

3. En étudiant In ( “”*1), montrer que la série de terme général u? diverge.

Un

1.1.172 | Mines-Ponts MP 2023

Soit n € N. On pose :
I, = /4 tan™(z) dz.
0
1. Donner une relation de récurrence sur I,,.

2. Trouver un équivalent simple de I,, en +o0.

(=1)*
3. (a) Montrer que Iy, = (—1)" :
; 2k +1

(b) Exprimer I5,,1 a l'aide d’une série.

1.1.173 | Mines-Ponts PSI

Soit (ay)nen la suite réelle définie par ag > 0 et a,11 =1 —e .
Etudier la limite de cette suite.
Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"a,.

1.
2.
3. Déterminer la nature de la série de terme général a?.
4.

an+41
an

Etudier la série de terme général In ( ) En déduire la nature de la série de

terme général a,,.
n+1,.n

1.1.174 | Mines-Ponts PC 2023
x

+00 -1
1. Montrer que, pour tout = € [0;1], In(1 + x) = Z L
n=1

n
+o00 :L,Qn—i-l $n+1
HZ:O<2n+1 B 2n+2>

2. Montrer que la somme

converge uniformément sur [0;1] et calculer sa somme.

3. La série de fonctions précédentes converge-t-elle uniformément sur [0;1] 7

1.1.175 | Mines-Ponts MP
n

Soit n > 2 entier et P,(X) = [[(X — k).
k=0

1. Montrer que P! admet une unique racine dans ]0; 1[, notée \,,.

2. Déterminer lim \,.
n—-+00

3. Trouver un équivalent de A,, pour n — +o0.
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1.1.176 | Mines-Télécom MP 2023

Etudier la convergence de la série Z

(="

2—() en fonction de o € R.
n* + (=1)"

I1.1.177 | Mines-Télécom MP 2023

) 400 n 1 k-1
Etudier la convergence de la série Z Uy, OU U, = H (1 + ()>
n=1 k=1 \/E

ccP PO
n+1 f(t)

Soit f € C(R,C) 1-périodique et, pour n € N*, u,, = / e dt.

1
Montrer que la série de terme général u,, converge si, et seulement si, / f(t)dt =0.
0

S

Soit, pour tout réel t > 1,

et, pour tout entier n > 1,

w= [ " () sin() dt.

vy

Etudier le sens de variation de la fonction f, préciser le sens de variation de la suite
(Jtin|)nen+ et la nature de la série >  u,,.

ENSAM PSI

n
Soit (@, )nen+ une suite réelle a termes positifs, avec a; > 1. On pose P, : x +— Z apz®.
k=1

1. Montrer qu'il existe un unique z,, € [0;1] tel que P,(x,) = 1.
2. Montrer que P,1(x,) > 1. En déduire que la suite (x,),en+ est décroissante et

qu’elle converge.

3. On note ¢ = 1_131 T, et on suppose que £ > 0. Montrer que le rayon de conver-
n [o.¢]

gence de la série > a,x™ est supérieur a £.

X BSPOT
2k —1

Soit ag = 1 et, pour tout n € N*, a,, = H
o 2k

1. Montrer que le rayon de convergence R de la série Z apx" vaut 1.

+o0o
2. Pour tout z €] —1;1], soit f(x) = Z a,z". Trouver une équation différentielle
n=0

vérifiée par f sur | — 1;1].

3. Calculer f(z) pour tout x €] — 1;1].
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S
n

Déterminer, suivant a € R, le rayon de convergence de la série entiere Z arctan(n®)z".

Centrale PSI

Soit (dy,)n>0 la suite définie par
d() = 1, d1 =0 et Vne N, dn+2 = (n+ 1>(dn+1 + dn)

1. Calculer ds et ds. Montrer que, pour tout n > 2, %' < d, < n! et en déduire le
rayon de convergence R de la série entiere de terme général %x"

+ood

2. Pour tout z €] — R; R, on pose S(z) = ) _ —Tx”
n

n=0 """

Montrer que pour tout z €] — R; R[, (1 — z)5'(z) = z5(x).

3. En déduire une expression de S(x) en fonction de x et exprimer d,, comme une
somme en fonction de n.

1.1.184 | Mines-Ponts PC 2011

On pose, pour tout entier n > 2,

<
S
|
R
[\)
|
@
=
~—

1. Quelle est la nature de la suite (uy,),>2?

2. Quelle est la nature de la série Z Up !

GoP MP 2018

400
Soit Y _ a, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M = > |a,|.
n=0
On pose encore :
ant™ _,
Vn €N, vt € [0; 400, fult) = — e
n!

1. (a) Justifier que la suite (ay,)nen est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions > f,, converge simplement sur [0; +ool.

+oo

On admettra, pour la suite de I'exercice, que f : t +— Z fn(t) est continue
n=0

sur [0; +o0].

2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e™" est intégrable sur

+oo
[0; +oo] et calculer / gn(t) dt.
0

.+OO
En déduire la convergence et la valeur de / | fn(t)] dt.
0

ntn +o0o
a4 e_t) dt = Z Gy
n=0

—+00

(b) Prouver que /0+OO (Z

n=0

n!
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CoP MP 2018

On considere, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par

fullw) = =
N
1. (a) Prouver que »_ f, converge simplement sur R.

n>1
+00
On pose alors, pour tout z € R, f(z) =Y _ fu(x).
n=1

(b) Soit (a;b) € R* avec 0 < a < b.

La série Y f, converge-t-elle normalement sur [a;b] ? sur [a;+oco[?
n>1

(¢) La série Y _ f, converge-t-elle normalement sur [0; 400 ?
n=1

2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer mEIEOO f(z).

[1.1.187] x

Soit 6 € [0;27] et t € [0;1]. On pose :

n

Sn(t) =Yt sin(ph).

p=1
1. Calculer S(t) = nglfoo Sn(t).
400 o3
2. En déduire la valeur de Z sm(n@).
n=1 n

X MP 2019
+oo
1. Soit f: Ry — C de classe C, telle que / |f/(z)| dz < 4o0.
0

Montrer que .
S e [T i)

sont de méme nature.

400 1
2. Quelle est la nature de la série » (:()?((n()n)) ?
n(n

n=2

Centrale

: = 1

1. Démontrer que S est définie et continue sur RY.
2. Déterminer la limite de S en +o00, puis un équivalent de S en +o0.

3. Déterminer la limite de S en 0.
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1.1.190 | TPE/EIVP PC 2018

Posons, pour tout entier naturel n :

u, = arctan () .
n?+3n+3

Montrer la convergence et donner la somme de la série de terme général wu,,.
Indication : utiliser I'identité n* +3n+3 =1+ (n+1)(n + 2).

1.1.191 | ENSAE MPI 2023
n
1

Pour tout it Sp = '
our tout n € N, soit .5, %(lﬁ-l)(%%-l)

1. Montrer que la suite (S,,)nen converge.

"1
2. Montrer que » P In(n)+7y+o(1), ot 7y est une constante que I’on ne cherchera
k=1
pas a exprimer.

3. Calculer la limite de la suite (S,)nen.

CCINP MP 2024

1. Montrer que pour tout n > 3, on a :

n In(t) In(2)
— <
| R <

kZi:z lnl({k) < /3" lnzgt) dt + lné2) N lni())3)'

2. Montrer que

1
3. Pour tout n € N*, on pose u,, = ~3 (1n2(n) —In*(n — 1))
Montrer qu’il existe ¢ € R tel que
In(k) In?(n)

; T +c+5navecngriloogn:0.

1.1.193 | Mines-Télécom MP 2024

Considérons la suite (u,)nen définie par :

ug > 0
Vn € N, w1 = In(1 4 uy,)
1. Déterminer la limite éventuelle de la suite (uy,)nen.
2. Déterminer la limite de (# — i) )
Un+1 Un / neN

3. En déduire un équivalent de la suite (uy,)nen.
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1.1.194 | Mines-Télécom MP 2025

Soit a € R7. Déterminer la nature de la série de terme général

u, = arctan(n + a) — arctan(n).

GOIND PSI 2024

1
I\ n
Calculer lim ((2n)> )

n—+oo \ n!nn

CCINP PSI 2014

Résoudre I'équation
Upy3 = OUpyo — 11Uupi1 + Guy,

avec ug =0, up = 1, ug = 5.

1.1.197 | Mines-Ponts PC 2018

On note F' = {(un)neN ERY|Vn €N, tpy3 = Upio+ un} )

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de RY. Préciser
la dimension de F'.

2. Pour tout entier p > 3, on note v, le nombre de parties de {0;1;...;p} telles
que I’écart entre deux éléments quelconques d’une de ces parties soit supérieur
ou égal a 3. Montrer que la suite (v,13)nen est élément de F.

1.1.198 | TPE/EIVP PC 2019
Soit ug € Ry et, pour tout n € N, u, 1 = 1+ uy.

Montrer que la suite (u,)nen est bien définie et discuter la convergence de celle-ci en
fonction de la valeur de wyg.

1.1.199 | CCINP PSI 2024
2

x
On considere la série .
n2>:0 (3n+1)(3n + 2)

1. Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de cette série.

1
2. Calculer «,, = / (1 —t)t3™dt.
0

3. Calculer la somme ag + a7 + - - - + ay_1 de deux manieres différentes.
N-1
1

4. Montrer que Z

11 _t3N 1
= — dt.

+o00 1 1 1
5. En dédui :/ ——at
H e mreque;)(?)wrl)(?)wrz) 0 14t+12
1 1
6. Calculer / —dt.
o 1+t+t2
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ENSAE MP 2022

Pour tout n € N*, on note (E,) I’équation :
(En): Y aF=1.
k=1

1. Montrer, pour tout n € N*, qu’il existe une unique solution z,, de (E,) sur R,
et que x,, € [%;1]
2. Montrer que la suite (z,),en converge.

3. Calculer la limite de la suite (x,,)nen:-

CCINP TSI 2019

Pour tout n € N, soit

™ 1 ™ 1
" 0 1+ (nm+t)%sin?(t) ¢ ¢ 0 1+ (nm)?sin?(t)

1. Montrer que pour tout ¢t € [0; 7], sin(t) < t.

arctan(nm?)
2. Montrer que a,, > —.
nw

3. Montrer que a,11 < U, < ap.

4. Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7

1.1.202 Centrale-Supélec PC 2022

n
Pour tout n € N*, on définit le polynéme P, = —4 + Z X*.
k=1
1. Pour tout n € N*, montrer que P, posséde une unique racine dans ]0;+oo].
Cette racine est notée z,,.

2. Calculer x; et xo. Montrer que x5 < 1.

3. Quel est le signe de P, 1(x,)? En déduire que la suite (x,),>1 est monotone
puis qu’elle converge. Sa limite est notée /.

4. Pour tout n € N*, montrer que 2" — 5z, + 4 = 0.

n+1

» tend vers 0 quand n tend vers +oo et en déduire la valeur de

5. Montrer que x
l.

6. Pour tout n € N*, on pose 6,, = z,, — /.
Vérifier I'égalité o, = %xﬁ“ et en déduire que nd, tend vers 0 quand n tend
vers +00.

7. Trouver une constante K telle que d,, soit équivalent & K - /"' quand n tend
vers +0o0.

1.1.203 | TPE/EIVP MP 2017

"k k
Calculer lim Z — exp (—)
n

*)
n +oc>k:1 n
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1.1.204 | Mines-Ponts MP 2017

1. Soit p € N. Montrer que kP~ .
p q kZ::l fo

2. Soit f:[0;1] — R continue et d € N*. Montrer que

I 1 Z f k 1/1f(t)dt

im — — | == )

n—toon (£ n dJo
dk

1.1.205 | Mines-Télécom PSI 2021

Développer en série entiere la fonction f définie par :

s
2 — 52’

f(s)

1.1.206 | Mines-Ponts MP 2019
+o0 (_1)nx2n+1

Montrer que pour tout z € [—1;1], arctan(z) = ) |

= 2n+1
1.1.207 | Mines-Ponts MP 2021
Soit x réel tel que |z| < 1. Montrer que :
+oo  ok,.2F +o0
Z 2%x = Z o5
o Lt k=1

1.1.208 Centrale-Supélec PSI 2018

Dans tout l'exercice, (a,)nen est une suite de réels non nuls. On lui associe la suite
(Pn)nen définie, pour n € N, par p, = [[}_, ax. On dira que [ a; converge si et seule-
ment si la suite (p,)nen converge vers une limite finie non nulle. On pose pour tout n,
Uy = @, — 1.

1. Prouver que, si [T a,, converge, alors la suite (a,,),en converge vers 1. On suppose
dans toute la suite que (ay,)nen converge vers 1.

2. Montrer que la suite (In(1 4 u,))nen est bien définie & partir d’un certain rang.
Montrer que []a, converge si et seulement si la série > In(1 + wu,,) converge.

3. On suppose maintenant que u, > 0 a partir d’'un certain rang. Montrer que
I1a, et > u, sont de méme nature.

4. En étudiant directement la convergence de

1_[<1+141rn>7

démontrer la divergence de la série harmonique.

1.1.209 | Mines-Télécom MPI 2025

Soit £k > 2 un entier. Calculer :

kn 1
lim Z -.
n—-+4oo p=nt1 p
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1.1.210| Mines-Télécom MP 2024

On considere la suite (p,)nen+ définie par :

+21+-. +nl

Vn>1, p,= '
n!

1. Trouver une relation de récurrence entre p, 1 et p,.
2. Montrer par récurrence que la suite est majorée par 2.

3. La suite (py)nen+ converge-t-elle ?

1.1.211 | Mines-Télécom MP 2025

Déterminer ’ensemble des suites réelles (u,),en qui vérifient :
VneN, up =2u,+ on? 4 2n + 1.

Indication : il pourra étre utile d’introduire I’endomorphisme S — 2Id, ou S est 'appli-
cation suivante :
S RN — RN
(Un)nen ¥ (Uns1)nen

1.1.212 | Mines-Télécom PSI 2023

1. Montrer que, pour tout n > 2, I’équation
l+In(z+n)=2z

admet une unique solution dans R, . On note u,, cette solution.
2. Montrer que la suite (u,),>2 est croissante.

3. Montrer que, pour tout n > 2,
In(n) <u, <n

et en déduire un équivalent de wu,,.

CCINP TSI 2022

On considere 1, = /e(ln(x))" dz.
1

1. (a) Vérifier que x — zIn(x) — x est une primitive de In.
(b) En déduire la valeur de I;.
(c) Interpréter géométriquement ce calcul.
2. Proposer une méthode numérique permettant un calcul approché de I,,.

3. (a) Etudier les variations de la suite (I,,)nen.
(b) Montrer que, pour tout n > 1, I, > 0. Que peut-on en déduire ?
4. (a) Soit n € N*. Montrer que I,,;1 = e — (n+ 1)I,.

(b) En déduire que (n+ 1)1, < e.

(¢) En déduire la limite de I,.
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1.1.214 | TPE/EIVP MP 2018

Soit (un)nen une suite a valeurs dans Z et (v,)nen une suite a valeurs dans N* telle

que :
lim =L eR\Q.

n—+00 U,

Montrer que |u,| et v, tendent forcément vers +oo quand n tend vers +oo.

1.1.215 Centrale-Supélec PC 2016

Soit (n)nen €t (Yn)nen deux suites & valeurs dans R telles que (zo;40) = (0;0) et :

Tnt1 = \/7_yn
Yn+1 = V7+xn

1. Montrer que les suites (2,,)nen €t (Yn)nen sont bien définies.
2. Calculer les premiers termes de chaque suite et conjecturer leur comportement.

3. On suppose que les deux suites convergent. Déterminer rigoureusement leur(s)
limite(s) possible(s).

4. Montrer que (2, — €)nen €t (Tani1 — £)nen, ou £ est la limite de la suite (x,,)qen,
convergent vers 0. (On pourra pour cela majorer z, 1 — £.)

5. Pour tout € > 0, il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, ’écart entre vy,
et sa limite et celui entre z,, et sa limite est inférieur a €. Déterminer ce rang
pour € = 1073,

1.1.216 | ENSEA/ENSIIE MP 2019

On considere, pour n > 1,

oo (1o () )an (m(1 ).

1. Donner un équivalent simple de u,, quand n — 4o0.

2. En déduire la nature de la série de terme général w,.

COINP MP 2025

Soit (an)n>1 une suite réelle. On pose :

Vn e N, S, = a;.

k=1
On suppose que lim a, - S, = 1.
n—-+0o0o

1. Montrer que la suite (S,),>1 diverge (raisonner par I’absurde), puis en déduire

que lim a, =0.
n——+oo

Sn
2. Calculer lim "= et lim 2 dt.
n—-+o0o n n—+oo Jg

1
3. Montrer que a,, ~ —= quand n — +o0.

V3n
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1.1.218 | Mines-Télécom MP 2017

Soit (uy,)nen une suite décroissante de nombres réels strictement positifs tels que > u,
converge. Démontrer que la suite (nu,),en est convergente de limite nulle.

1.1.219 | ENSEA/ENSIIE MPI 2025

Soit la série de terme général (n? +n + 1)z™.
Déterminer son rayon de convergence et calculer sa somme.

GOING PG 2021

Pour tout entier n > 2, on pose :

) et v, = In <nun> )
Pl (n—1D)uy—y

Montrer que la série Z v, converge, puis que la série Z u, diverge.
n=2 n=2

<
S
I
—~
[\]
|
¢}
=

CCINP PC 2019

Pour tout entier n > 2, soit a,, = (_1)71.
NG

1. Etudier la nature de > In(1 + ay,).

n>2

2. Calculer nl_lgloo kll(l + ag).

1.1.222 | Mines-Ponts MP 2019

1. Existe-t-il une suite réelle (a,)nen+ telle que :

“+oo
Vke N, > ar =k?

n=1

2. Existe-t-il une suite réelle (a,),en+ telle que :

+ook 1

1.1.223 | Mines-Ponts MP 2017

Soit a € R et (uy,)nen une suite réelle périodique de période d. Etudier la convergence
de la série de terme général =

1.1.224 | Mines-Ponts PC 2017

Soit a € R. Déterminer la nature de la série de terme général (

n nln(n)
n—+ a) '
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1.1.225 | Mines-Télécom MP 2025

Soit A € M,(R) telle que A3 = —A.
+00
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z Tr(AR) 2",
k=0

ENSAE MP 2024

. . - .\ n+1
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z ( 5 >z2".
n=0

CCINP MP 2017

On définit la suite (J,)nen telle que :

+0o0
vneN, J, = / e *sin*(r) da.
0

1. Justifier la définition de (J,,)nen-

2. Montrer que :
2n(2n — 1) 7

i N* J, = n—1-
neny 1+ 4n? !

3. En utilisant le résultat de la question 2, trouver la limite de la suite (J,,)nen-

1.1.228 | Mines-Ponts MP 2025

Montrer la convergence de la somme suivante et en calculer la valeur :

(1" (X (D
= (528 5.

n>=1 k=n+1

1.1.229 | Mines-Télécom MP 2019

400 n
On considere la suite de terme général u,, = / et dt.
1

1. Etudier la convergence de la suite (1, )nen-

c
2. Montrer 'existence de ¢ > 0 tel que u,, ~ — quand n — +o0.
n

3. Quel est le rayon de convergence R de la série entiere Z Upx™ ?

4. Etudier la convergence en R et en —R.

1.1.230| Mines-Ponts MP 2019
In(n+ 1)\"
On consideére la suite (uy )2, OU U, = g )
In(n)
1. Etudier la nature de cette suite.
Uy, — 1

2. Etudier la nature de la série de terme général
n

20




1.1.231 | Mines-Ponts PSI 2013

Etudier la convergence de la série de terme général

u,, = arcosh(n) — arsinh(n).

1.1.232 | Mines-Télécom MP 2022

Soit trois suites réelles (Z,)nen, (Yn)nen €t (2n)nen, déterminées par leur premier terme
X0, Yo, 20 €t les relations de récurrence :

 Ta Un
bl =TTy
_In Y o
Yn+1 = 1 + 9 1
_Tn Yo
Al T T T

Montrer que les trois suites sont toujours convergentes.

1.1.233 | Mines-Télécom MP 2018

Montrer que :

+oo 1 1 1
2"V1 — xdx :/ —dz = 2.
ngg/o 0 V1—=x
1.1.234 | CCINP PSI 2019
0 30
Soit A= |1 0 1] et, pour tout n € N, u, = Tr(A").
1 00
1. Trouver une relation vérifiée par la suite (uy)nen.
. 1
2. Etudier la série Z —.
U,
1.1.235 | CCINP MP 2022
On pose :
1 2 1
Vn € N*, u,, = [1(3k —2) et Uy = ——.
3mnl 32
Uy Up,
1. Montrer que, pour tout n € N*, l > L

Unp Un,

u
2. En étudiant la suite <n> , montrer que la série Z u, diverge.
Un neN*

3. On pose :

2 1 "
VnEN*,wn:ln<n+ )—i—ln(uH).
3 n Uy,

Montrer que la série Z w, converge.

C

4. En déduire qu'il existe deux réels a et C tels que u, ~ —.
n
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1.1.236 | Mines-Ponts MP 2014

2n —3
2n+ 1
1. Etudier la suite (up)p>1.
2. Btudier la série Z Up,.

n>1

On pose u; =1 et upq = Uy, pour n = 1.

COINP PO 2024

On pose, pour tout n € N, u,, = (—1)" /2 cos"(z)dx.
0

™

1. Montrer que la série Z U, converge.

2. Calculer Zun

CCINP MP 2022

1. Donner le développement en série de Taylor de 1’exponentielle sur [0;1].

1
2. On pose [, = / (1 — t)"e" dt. Montrer que la suite (I,,)neny converge et quelle
0

est de limite nulle.
3. Donner un équivalent de [,, en partant d'une intégration par parties.
: Ny .
4. (a) Exprimer e fonction de 1,,.

k=0 "
(b) Montrer la convergence de la suite (u,)nen définie par u, = nsin(27nle).

1.1.239 | Mines-Télécom MP 2025
+oo 1

Calculer la somme _—
2 sinh(27)

n=0

1.1.240 | Mines-Ponts MP 2025

Soit (uy,)nen la suite telle que ug =1, uy =0 et :

Up

Vn € N, Upio = Upy1 + ——.
+2 st

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z u,x" et calculer sa somme.
n=>0

1.1.241 | Mines-Ponts MP 2022

Soit u la suite réelle définie pour tout entier naturel n par :
U, = vVnl.

Trouver une suite v d’éléments de la forme n®(In(n))?, avec (a; 8) € R?, tel que u — v
soit convergente.
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CCINP PSI 2019

t
1. Pour tout n € N*, soit g, la fonction définie par g,(t) = (1 - ) e’. Montrer
n
que :

t N\
vt € [0;1], Vn € N*, \g;(t)lé% et ’(1—) et—1’< e’

t
n n
2. Montrer la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (I, )nen+,
ou : . ;
L, :x€[0;1] IH/ <1—)etdt.
0

n

1.1.243 Centrale-Supélec PC 2016

Pour tout n € N, on pose :

1 m n
un =y | exp(—t)t" dt.

1. Montrer que la suite (u,),en converge vers une limite /.

2. Montrer que ¢ < %

1.1.244 | Mines-Télécom MP 2023

Soit la fonction f définie par :

1
(1+2z)(2—x)

fz) =

1. La fonction f est-elle développable en série entiere au voisinage de 07 Si oui,
expliciter ce développement et donner son domaine d’existence.

2. Donner le développement limité de f a 'ordre 3 au voisinage de 0.

COINP TST 2024

On considere la fonction f donnée par :

1+ ax?

f(z) = cos(x) — T b

Donner une condition sur a et b afin que le premier terme du développement limité de
f en 0 soit de degré maximal.

Mines-Télécom MP 2024
“+o0o
Soit f(z) = .
n=1
1. Déterminer l'intervalle de définition de f.

2. Trouver un équivalent simple de f(z) quand z tend vers 1.
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1.1.247 | Mines-Télécom MP 2022

1. Montrer que :
Vn € N*, 3z € Ry, cos(x) = nx.

2. On note (z,)nen+ la suite ainsi trouvée. Montrer une éventuelle monotonie et
une éventuelle limite de cette suite.

GOIND PG 2021

Pour tout n € N*, on pose :

et D, =ap1 — ay,.

| =

an = —In(n) + >
k=1

Montrer que la série Z D,, converge.
n=1

1.1.249 | Mines-Télécom MP 2022

Montrer la convergence et calculer la somme de la série

2 (@ nwn)

CCINP MP 2023

On considere :
« ) a,z" série entitre de rayon R, de somme f(z),

« ) b,a" série entitre de rayon R', de somme g(z),

n
Z c,x" avec, pour tout n € N, ¢, = Z apbp—p.
p=0

—_

. Que dire du rayon de convergence de la série Z cpx”?
Que dire de la somme de la série ? (Aucune démonstration n’est exigée.)

\V)

. Donner le rayon de convergence et la somme de la série suivante :

1 N
Z<1++~--+>x.
2 n

n>1

1.1.251 | Mines-Ponts MP 2022

Pour n > 1 entier et z > 0, on pose :
I+ =+t o=
up(x) =a V2 Ve,

Etudier la convergence simple de la série Z Uy, puis étudier la continuité de sa somme.

1.1.252 | Mines 2022

Soit P, @ € C[X] n'admettant aucune racine entiere.
P(n)

Qn)|

Déterminer la nature de la série Z In
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1.1.253 | Mines 2023

+o0o 400 1

Calculer Z Z

m=1n=1

m2n + n?m +2mn’

Mines 2023

Soit f une fonction continue sur [0;7]. Pour n > 1 entier, on pose

I, = /0 " |sin(nt)| f£(t) dt

t+ km
n

1 n—1 ,.r
1. Montrer que I,, = — Z/ f ( ) sin(t) dt.
ni—Jo

2. Déterminer la limite de la suite (I,,),en-

1 n 1
Indication : on pourra étudier S,, = / ( ) sin(t) dt.

1.1.255 | Mines 2022

On fixe @ > 0 et on pose, pour n > 1 :

_/ (1+ ) a7 g,

1. Déterminer la limite et un équivalent de u,, lorsque ao = 0.
2. Faire de méme lorsque o > 1.
3. A l'aide du changement de variable z = t\/n, faire de méme lorsque o = 1.

4. En déduire la limite de u,, lorsque a €]0;1].

1.1.256 | Mines 2023

Soit b > 2. On note ¢(n) le nombre de chiffres dans 1'écriture en base b de n. On pose

1
uy = 1 et, pour n > 2, u,, = nu.g,). Montrer que la série Z — diverge.
n

1.1.257 | Mines 2024

1. Soit @ € R\ {—1}. Donner un équivalent de :

_ z”: 1
= ke

2. Calculer :
1 & 1

lim —
na+oo\/_k§:1\/2k7+\/_
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Mines 2024

On admet que ((2) = %2 et on pose :
"1 " 1
=) — t =) .
n Z k2 € n Z (2]6 _ 1)2

k=1

Calculer :

X 2023
+oo

a
Soit @ € CN. On note f(z) = Z —:Lz", et on note R le rayon de convergence de f.
n

n=0 """
Montrer ’équivalence entre les assertions suivantes :
i) 3C >0, Ve >0, Ing € N, |a,| < (C +¢e)";

ii) R=+oc0et 3C >0,Ve >0,3ry >0,V2 €C, 2| =10 = |f(2)] <el@+,

oo 2028

‘ 1 n—1 k
1. Calculer lim —Zln 1+—1.
k=0 n

n—+4oo N,

1l k
2. Montrer que lim — Z In (1 + 2) =0.
n

n—+oo n, =0
3. Soit f une fonction continue sur [0;1]. A T'aide de la continuité uniforme de f,

montrer que :

n—+oo n 0

1! k k 1
lim kzzjof<n+n2>=/ f(t)dt.

GO 2024

Soit A > 0. Pour n € N et x € R, on pose :

()

B x
1 Ang?
1. Etudier la convergence simple de Z fn en fonction de A.
2. Méme question pour la convergence uniforme.

3. On définit a présent :

1 =
gn(x) = on+1 In(1+ 2n$2) et G(z) = E :gn(l’)
n=0

(a) Donner le domaine de définition de G.
(b) Donner le domaine de continuité de G.

(c) Donner le domaine de dérivabilité de G.
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Mines 2024

On pose ug = 0, u; = 1, et pour tout n € N :

Upr1 + (n+ Duy,
Un+2 = "+ 9

Déterminer une expression explicite de wu, et calculer la limite de la suite (uy,)nen-

1.1.263 | Mines 2024

Etudier la série entiére :

+Z°° u oo (In(2))"
(x) = ol X avec u ; 2
1.1.264 | Centrale 2023

"1
Pour tout n > 1 entier, on pose H, § %

Soit encore : .
=> In(n)z" et g(z ZH "
n=1

1. En utilisant la méthode des rectangles, montrer que H, = In(n) + O(1). En
déduire les rayons de convergence de f et g.

2. Donner une expression de ¢ et en déduire un équivalent de f en 1.

3. En calculant (1 — x)f(z), montrer que f admet une limite finie en —1 et la
calculer.

1.1.265 | Mines 2022
On pose f(x Z i

1. Donner le domalne de définition de f.
2. Donner le domaine de continuité de f.
3. Calculer xggloo f(z).

4. Donner un équivalent de f en 0F.

Mines 2024

Soit A € STT(R), b € R" et a > 0. On définit la suite :

xo € R
Tl = Tp + (b — Axy,)
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur xy et a pour que la suite
(% )nen converge.

2. On pose e, = A~b — x,,.

Trouver la constante optimale C' > 0 telle que ||e,,41]| < C||e,|| pour tout n € N.
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Centrale 2023

Soit (an)nen €t (by)nen deux suites réelles. On suppose que la suite (b, ),en est décrois-
sante et converge vers 0.

1. Montrer qu'une série (réelle ou complexe) absolument convergente est conver-
gente.

2. (a) On note S,, = ag + - -+ + a, et on suppose que la suite (S,)nen est bornée.

Montrer que :
n—1

Z akbk == Z Sk(bk—H — bk> + Snbn
k=0 k=0

(b) En déduire que Y a,b, converge.

3.(a) On pose f, : & — sin(nz). Montrer que si Y b, f, converge uniformément
sur R, alors b, = 0(%).

(b) Montrer la réciproque.

Centrale 2023

On fixe a > 0 et on pose :

“+o00

f(z) = sin(nz) exp(—n?).

n=0
1. (a) Rappeler le théoreme de dérivation des séries de fonctions.
(b) Donner le domaine de définition de f. Montrer que f est de classe C'*.

2. On suppose a > 0. Montrer que 7, : t — f(xz + t) est développable en série
entiere au voisinage de 0.

3. Qu’en est-il lorsque a < 17

1.1.269 | Mines 2022

Pour « € Ret n € N, on pose :

Jio L et +ZOO (_l)k
Uy = e Uy, = .
= (k4 1)« = (k+ 1)«

Discuter de la nature de Z U, et Z v, en fonction de «.

Mines 2023
Soit f: Ry — R telle que f(0) =0 et l_1>rJ£1 f(z) =0.
1. Pour tout n € N, soit f, : © — f(nx).
(a) La suite (f,)nen converge-t-elle simplement sur R, ?
(b) La suite (f,,)nen converge-t-elle uniformément sur tout compact ?
x

2. Mémes questions avec f, : x — f ()
n
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Mines 2023

Pour tout z € C\ {1}, on pose f(z) = exp < © )

1—2z
1. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de 0. Donner son
rayon de convergence.

2. Exprimer les coefficients a,, de cette série entiere sous forme d’une somme.
3. Donner une relation de récurrence entre les a,,.

4. Effectuer un développement asymptotique de In(a,) a la précision O(In(n)).

1.1.272 | Mines-Ponts MPI 2025

Soit (a,)nen une suite réelle a valeurs dans [0; 1] et (b,)nen telle que :

1 n
bn:/ 11— axt) de.
0 k=1

1. Dans cette partie, on suppose que la suite (a,),en converge vers 1.

1
a) Démontrer que b, > ——.
(&) d n+1
. = , IT—er
(b) En utilisant o,, = Z ay, démontrer que b, < ——
k=1 On

(¢) En déduire un équivalent de b, en +oc.

2. Dans cette partie, on suppose que (a,),en converge vers un réel de U'intervalle
10;1[. Soit €] — 150/

a) Démontrer que pour tout x € [0;«l, il existe C' € R*_ tel que :
(a) que p L telq
r—Cz? <In(l+2) <.

(b) En déduire un équivalent de b, en +o0.

1.1.273 | Mines-Ponts MP 2025

Pour tout n € N*, on définit :

2t

1. Etudier les modes de convergence de Z Up-
2. On note g la fonction somme. Montrer sa continuité.
3. La fonction ¢ est-elle de classe C*?

4. Etudier la limite de g en +ooc.

1.1.274 | Mines-Télécom MP 2021

Soit (a;b) € Rf. Quelle est la nature de la série de terme général u,, = b’?—kw ?
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1.1.275 | Mines-Télécom MP 2025

Pour tout entier n > 1, on pose :

_[n - /+OO Sin(xi) dz.
o 1+4+n2zt
1. Justifier I'existence de la suite (1,,)nen.

2. Déterminer la limite de la suite (I,,),en-

GOINP MP 2021

On pose, pour tout réel x :
Vn € N*, u,(z) = r™(e™ + e77)

avec r un nombre réel fixé tel que |r| < 1.

1. Montrer que la série de fonctions Z u, converge normalement sur R.

“+oo
2. Pour tout = € R, calculer P,(z) = ) uy,(z).
n=0

21
3. Calculer/ P,.(x)dx.
0

4. Soit v € R.
“+o0o

Calculer Z cos(na)z™ et préciser le rayon de convergence de cette série entiere.

n=0

1.1.277 | Mines-Télécom MP 2021

1. Donner une condition nécessaire sur la suite (u,,),eny pour que la série numérique
> u, converge.

2. Cette condition est-elle suffisante ? Justifier.

3. Déterminer la nature de la série de terme général

Up=vVn+avn+1+bvn+2

en fonction des réels a et b.

Mines-Ponts MP 2021
Soit av €]0; 7] et
f: R — R
2 +1
z? + 2 cot(a)r — 1

X

Montrer que f admet un développement en série entiere au voisinage de 0 et le déter-
miner.

1.1.279 | Mines-Ponts MP 2021

Calcul iok_nm
alculer _— .
2kt 1)
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I1.1.280 | Mines-Télécom 2021

+oo
Soit f:xz— > —sin(nz)cos”(z).
n=1"

1. Justifier que f est définie sur R.
2. Etudier la parité et la périodicité de f.
3. Justifier que f est de classe C'' sur ]0; +oo[. Exprimer f’.

4. En déduire une expression de f.

GOINP MP 2021

A T’aide de séries entieres, calculer les sommes suivantes :

1. io (_;)n

2. Z m (SanS utiliser ].)

n=2

1.1.282 | Mines-Télécom MP 2018

Pour tout entier n > 2 et pour tout x € [0;+o0o[, on pose uy,(x)

—nx

xre

" In(n)’
Etudier les convergences simple, absolue, normale et uniforme de la série de fonctions
>, sur [0;400].

1.1.283 | ENSEA /ENSIIE MP 2018

Trouver tous les polynémes P € R[X] tels que la série de terme général

U, = /P(n) —n*—n+1

converge.

1.1.284 | Mines-Télécom MP 2023

1. Montrer la relation :

1
Vz € RY, arctan(z) + arctan () =

T
x 2"

2. On pose :
u,(z) = arctan(y/n + x) — arctan(v/n) et S(z) = Z:un(x)

(a) Etudier la convergence simple, puis la convergence normale de S.
(b) Montrer que S est de classe C! et calculer S’
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I.1.285 | Mines-Télécom 2025

+o0 1
Pour tout = > 0, on pose f(z) = _.
pose f(z) T;) nl(n + )
1. Montrer que f existe.
b) € R _ 2,0 1)
2. Trouver (a;b) € R* tel que f(z) oo + o +o <$2 :
CCINP PSI 2025
e_nl'
Pour tout n € N*, on pose u,(x) = (—1)"
n
+o00o
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction somme S : z — Y u,(z).
n=1

Montrer que la fonction somme S est continue sur son domaine de définition.
Montrer qu’elle est de classe C* sur Rz

Pour tout « du domaine de définition, calculer explicitement la somme S(z).

AT B

Montrer que la fonction S est intégrable sur [0; +oo].
+o0 71'2
6. Calculer I'intégrale / S(z)dx et montrer qu’elle vaut e
0

CCINP TSI 2025

Pour tout n € N*, on pose :

1

T e (1)

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

GOINP MP 2024

Soit p > 2 entier et (a,)nen la suite définie par :

1 sin=0 modp

a,=4—1 sin=1 modp
0 sinon
+oo
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z apx”.
n=0

2. Calculer la somme de la série f(x), et I’écrire sous une forme simplifiée.
3. La série converge-t-elle uniformément sur | — R; R[?

4. Décomposer f(z) en éléments simples dans C, écrire les coefficients sous forme
trigonométrique.
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1.1.289 | Mines-Ponts MP 2022
1

1. Soit (pn)nen une suite croissante d’entiers avec p,, > 2. Montrer que Z _
Sipi D

converge et que sa somme appartient a |0 ; 1].

2. Soit  €]0;1]. Montrer qu'il existe une unique suite croissante (p,),en d’entiers

1
supérieurs ou égaux a 2 telle que x = Z _
n>1 P1Pn

3. Montrer que x est rationnel si, et seulement si, (p,)nen €st stationnaire.

Mines-Ponts MP 2018
010
Soit A= [0 0 1| € My(R).
110
1. Montrer que Sp(A) = {p; z;z} avec p > 1 et |z| < 1.

2. Pour tout n € N, on pose u,, = p" + 2™ 4+ Z". Montrer que pour tout a € R, les
séries Y sin(au,) et Y sin(ap™) sont de méme nature.

1.1.291 | TPE/EIVP MP 2015

1
1. Montrer que la série double de terme général u,, = W, avec p,q € N*
pT4q
diverge.
. 1
2. Etudier la convergence de la série double de terme général v, , = g Avee
)

p,q € N*.

1.1.292 | Mines-Télécom PSI 2022

On considere la série de terme général u,, = (—1)

., sin(n)
P
1. Soit f € C'([a;b],R). Montrer que :

lim / " Ft) cos(M) dt — 0.

A—+00
2. Soitn e N*et t € {O; %} Montrer que :

(—1)"cos((2n + 1)t) — cos(t)'

> (—1)F cos(2kt) = 3 cos(t)

k=1

1

3. Calculer / : cos(2kt) dt, puis en déduire que la série Zun converge et donner

0
Sa somine.

1.1.293 | ENSEA/ENSIIE MP 2023

Donner le développement limité & I'ordre 5 en 0 de e“*(*),
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1.1.294 | Mines-Ponts MP 2021

1)
1. Montrer que la série de terme général (=1)

(2n)!

2. Proposer un encadrement de S avec ses sommes partielles.

converge et calculer sa somme S.

3. Montrer que S est irrationnel.

1.1.295 | Mines-Ponts PSI 2019

Soit, f définie par f(t) = cos < 5

1. Donner le domaine de définition de f et donner une équation différentielle
d’ordre 2 vérifiée par f.

2. En déduire un développement en série entiere de f.

1.1.296 | Mines-Ponts MP 2018
1

Quelle est la nature de la série de terme général (—1)" / cos(nt?)dt ?
0

GOIND PG 2022

Soit @ > 0. On définit une suite réelle (u,)nen en posant uy = a et
Vn eN, upi1 = u, + ufl

On admet que tous les termes de cette suite sont strictement positifs et on pose :

1. Etudier la monotonie de la suite (un)nen et en déduire que cette suite tend vers
+00.

2. Pour tout (n;p) € N2, prouver 1'égalité

) —v = 1 In Unitptl
+p—1 +p =
n+p P T ontptl U%er

et en déduire ’encadrement

1 1
0 < Un+4p+1 — Un4p < Wln (1 + un> .

3. Prouver que la suite (v,)nen est convergente. Sa limite est notée £.
Pour tout n € N, on pose t,, = exp(2™/) et s, = t, — uy,.

4. Montrer que u,, est équivalent a t,, quand n tend vers +oc.

5. Déterminer une relation entre s,.1, s, et u,.

6. En déduire que la suite (s, ),en est convergente.
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CCINP MP 2024

1. Déterminer le développement en série entiere de la fonction arcsin.

2. Jusitifier que la fonction f définie par
Vo €] —1;1], f(x) = (arcsin(z))?

admet un développement en série entiere.
3. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (1 — 22)y” — zy’ = 2.

4. En déduire le développement en série entiere de f.

1.1.299 | Mines-Ponts MP 2021

Soit (a,)nen+ une suite réelle telle que :

alzl,‘v’n>2,an:2aL

0|3

J .

Montrer que la suite (a,)nen est définie, puis que la série Z a,? converge.

1.1.300 | Mines-Ponts MP 2021

1. Soit (up)nen une suite numérique. Montrer que :

n—1
lim u, =¢ = lim —Zukzﬁ.
n—-+0oo n—-+oo n, =0

2. Soit a >0, « > 1 et f:]0;a] = [0;a] continue admettant un développement
asymptotique en 0 de la forme :

flz) =2 — x4 o(x®).

(a) Montrer qu'il existe € > 0 tel que 0 soit le seul point fixe de f dans [0;e].
(b) On définit la suite (uy,)nen par :

Vn € N, Up+1 = f(un)

Montrer que la suite (u,),en converge vers 0.
(c) Trouver un équivalent en 0 de (f(z))'™* — 2!~ quand = — 0.
(d) En déduire un équivalent de u,, quand n — +oc.
(e) Appliquer aux fonctions x — sin(x) et x — In(1 + ).

1.1.301 | Mines-Télécom MP 2018

Déterminer si la série de terme général

1
In(n) In(cosh(n))

converge.
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1.1.302 | Mines-Ponts MP 2023

On note p(n) le nombre de triplets (z;y; 2) € N? tels que x + 2y + 32 = n.
+00
On pose G(t) = Y _ p(n)t".
n=0
1. Montrer que G est définie pour |t| < 1 et qu'on a :

1
(1—t)(1—=)(1—1¢t3)

Vte]—1:1], G(t) =

2. En déduire un équivalent de p(n).

1.1.303 | Mines-Ponts PC 2023

n

, . . _2k
Déterminer ngrf kl;ll (1 + 10 )

1.1.304 | Mines-Télécom MP 2021

Soit n € N*. On considere I’équation :

1. Montrer qu'il existe des suites (uy)nens €t (Un)nen+ telles que u, et v, vérifient
(E,), et pour n assez grand, 0 < u, < e < v,.

2. La suite (uy,)nen+ converge-t-elle 7 On note ¢ sa limite.

3. Trouver un équivalent de u,, — /.

COINP PO 2021

Pour tout n € N*, on pose :

et D, =ap1 — ay,.

x| =

a, =—In(n) + )
k=1

Montrer que la série Z D,, converge.
n=1

COINP PO 2021

Soit (a,)nen une suite réelle vérifiant ag > 0 et

1
VneN 0<ap <2——.
an

Montrer que la suite est décroissante, puis qu’elle converge. Quelle est sa limite ?

1.1.307 | Mines-Télécom MP 2021

Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série suivante :

2 _
Zn +4n 1x".

=0 (n+ 2)n!

66




1.1.308 | Mines-Ponts MP 2016

1. Montrer qu’il existe (a;b) € R? tel que :

m 1
Vn € N*, / (at® + bt) cos(nt) dt = —.
0

n2

2. Soit # € R\ 277Z. Montrer que, pour tout n € N*,

n _ sin ((n + %)9) 1
kzz:lcos(kg) TN O (Q) — 5

2

3. Soit f € C'([a;b],R). Montrer que :

lim b f(t)sin(At) dt = 0.

A——+o00 Ja

+001

4. En déduire la valeur de Z —-

n=1

1.1.309 | Mines-Télécom MP 2017
nm
Soit S = Z tan <> 2",
n=0 5
. Donner le rayon de convergence R de cette série.

. Soit a = tan (g) Exprimer tan (%’T) en fonction de a, pour n € {2;3;4}.

1
2
3. Simplifier S5n(z) pour |z| < R.
4. Calculer S sur U'intervalle | — R; R].

1.1.310 | Mines-Ponts MP 2017

Pour tout n € N, on définit :

1 1
[n:/ dt
0 VIt tn

1. Montrer que la suite (I,,),en converge vers une limite ¢ que 1'on calculera.

2. Trouver un équivalent de I,, — /.

X MP 2017

Soit (uy)nen la suite réelle définie par ug = a (a € R) et u, 1 = tanh(u,).
1. Etudier la limite de la suite (Un ) nen-

2. Trouver un équivalent de wu,,.

1.1.312 | Mines-Ponts MP 2017

) 1 —u?
Etudier la suite réelle (u,)nen définie par ug = a (a € R) et u,y 1 = -

14 u2
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CCINP PSI 2019

1. Soit t € [—5 ; 5} Montrer que :

In(1+1) — ) < 2%

2. Montrer la convergence simple et la convergence uniforme sur R de la série de
fonctions de terme général :

(—1)"z

fn(:B) = hl (1 -+ m

) (n € N*).

COINP PST 2019

Pour n € N* et x € R, on pose :

I(x) = /OI cos}i”(t) dt.

1. Montrer que I, est bien définie.

2. Montrer que la suite (I, ),en converge simplement sur R. La convergence est-elle
uniforme ?

3. (a) Trouver une relation de récurrence entre I,, et I, o.
(b) Utiliser cette relation pour calculer :

In(2 2
I / smh3 (1) Q.
cosh”(t)

1.1.315 | Mines-Ponts MP 2019

Soit (uy,)nen une suite réelle telle que lim (u?
n—-+o0o

Que peut-on dire des affirmations suivantes ?

—uy,) = 0.

1. Si lim w, # 0, alors lim u, = 1.
n—-+o0o n—+00

2. La suite (uy,)nen est bornée.

3. lim (u? —w,) =0
n—-+o0o

1.1.316 | Mines-Ponts MP 2019

Soit (a;b) € R? et (z,,)nen la suite réelle définie par zo = a, z; = b et
Vn €N, 2,40 = min(3 — x,41; 22, — 2).

1. Etudier la convergence de la suite (Zn)nen-
2. Montrer que la suite (z,)nen posseéde au moins un terme négatif.

3. En déduire le caractére non borné de la suite (z,)nen-

1.1.317 | Mines-Ponts MP 2019

+oo 400 2
Calculer nz% mz:o ()l
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1.1.318 | Mines-Ponts MP 2012

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z e

n sin( n) n

1.1.319 | Mines-Ponts MP 2014

Quelle est la nature de la série de terme général

1
U, = arccos ( 1-— ) ?
n3

1.1.320 | Mines-Ponts MP 2014

Etudier la limite suivante :

. lIn(k) — In(n)

1.1.321 | Mines-Ponts MP 2015

Soit z € C. Montrer que pour tout n € N, il existe (a1 1;...;an,) € R" tel que :
n 2k Z\" & k
> ( ) =Y awast.

k=0

o k
z n

En déduire que lim ( >
n

n—-+o0o

??‘

1.1.322 | Mines-Ponts MP 2016

On consideére la suite (U, )nen définie par :

Uy=U=1etVne N Un+2 Un+1 + (TL + 1)Un

On pose :
+oo "
flz) = ;Unﬁ

1. Expliciter f et en déduire U,, pour tout n.

2. Comparer U, et V,, = Card({oc € S, | ¢* = Id}), ou S, est I'ensemble des
permutations de {1;...;n}.

1.1.323 | Mines-Ponts PSI 2016

Soit u € RY. Montrer qu’il existe v € RY et w € RN respectivement croissante et
décroissante telles que u = v 4 w.

1.1.324 | Mines-Ponts MP 2016
k k
Calculer lim Z sin < ) sin ( )

n——+o0o n n2
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1.1.325 | Mines-Ponts MP 2016

Soit f:[0;1] — R, dérivable en 0 telle que f(0) = 0. Calculer :

ok
nETm§f<m>'

1.1.326 | Mines-Ponts MP

1. Soit (x,)neny une suite réelle, et (y,)nen une suite réelle strictement positive,
strictement croissante et non bornée. Montrer que si la suite (2”117:;6”) o tend
n n/n
vers L € RU {—o00; 400}, alors (théoréme de Stolz) :

A x
lim == = L.
n——+o00 Un

2. Déduire, a partir du théoréme de Stolz, le lemme de Cesaro.

3. En utilisant le théoreme de Stolz, établir que :
"1
> = ~ In(n).
el k’ n—-+oo
4. (a) Soit (an)nen une suite réelle telle que :

lim a — —a, = 0.
n——+oo ntl 2 "

Montrer que lim a, = 0.
n—-+0o

(b) Soit A €] —1;1] et (an)nen une suite réelle telle que :

lim an+1 — Ma, = a € R.
n—-4o00 ntl "

a
M li = .
ontrer que . _1)1g1OO anp, Y

1.1.327 | Mines-Ponts MP 2022

Etudier les suites (Un)nen+ €t (vy)nen+ vérifiant les conditions :

Unpt+1 = Uy + arctan ( v

2
(ug;v1) € R? et Vn € N*, n2) n
Unt1 = Up — arctan (n%) Up,

X MP 2018

Soit © € [—m;7|. Montrer que

7T2 +004_1n
w41
3

(]

5 cos(nx)
n

—

n=

vaut x2.
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1.1.329 | Mines-Ponts MP 2019

"1
Pour tout n € N*, soit H, =) T On pose w(n) =min ({p € N* | H, > n}).
k=1

Donner une équivalent de w(n).

X BSPOI 2017

1. Trouver la limite de la suite (z,)nen OU, pour tout n € N, z, 1 =
To € ]O 3 1[

2. Donner un équivalent de x,, — 1 quand n — +oc.

1+,
2

, avec

Mines-Télécom PSI 2023
“+oo
1. Soit @ €]0;7[ et f(z) = sin(k6)z".
k=0

Montrer par I'absurde que la suite (sin(n#)),en ne converge pas vers 0.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série f(x).
3. Calculer f(z).

X PC 2019

Soit I un intervalle de R et (f,,)nen une suite de fonctions sur I a valeurs réelles, et
convergeant uniformément sur /. On pose :

_
R

9n

Montrer que la suite de fonctions (g, )nen converge uniformément sur I.

cop mp

Soit X une partie de R ou de C.
1. Soit Z fn un série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de Z frn sur X, puis celle de
la convergence uniforme de Z fn sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement

convergente sur X est uniformément convergente sur X.
n2
3. La série de fonctions Z —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque
n

fermé de centre 0 et de rayon R € R% 7

1.1.334 | ENSEA/ENSIIE MPI 2024

Donner le rayon de convergence de la série entiere Z
n=0

———, puis calculer sa somme
2n 4+ 1’

pour xz = 0.
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cop Mp

1. Soit X une partie de R, (f,,)nen une suite de fonctions de X dans R convergeant
simplement vers une fonction f. On suppose qu’il existe une suite (z,)nen d’é1é-
ments de X telle que la suite (f,,(z,) — f(2n))nen ne tende pas vers 0. Démontrer
que la suite de fonctions (f,,)n,en ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin(nx)

14 n2e?

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,)nen-

2. Pour tout x € R, on pose f,(x)

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,, )nen sur [a; +00| (avec a > 0),
puis sur ]0; 4o00|.

ccp Mp

1. Soit (gn)nen une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non
vide quelconque. On suppose que, pour tout n € N, la fonction g, est bornée
et que la suite (g,)nen converge uniformément sur X vers g. Démontrer que la
fonction g est bornée.

2. Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonction f,, définie sur R

par :
ndz si|z| < %
fn(x) =31 . 1
— osia| > o
x

Prouver que la suite de fonctions ( f,,)nen converge simplement sur R. La conver-
gence est-elle uniforme sur R ?

CCP MP

1. Soit a et b deux nombres réels donnés avec a < b. Soit (f,)neny une suite de
fonctions continues sur [a;b], a valeurs réelles.

Démontrer que si la suite (f,),en converge uniformément sur [a; b] vers f, alors

la suite </b fu(2) dx) converge vers /b f(z)dz.

neN a
2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% 400 +o0 1
3. Démontrer que/ (Z :c”) dr =
0 n=0

—
n2

GOIND MP 2025

On pose f:x — arcsin(z), ou z est un nombre réel.

1
V1—2?
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f avec la condition f(0) = 0.

3. Déterminer le développement en série entiere de f.
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cop Mp

Soit A C C et (f,)nen une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer 'implication :

la série de fonctions »  f, converge uniformément sur A

2
la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément vers 0 sur A
2. On pose : ¥n € N,Vz € [0; +o0, fu(2) = na2e V7,
(a) Prouver que Y _ f, converge simplement sur [0; +o0|.

(b) La série Y f, converge-t-elle uniformément sur [0; +oc[? Justifier.

CCINP MP 2025

On pose dy =1, d; = % et pour tout n > 2 entier :

n 1
Pan Y i 0 o 0
/1
n+1
dy=| 0 L 0
1
3
1 1
0 0 3 3

1. Calculer dj et ds.

2. Montrer que, pour tout n > 2 :
(n + ]—)dn = ndn_l - dn_g.
3. En déduire une information sur le rayon de convergence de Z dp,x".

+oo
4. On pose f(z) = Z d,x™"t. On admet que f vérifie 'équation :

n=0

(B): (1 —a)f'(2) — af(z) = L.

1—e"

Montrer que f(x) = . En déduire une expression de d,, en fonction de n.

1.1.341 | Mines-Ponts MP 2025

1. Décomposer X* + 1 en polyndmes irréductibles dans R[X] en remarquant que
X' +1=(X?+1)-2X2%
1
X441
3. Justifier 'existence puis calculer Jrzo:o (=1 .
—dn+1

2. Décomposer en éléments simples
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CCINP MP 2025

Soit (uy,)nen la suite définie par uy = 3 et :

Vn eN, up = Z <Z> UpUp—e -

k=0

1. Montrer que, pour tout n € N, 0 < u,, < 4" nl.
00 U
2. On pose f(z) =Y —ra"
= n!
Montrer que f est solution de 1’équation f’ = f? sur un intervalle & préciser.
3. Exprimer f a l'aide de fonctions usuelles.

4. Exprimer u, en fonction de n.

COINP MP 2025

—1)"
1. Montrer que » (=1) z" converge uniformément sur [0;1].
n=1

2. Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 1.
“+o00
On pose R, = Z aj et on suppose que Z a, converge.

k=n+1
Montrer que, pour tout = € [0;1] :

+00 +o00
Yo apa® = Ryt + > Ry(aFt —ab).

3. En déduire que Z a,z" converge uniformément sur [0;1].

1.1.344 | Mines-Télécom MP 2025

Etudier la convergence simple, puis uniforme sur [0 ; g} de la suite (f,,)nen de fonctions
définie par :
Vn € N, Vz € R, f,(z) = n? cos(x) sin™(x).

COINP MP 2025

n—1
On pose cg = 0, ¢; = 1 et pour tout n > 2 entier, ¢, = Z Ck * Cr—k-
k=1

+o0
On pose f(l’) = Z Ckl'k et on note R > 0 son rayon de convergermnce.
k=0

1. Montrer que pour tout = €] — R; R[, f*(z) = f(z) — z. Déterminer f(0).
1—+v1—-4x
2
3. Développer v/1 + z au voisinage de 0. En déduire que :

2. Montrer qu’au voisinage de 0, f(z) = . Préciser R.

(2n — 2)!

V>l cp =
" c (n—1)n!

74




CCINP PSI 2017

On pose :
X arctan(nz)
n=1
+00 71_2
. Dé ' li h — = —.
1. Déterminer Jim f(x) sachant que » ol

n=1
2. Montrer que f est de classe C! sur R*.
A . . /
3. Déterminer xggloof ().

4. Que peut-on en déduire sur le graphe de f 7

1.1.347 Centrale-Supélec MP 2017

1. Rappeler le théoreme d’interversion de lim et > pour les séries de fonctions (ou
théoreme de la double limite).

2. On admet que :

e X 227
" -
tan(mz) * 7;1 % —n?
+00 1
pour tout x € R\ Z. En déduire les valeurs de ((2) et ((4), ou ((a) = )  —.
n=1"

X MPI 2023

Soit f :[0;400[— [0;+oo[ continue strictement croissante. Montrer que :

| )
converge <= converge.
2 g 2. 8
1.1.349 | Mines-Télécom MPI 2023
Soit (a,)nen une suite de réels qui converge vers £.
anpx™
Soit f:x— Y ——.
n!
n=0
1. Donner le rayon de convergence de cette série.
2. Calculer lim e *f(z).
r—r+00
1.1.350| CCINP PSI 2024
Pour tout n € N, on considere :
fo o =11 — R
x —s  sin(na)e """

1. La suite (fy,)nen converge-t-elle simplement ?

2. Etudier la convergence uniforme de f sur [o;1], ott o €]0; 1[, puis sur [0;1],
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X MP 2017
< o(n),

Soit ¢ une bijection de N* dans N*. Que dire de la série Z 5
n

n=1

1.1.352 | Mines-Ponts PSI 2022

On pose :
400 1

Vo >0, S(x) = .
(z) nZ::l n+ n2z
1. Montrer que S est continue sur RY.
2. Déterminer la limite de S en +o00, puis déterminer un équivalent.

3. Déterminer la limite de S en 0.

GOINP PSI 2022

Soit @ € R. Si m € N*, on pose f,(z) = z(1 +n%~"") pour tout z € R,.
1. Montrer que la suite (f,,)nen+ converge simplement vers une fonction f a préciser.

2. Déterminer les valeurs de « pour lesquelles il y a convergence uniforme.

1
3. Calculer lim_ /O fulz) .

1.1.354 | TPE/EIVP PC 2018

Trouver un équivalent de u, = »_ In*(k)

CCINP PC 2024

Pour tout n € N*, on considere 1’équation :

(E,) : xm = 1.

1. Montrer que, pour tout n € N* I’équation (FE,) admet une unique solution
strictement positive, notée x,,.

2. Montrer que la suite (x,)nen+ est croissante.

1.1.356 | Mines-Télécom MP 2024

—+00 (_1>n T
1. Dé t E = _.
emontrer que = 2n T 1 A

2. Donner une valeur approchée de 7 a 10710 prés.

1.1.357 | Mines-Ponts MP 2022

Etudier la série de terme général :

= I visin ()
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CCINP MP 2022

1. Rappeler I'inégalité de Taylor-Lagrange pour une fonction de classe C™*!.

2. Pour tout n > 1, on pose :

n
n? + k2’

=Y

k=1

Montrer que la suite (u,)nen+ converge et déterminer sa limite notée /.

3. Donner un équivalent simple de u,, — ¢.

1.1.359 | Mines-Télécom MP 2022

Pour tout n € N, soit f, : © — 2™(1 — /).

1
1. Calculer/ fulz)de.
0

“+oo 1
2. En déduire la valeur de Z )@+ 3).

n=0

NS P 2021

Soit f une fonction continue de [0; 1] dans R. On note (P,),en la suite de polynomes :

Py(X) = kz;f (i) (Z) X1 — X))k,

Montrer que la suite (P,)nen converge uniformément vers f sur [0;1].

1.1.361 | Mines-Ponts MP 2021

Soit (un)nen la suite définie par :

n 2
ug € Ry et Vn € N, un+1:\ll—|— (Z“k> .
k=0

1. Montrer que :

T 1
met © { 2] et sin(6,,)
puis que :
1 1

nEN, ) tan(8y)  sin(6,)’

2. Déterminer 6,, pour tout n € N, puis trouver un équivalent de u,,.

Mines-Télécom MP 2022
(1)

Etudier la nature de la série de terme général ~———.
n(n+1)

n(n+1)
2
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COINP PO 2024

On pose :
2

:k2+1

1. Montrer que la série de Z fr converge simplement sur R, .

Vk e N, Vo e Ry, fi(x) xexp(—kx).

2. A-t-on convergence normale sur R 7

CCINP MP 2017

Soit (&,,)nen+ une suite convergeant vers 0.

1. Déterminer la convergence des séries suivantes :

R kT S

n n>1 n n>1

(="
NG

m—\/Z_k—1>
Vk € N*, |In(U. — In(Uz)| = —In {1+ '
In(Uzk1)| = [In(Ust)] ( NeTNo S

On pose, pour tout n € N\ {0;1}, U, =1+ . On admet que :

2. Montrer que :

Vn € N*, vn+1—+/n <

N | —

En déduire que :
vk € N*, |1H(U2k+1)‘ — |1D(U2k>| > 0.

3. La série Y In(U,) est-elle alternée ? Satisfait-elle les conditions permettant de
n=2
dire que la série converge ?

4. Donner le développement en série entiere de In(1 + z) a 'ordre 3 au voisinage
de 0. En déduire la nature de la série » _ In(U,).

n>2
1.1.365 Centrale-Supélec TSI 2023
e "n"\/n Uns1
Pour tout n € N, on pose u,, = — et v, =In .
n! Up,

1. Etudier la nature de la série Z Up,.-
2. Montrer que la suite (u,),en converge vers une constante ¢ € Rz

3. Déterminer un équivalent de n! lorsque n — +oc.

us

4. Déterminer la valeur de ¢, en utilisant w,, = / * cos™(t) dt.
0

[1.1.366] x

Soit (uy,)nen une suite réelle décroissante telle que Y- u,, converge. Pour tout n € N, on
+oo

+oo
pose v, = n(un — un+1). Montrer que Z U converge et que Z Up = Z Up.
n=1

n=1
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X MP MPI 2024

Soit (uy,)nen+ une suite réelle majorée telle que :

1 2n
Vn € N*, u,, = — Z U,
n

k=n+1

Montrer que la suite (u,)nen+ est constante.

1.1.368 | Mines-Télécom MP 2018

Soit (an)n>0 une suite réelle bornée.

n

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z Qp - On pose :
n!

n=0

+o0o xn
Ve €]— R;R|, f(z) = Zanﬁ'
n=0 :

1 S an,
2. Montrer que /0 f(t) dt = nz:‘; m

1.1.369 | Mines-Télécom MP 2017

1 1 L . X H,
On note H, =1+ -+ -+ --- —, et on s’intéresse a S = —.
2 3 n —

Montrer I'existence de cette somme puis la calculer.
Indication : on pourra introduire une série entiere.

Mines-Ponts MP 2017
n
Soit n € N* et S, = > VEkexp(VE).
k=1

Donner un développement asymptotique a 2 termes de .S,,.

1.1.371 | Mines-Ponts MP 2019

1
Soit (uy)n>1 une suite réelle bornée. On suppose que lim wu, + —u, 11 =
~ n—-+o0o 2

que la suite (u,),>1 converge et déterminer sa limite.

1. Montrer

Centrale
“+o0o

Soit (uy,)nen une suite complexe telle que Z U, converge.
n=0

n
Montrer que g::o kuy, = o(n).
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COINP PO 2014

=1 w2 In(1—t¢
On rappelle que Y | — = e On pose 0(t) = ; qu’on prolonge par #(0) = 0.
n=1 n

1. Montrer que 6 est continue sur | — oo ; 1].
2. Soit z € [—1;1].

+00 tn
(a) Montrer que 0(t) = — n;o ROTER

n2

T +0o ,.n
(b) On note L(z) = / 0(t) dt. Montrer que L(z) = ) T
0

n=1

3. (a) Montrer que L(z) + L(—z) = ;L(:UQ).

& -1y
(b) Calculer »  ~——.
n=1

4. (a) Montrer que :
L(z)+ L(1 —z) = % —In(1 —2).

400 1
(b) Calculer »_ S

n=1

1.1.374 | Mines-Télécom MP 2017

Posons f(z) = Jio sin(n)

n=1

", pour 6 réel fixé.

1. Démontrer que f est définie et de classe C* sur R.
2. Calculer f’, en déduire f.

BN MP 2017

Soit f € C*(R,R) qui s’annule au moins une fois sur R. Soit (X,,),en la suite définie

par :
f(Xn)
XoeR et X,11=X,— .
1. Si f est convexe, admet un unique zéro et f’ ne s’annule jamais, étudier la suite

(Xn)neN-
2. Si f(z) = 2? — a® ot a € R, étudier la suite (X, ),en selon Xj.
3. Si f(z) = 2% — 22+ 2 et Xo = 0, étudier la suite (X,,)nen.

4. Toujours pour la fonction f de la question 3, montrer I'existence de deux inter-
valles tels que si X appartient a I'un de ces deux intervalles, alors (X,,)nen ne
converge pas.
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ENS

1 n
Soit (an)nen+ une suite dans R,. Si n € N* on pose b, = — Z aj.
g1

+00 +oo
On suppose que » a2 converge. Montrer que » b converge.

n=1 n=1

1.1.377 | ENSEA/ENSIIE MP 2017

Pour x € Ry et n € N*, on pose :

1 siz=0

fo(z) = { nsin (%) .
—————2 sinon
(1 + x?)

1. Etudier la convergence uniforme de (f,)n,>1 sur tout segment inclus dans
[0 400
—+o00
2. On pose, pour tout n € N*, q,, = / fo(z)da.
0
La suite (ay)n>1 converge-t-elle ?

3. Utiliser une autre méthode pour montrer la convergence de la suite (a,),>1 et
calculer sa limite.

GOIND MP 2018

+oo 1
Soit S(z) = _
oit 5(x) 7;1 n?z?2 +n

1. Donner ’ensemble de définition Dg de S.
2. Montrer que S est de classe C* sur Dg.

3. Déterminer lim S(z).
T—+00

4. Démontrer que, pour tout z > 0 :

1

(1 +2%) —In(a*) < S(z) < (1 +2%) —In(a®) + ——.

5. Donner un équivalent de S(z) en 0%,

1.1.379 | Mines-Ponts MP 2018

Soitae]%;l} et pour tout n € N* :

ne n te

. Rt
Uy, sin(v/n) et Un:/ Mdt.

1. Montrer que Zvn converge.

2. En déduire que Zun converge.
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CCINP PC 2019

Soit F\ 'ensemble des suites de réels strictement positifs, vérifiant :

" A 1
o1 o()

Un,
Notons :
e sin=1,v,=—ety =1,
npB
e sin=>2 w,= et wo =w; = 1.

1. Montrer que (vy,)nen € Ep.
2. (a) Montrer que :

1n(n+1):1+ 1 +0< 1 )

In(n) nln(n) nln(n)

(b) En déduire que la suite (w,),>2 € E\ pour un certain A a préciser.
1

tIn(t)?

(b) Donner la nature de > wy,.

dt.

+o0
3. (a) Donner la nature de /
2

4. Soit A > —1 et (up)neny € Ey. On pose [ = —5 Montrer qu’il existe N € N
tel que, pour tout n > N :

Unp+1 Un+1
> .

Up Up
En déduire la nature de Z Uy,
5. Soit A < —1 et (up)nen € Ey. Déterminer la nature de (uy,)n>1-

6. Que se passe-t-il pour A = —17

1.1.381 | Mines-Ponts MP 2019

Pour tout n € N, soit (n) 'entier le plus proche de y/n. Calculer :

foo 9ln) 4 9—()
>

n=1 2n
1.1.382 | Mines-Ponts MP 2018
1 1
On note ay, :/ —————dt, neN.
0o (24 2)nt!

1. Donner le rayon de convergence de la série entiere Z anx".

2. Calculer la somme de cette série entiere sur son domaine de convergence.

1.1.383 | Mines-Ponts MP 2018

Etudier la nature de la série Z Uy, Ol la suite (uy,),en est définie par :

Un

=1 et u,p1 =In(e" —uy,).
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1.1.384 | cCINP PC 2018
+oo
Soit I, = / exp(—a") dx.
0
1. Soit n > 0. Montrer que I, existe.

2. Montrer que la suite (1), converge.

CCINP PC 2018

Pour tout n € N, on pose :

12
3 sin?(n7x) 2 sin“(nwx
—/ ————dx et Un:/ ¥dx.
0

tan 7rx T

+oo cos(u)

1. Montrer par une intégration par parties que / du converge.

™

2. Montrer que les intégrales u,, et v, convergent.

3. (a) Montrer que :

n% gin? nt | —
v — 1/ sin®(t) 4 — 1/ 1 — cos(u) du
0

t 27 U

In(n)
—
4. On définit la fonction f par :

(b) Montrer que v, ~

1 1
re |0t 1
fw } T2 { — tan(rz) wx

Montrer que f est prolongeable par continuité sur {O; %}

5. Donner un équivalent de u,,.

1.1.386 | Mines-Télécom PC 2018

Calculer : .
lim (COS ( nr > + sin < nr )>
n=+oo 3n+1 6n + 1 '

1.1.387 | Mines-Ponts PC 2018

Pour tout n € N, on pose :
1
I, = / " tan(x) dx.
0

Déterminer la limite ¢ de la suite (I,,),en et donner un équivalent de I, — ¢.

1.1.388 | Mines-Ponts MP 2018

Etudier la convergence de la série de terme général :

n(n+1)

(-5
I

Uy =
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1.1.389 | Mines

Soit @ > 0 et n € N. On pose :

us

up (@) = /2 sin®(t) cos™(t) dt.

0

1. Etudier la nature de Z u, () en fonction de a.
+oo

2. Calculer > u,(2) et Z un(3)
n=0

n=0

1.1.390 | Mines-Ponts MP 2015

Soit f € C(R,R) telle que f est bornée sur R. On pose de plus, pour tout n € N,

n 1
an:

e R Yy On pose alors, pour tout n € N et pour tout x € R :
T n

—+00

fulz) = fz +t)on(t) di

Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement sur R et qu’elle converge uniformé-
ment sur tout segment.

1.1.391 | Mines-Ponts MP 2014

Calculer : )
. = In(k) —In(n)
D

k=1

CCINP PC 2016

Soit deux réels a et b tels que a < b et une suite de réels u,, strictement positifs tels
que :
U n+a
Vn e N, 2 — :
Uy, n—+b

1. Donner, sous sa forme la plus simple possible, un équivalent de In (”i‘;) au
voisinage de +o00. Montrer que :

lim Zln (ukH) = —00

n—)—i—oo Uk

et en déduire que la suite (u,),en converge vers 0.

2. On pose a = b — a, vy = ug et pour tout n € N*, v, = n®u,,. Montrer que

s (%)

k>0 Uk

converge. Montrer qu’il existe un réel A tel que u,, ~ n% au voisinage de +o0.

Etudier la convergence de Z Up, -

3. On suppose que la série de terme général u,, converge. Montrer que sa somme

t ———
vau b—1—a
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1.1.393 | Mines-Ponts MP 2015

Soit fp une fonction continue de R, dans R. On pose :
VneN, Vo e Ry, fop(z) = / Fu(t) dt.
0

Montrer que g = Z fn est définie sur R, et la calculer en fonction de fj.
n=>0

CCINP MP 2023

Pour tout n € N*, on pose :

1. Montrer que :
" 1

“2":,;¢27+\/2z_1'
V2n

n—-+oo 2

3. Déterminer un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oc.

2. En déduire que uo,

4. Pour n € N*, on pose v, = U, + Up1.-

Justifier que la série > (vn41 — vp) est convergente de somme strictement néga-
n=1
tive.

1
5. Trouver la nature de Z —.

n>1 Un

1.1.395 Centrale-Supélec MP 2023

1. Soit I un intervalle de R de longueur non nulle, et f : I — R une fonction.
Définir la continuité par morceaux de f sur [I.

2. Soit n € N* et

fn i R — R
1 T )
—(1-- si0<z<n
r +— n n
0 sinon

Dessiner le graphe de f,, pour un n choisi. Montrer que la suite (f,,),>1 converge
uniformément vers une certaine fonction g, mais que

n——+o00

im [ fA [ o
Ry Ry

3. Enoncer le théoreme de la convergence dominée et le prouver avec I’hypothese
supplémentaire de convergence uniforme sur tout segment de 1.
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1.1.396 | Mines-Télécom MP 2017

Donner le rayon de convergence de la série entiere

:if; In <cosh (;)) x"

et la limite de sa somme aux bornes de ’ensemble de définition.

1.1.397 | Mines-Ponts PC 2022

On définit une suite de fonctions (f,)nen sur Uintervalle [0;1], & valeurs réelles en
prenant fy : x +— 0 puis

Vi € N, Var € 051], fur (@) = fula) + 5 (0 = fule)?).

1. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement sur [0; 1] vers la
fonction f:z — /z.

2. Pour tout n € N et tout « € [0; 1], prouver I'encadrement :

0<\/_—fn(x)<x/5<1—\f>n-

3. Montrer que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément sur [0; 1] vers
la fonction f.

GOINE MP 2023

n

1. Calculer Z(—l)kt?’k pour n € N et ¢t € [0; 1], puis démontrer que :
k=0

1 t3”

dt = 0.

im —
n—+oo Jo 143

2. En déduire que :

400 _1k: 1 1
D
14 3k o 1+13

k=0
T2t —1 I (—1)k
3. Calculer / ———d¢. En déduire la valeur de Z (=1) .
o 14+1¢+¢t2 i 1+ 3k

1.1.399 | Mines-Ponts PSI 2015

Etudier la série de terme général :

ENS MP 2019

Existe-t-il une fonction f : R — R supérieure a toute série entiere réelle en +o0o0 ?
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1.1.401 | Centrale-Supélec PSI 2013

Soit n > 2 un entier. On définit :

1
Uy = .
1n(n)nln( )
. +m
Etudier la convergence de la série Z Up, -
n=2

Mines-PSI 2016

On pose f,(x) = z|ln(x)|™ pour x €]1; 400 et n € N*.
1. Déterminer le domaine de convergence simple de la suite (f,,)nen:-

2. Etudier la convergence uniforme.

1.1.403 | Mines-Ponts PC 2017

Soit (un)nen une suite réelle positive de limite nulle. On note D 'ensemble des a > 0
tels que la série de terme général (u,)? .

1. Montrer que si D est non vide, alors c¢’est un intervalle de la forme [s;+oo[ ou
|55 +o0].

2. Donner un exemple o D est vide et un exemple ot D est de la forme |s; 4+00].

1.1.404 | Mines-Ponts MP 2017

Soit (ay)n>2 une suite réelle telle que Z a,z" ait un rayon de convergence supérieur a

n=2
+oo
un. On pose a; = 1 et on suppose que f(z) = Z a,z" est injective sur B(0,1).
n=1

1. Soit z € B(0,1). Montrer que z € R si et seulement si f(z) € R.
2. Soit z € B(0,1). On suppose que Im(z) > 0. Montrer que Im(f(z)) > 0.

1.1.405 | Mines-Ponts MP 2015

On pose :

Vn e N, Vo e Ry, fu(x) = x—‘e"”.
n!

1. Montrer que la suite (f,,)nen converge uniformément sur [0 ; +oo[ vers une fonc-
tion f que 'on déterminera.

00
2. Calculer / fn(z)dx. Que constate-t-on ?
0

1.1.406 Centrale-Supélec MP 2016

On pose :

n

VnGN*,zn:H(1+;€>.

k=1
1. Rappeler le théoreme de sommation des relations de comparaison.
2. Montrer que la suite (|z,|)nen+ converge.

3. Déterminer ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (z,)nen-
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1.1.407 | Mines-Ponts MP 2021

. +w 1
Soit o € R. Etudier la convergence de » / cos(n®t?) dt.
n=1 0

1.1.408 | Mines-Ponts PSI 2019

Soit a € R et (uy,)nen+ une série & termes strictement positifs telle que :

n 1
u+1:1_a+0<).
Up n

Posons, pour tout n € N*, b, = In(n%u,) et a, = b,+1 — b,. Déterminer la nature de la
série Z a, et en déduire que :
neN*

A
INeRL,u, ~ —

n—+oo N )

Conclure sur la nature de la série de terme général w,.

1.1.409 Centrale-Supélec MP 2016
Soit f € C'([1;+o0[,R).
Pour tout n € N*, on définit :

fo o [L;4o00] — R

r Z(f (Hz) —f@:))

1. Montrer la convergence simple de la suite (f,,)nen+-
2. On se place dans des cas particuliers.

(a) Cas f = In : montrer la convergence uniforme.

(b) Cas f = sin : montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.

3. (a) On suppose que f est de classe C? et que = — xf”(x) est bornée. Montrer
la convergence uniforme de la suite (f,,)nen:-

f (=)

(b) On suppose que lim

r—+oo0
ment. Que peut-on dire du comportement de f’ en +o0.

= /{ et que la suite (f,)nen+ converge uniformé-

X-ENS

Soit a et x deux nombres réels. Calculer :

+00 o3
sin(an
n=1 n
1.1.411 | ccINP PSI 2017
2n
Donner un équivalent de Z —= lorsque n — 4-o00.
k=n+1
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1.1.412 | Mines-Télécom MP 2017

Etudier la convergence de la suite (I,,)nen définie par :

- /+°° sin*'(z) -

0 22

X 2023

On pose ag=1,a; =2, et pourn > 1:

An—1
n2

Apy1 = 2ay, +

Trouver un équivalent de a,, et majorer la constante qui y apparait.

1.1.414 | Mines-Ponts MP 2017

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes et pour tout n € N, soit u,, = a™ + 0" + ¢". On
suppose que la suite (u,)nen converge vers £. Montrer que ¢ € {0; 1;2;3}.

1.1.415 | Mines-Ponts MP 2018

Soit (@ )nen une suite de réels strictement positifs. On considére les deux propositions
suivantes :

e (P):a,= 0(%)
« (P): ) a, converge

n=>0

Trouver les implications entre (P)) et (Py).

1.1.416 | Mines-Ponts MP 2018
x
On définit, pour n € N*| f,(z) = narctan <>
n

Etudier cette suite de fonctions (convergence simple, convergence uniforme, conver-
gence uniforme sur tout segment).

1.1.417 | Mines-Ponts PC 2022

Développer la fonction arccos en série entiere sur | — 1;1].
Ce développement est-il valable sur [—1;1]7

GOIND PI 2022

Soit (fy)nen la suite de fonctions sur [0; 1] définie par :
Vn € N*, Vo € [-1;1], fu(z) = sin (nxe_mQ) :

1. Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement vers une fonction F' que 1'on
exprimera.

2. Montrer que, pour tout a €]0;1[, la suite (f,)nen converge uniformément sur
I'intervalle [a; 1].

3. Y a-t-il convergence uniforme sur [—1;1]7

4. Comparer éventuellement la limite de f, (%) en +oo et F'(0).
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1.1.419 | Mines-Ponts MP 2019

On considere la fonction définie par :

n=0 n

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere dont f est la somme ?

2. Si existence, donner la valeur de f (i)

1.1.420 | Mines-Télécom PSI 2019

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere suivante :

—+00
Z meZn.
n=0
Mines-Télécom PSI 2019
1 gn
On pose, pour n € N, I, = / dx.
o 1+z

1. La suite (I,,)nen converge-t-elle 7 Si oui, calculer sa limite.

2. Calculer Iy, Iy, I, + I,11.
_1 n+1
3. Montrer que la série de terme général ———— converge et calculer sa somme.
n

1.1.422 | Mines-Ponts MP 2019

n
x
On consideére la série de fonctions de terme général u,(z) = z" <1 + > . On note f
n

la somme de la série.
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe C?.

3. Donner un équivalent de f en 17.

CCINP PSI 2018

Soit n € N. On considere la suite f, : R — R telle que :

2

nx .
T siz >0
_ nx
falz) = na’ '
m siz <0

1. Montrer que la suite (f,)nen converge uniformément sur R vers une fonction &

définir.

2. On considere la suite (f))nen des dérivées. Montrer que cette suite converge
simplement sur R, mais qu’elle ne converge pas uniformément sur [—1;1].
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CCINP PSI 2015
In(1 + n%z?)
n?ln(l+n)

1. Quel est le domaine de convergence de la série des u,(x)?

Soit uy,(x) =

2. On note S(z) la somme. Montrer que la fonction S est de classe C*.

1.1.425| Mines-Ponts MP 2019

Soit (an)nen une suite positive de limite nulle, telle qu’il existe A > 0 et a > 1 tels
que :

Qpt1 — A ~ —Aa,,.
Etudier la convergence de la série z Q.-

Indication : on pourra considérer aﬁ b1 a? pour 3 bien choisi.

1.1.426 | Mines-Ponts MP 2022

Soit a = (ay)nez et b = (by)nez deux familles sommables complexes, i.e. Y _|a,| < 400
nez
(et de méme pour b).

1. On note

lalls = 3_laxl

nez

et pour tout n € Z :

(axb)(n) = apbn_r.

keZ

Montrer que a * b est bien définie, sommable et que :
laxblly < [lall[b]l:-

Montrer que F, est continue sur U.
2. Soit a € C% sommable. On pose, pour z € U,

Fo(z) =) a2

neL

Montrer que F, est continue sur U.
3. Montrer qu’il existe e € CZ telle que pour toute famille a € C%, axe = exa = a.

4. Soit a € C% sommable et inversible pour x. Montrer que F, ne s’annule jamais
sur U.

5. Soit a = (a,)nez une famille & support fini et a valeurs complexes telle que F,
ne s’annule jamais sur U. Montrer que a est inversible pour *.

1.1.427 | Mines-Ponts MP 2015

Développer en série entiere en 0 la fonction ¢ — arctan(1 + t).
Indication : considérer la dérivée, et passer dans C.
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1.1.428 | Mines-Ponts PSI 2016

+00 2nx2"71

1. Donner le domaine de définition de f.

Soit N un entier naturel et x un réel tel que |z| < 1.
N
2. Simplifier H (1 +:E2").
n=0

3. Expliciter f.

CCINP PC 2024
Soit (an)neN c RN et (bn)neN € (Ri)N
On pose Aa,, = a,11 — ay, dite dérivée de la suite (a,)npen.

On admet que si (by,)nen est strictement croissante, divergente vers +oo, telle que

a . a
" =/, alors hrf =Y.
n—-—+0oo

lim
n—-+oo

n n

On pose ag = 1 et a1 = ay + exp(—ay,).

1. Montrer que la suite (@, ),en est monotone et qu’elle diverge vers +oo.
2. (a) Trouver un équivalent de exp(exp(—a,,)) — 1 puis déterminer la limite de
Aexp(ay,).
(b) Montrer que exp(ay,) ~ n.
1
3. Montrer que la série Z — diverge.
o

n

ENSEA /ENSIIE

On consideére, pour tout n > 1 :

oo (1o () s (1 ).

1. Donner un équivalent simple de wu,,.

2. En déduire la nature de la série de terme général wu,,.

1.1.431 | Mines-Ponts MP 2024
Soit f € CY([1;+00[,R).
1. Montrer que si n € N*,

sin(In(n))

n

2. Quelle est la nature de Z

n>1
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Centrale MP

Quelle est la nature de la série
1
cos (n3
(o),

n

3

WV

ai
wn

X MP/PC 2024

Soit f € CY([1;+oc[,R) telle que :

+o00
/1 /()| dz < +o0.

Montrer que

Zf(n) et /:OO f(z)dz

ont méme nature.

1.1.434 | Mines-Télécom PC 2017

Pour tout n € N et tout « € R, on pose :

fn(x) = !

~ cosh(zn)’

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,)nen-

2. La convergence est-elle uniforme ?

1.1.435| TPE/EIVP MP 2015

Soit (fy)nen la suite de fonctions de R dans R qui a x associe

[ exp(2z)
sin [ ———— .
n + exp(x)
1. Etudier la convergence simple de la suite sur R.

2. Etudier la convergence uniforme de la suite sur R.

3. Etudier la convergence uniforme de la suite sur un segment [a ; b].

) oo
4. Etudier la suite [, = / fa(t)dt.
0

1.1.436 | Mines-Ponts MP 2015

1. Pour tout n € N, montrer I'existence de z,, € R tel que z,e" = 1.
2. BEtudier I'existence et la valeur de £ = lim Tp.
n——+oo
—+00
3. La série Z x, est-elle convergente 7
n=0

4. Donner un équivalent de x,,.
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BNS
+oo

Soit x € R?.. Calculer Z

n=0

1
{2n+1 + 2J'

1.1.438 | Mines-Ponts MP 2015

Etudier la convergence de la série

T n +1 nln(n)
> (o)

—\an+b

selon la valeur des réels strictement positifs a et b.

1.1.439 | ENSEA/ENSIIE MP 2015

1. Montrer que, pour tout = € [—1;1],

/ 1—t dt—io "
0o 1—a33 " = (3n+1)(3n+2)
+o00 1

2. Calcul .
Caleuler 2, 5 =730 1 9)

n=0

1.1.440 Centrale-Supélec MP 2015

Soit (uy,)nen+ une suite de réels convergeant vers A € R.
n

Soit v, = — Z ug. Montrer que la suite (v,,),en+ converge vers \.
k=1

1.1.441 | TPE/EIVP MP 2018

Pour tout = €]0;+o00[, on pose :

+oo n 1
S(x):n;(]kr[:()ijk"

1. Montrer que S est bien définie sur |0 ; +o0].
2. Déterminer une relation entre S(z) et S(zx + 1).

3. Déterminer un équivalent de S en 400 et en 0.

1.1.442 | Mines-Ponts MP 2015

Soit (uy)nen la suite définie par :

n m
Vn € N, — =1.
B ]

1. En considérant la série entiere Z uyx", calculer w,.
n=0

2. Etudier la convergence de la suite (Un ) nen-
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1.1.443 | Mines-Ponts MP 2019

1. Soit (a,)nen une suite de réels positifs et (A, )nen la suite des sommes partielles

1
de Z a,. On suppose que a,, ~ —. Trouver un équivalent simple de A,,.

vn
1
2. On suppose que A, ~ 2y/n. A-t-on a,, ~ ﬁ?

3. On suppose en outre que la suite (a,),en est décroissante. Soit a et 5 des réels
tels que 0 < a < 1 < 3. Montrer que :

Apn) = An - Alan) = An

|fn] —n S s lan| —n

1
Conclure que a, ~ —.
n

1.1.444 | Mines-Ponts MP 2021

Soit deux suites (a,)nen €t (bn)nen convergeant respectivement vers a et b. Montrer

que :
1 n
lim Z &kbn,k = ab.

n—+oom 4+ 1 P

1.1.445 Centrale-Supélec MP 2014

On consideére une suite d’entiers (p,, )nen Strictement croissante. Pour x réel convenable,
on introduit :

+00
fla) =Y @,
n=0

1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiere, puis donner
le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est croissante sur [0; 1], puis montrer que hgjll f(x) = +o0.

3. On suppose dorénavant que liril Pn _ +00. Soit A un réel strictement positif.
n—+o0o M,

Montrer qu’il existe un entier ng tel que pour tout z € [0;1] :

no—1 Ang

X
0< < Pn .
R

4. Avec la méme hypothese, prouver que :

lim(1 —x)f(z) = 0.

r—1

1\Pn
5. On suppose maintenant que lirq (1—z) f(z) = 0. En étudiant (1 - ) , montrer
T— n

que lim Pn _ ~+00.
n—-+oo N,
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[1.1.446] x

Pour tout entier n > 2, on pose :

non?+k
tin kl;[an—k
Montrer que :
1 1
a, = e++0<2>
o0 e n

1.1.447 | Mines-Ponts MP 2016

On définit la suite (uy,)nen par récurrence :

up >0 et VneN' u, =+/n—+ u,_1.

1. Montrer que, pour tout n € N :

Ug

2. En déduire un équivalent v,, de u,, puis un équivalent de w,, — v,.

[1.1.448] x

Pour tout n € N*, soit :

fo @ In;4+o0] — R
n 1
T — ;x_k

Soit a > 0.

1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique nombre réel, noté z,,, tel que
fa(zn) = a.

2. Déterminer un équivalent de x,, quand n tend vers +oo.

1.1.449 | Mines-Ponts PSI 2024
Soit § € R\ 27Z.

inf
e
1. Montrer que Z

n=>1

converge et que la limite vaut :

. 1 1
e“g/ — dx.
0o 1 — xel?

cos(nfh) ) _
converge et déterminer sa valeur.

2. En déduire que Z

n>1
. _ sin(nd)
3. Méme question pour » lorsque 6 €]0; [

n=1
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coNp

Pour tout n € N* et x € R, on pose :

fa(z) = 2” exp <_Sin(x)> _

n
1. Etudier la convergence simple de la suite (fy,)nen:-
2. Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)nen= sur R.

3. Btudier la convergence uniforme de la suite (f,,)nen+ sur tout segment de R.

1.1.451 | Mines-Ponts MP 2025

Pour tout réel x, on pose | z] la partie entiere de x et {x} = = — |x], la partie décimale
de z.

1. Soit f € CY(R,R). Montrer que pour tout n € N* :

S 1) = [ p@yde+ 500 - ) + [ (12} - 3) Feyde
2. Pour tout n € N*| on pose :

1<
U, = — Z teﬂ'h’l(k’).
k=1

La suite (u,)n>1 converge-t-elle ?

CCINP MP 2017

Pour tout entier naturel n, on pose :
+oo
In = / e " (sin(z))*" du.
0

1. Prouver que J, est bien définie pour tout n € N.

2. Démontrer que :
_ 2n(2n—1)

i N* J, = Jn_1.
nex, dn? +1 !

3. En déduire la convergence de la suite (J,,)nen et préciser sa limite.

1.1.453 | Mines-Télécom MP 2017

Pour tout n € N*, on pose :

Uy = /On (1 - ::L)n cos(z) dx.

La suite (uy)nen+ converge-t-elle 7 Si oui, trouver sa limite.
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COINP PO 2014

Montrer que :

: "k [k
(s (l) -

1

1.1.455 | TPE/EIVP MP 2017

Soit (uy,),>1 une suite a valeurs positives telle que Z u, converge.
n=1
Montrer que :

1 VUn
x> 5 - Z 72 converge.
n

n=1

Donner un contre-exemple pour x =

N =

1.1.456 | Mines-Télécom MP 2017
On définit la suite de fonctions (g, )nen de [0;1] dans R par :

9o =1
Vn € N> Vo € [Oa 1]7 9n+1($) :/ gn(l _t) de
0

1. Montrer que pour tout n € N, g, est bornée et que :

i} 1
Vn € N, || gn+1lloo < §||9n—1|’oo-

2. On pose :
+oo
G:z— ) gu(x).
n=0

Montrer que G est bien définie sur [0; 1] et déterminer une équation différentielle
vérifiée par G.

3. En déduire I'expression de G.

CCINP MP 2017

Soit f : [1;e[— R une fonction continue par morceaux et intégrable sur [1;e].
On définit une suite de fonctions (f,,)nen+ par :

tf(t) site[1;(1+2)"

f n<t) =

0 site{(l—l—%)n;e[

1. Montrer, en justifiant tres précisément, que la suite (f,),en+ converge simple-
ment sur [1 ;e[ vers une fonction que 1'on précisera.

2. Montrer que :
(1+3)"

lim x%f(x) dz = /16 f(x)dx.

n—+oo J1
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CCINP PSI 2017

On pose :
- n+2

n+1

U () - exp(—nz?).

1. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (i, )nen-
2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (Un ) nen

(a) sur [0;4o0];

(b) sur [a;+oo[ avec a > 0.

CCINP PC 2017

Soit Y a, une série a termes positifs convergente, et (b,,),en une suite d’entiers naturels.
) S

Notons :
—+o0

f(x) =" a, cos(2mb,z).

n=0
1. Montrer que la série définissant f converge normalement sur [0;1].

2. Montrer que f est définie et continue sur [—1;1].

1
3. Calculer/ f(x)dx.
Jo
4. Montrer que

converge et déterminer sa limite.

5. Montrer que
N-1 k
kz:%] exp (21bn N)
vaut N si N divise b,, et 0 sinon.
Notons I,, = {n € N* | N divise b, }.
Montrer que Sy = Z Q-

neln
.. 1
6. On choisit b, = n! et a,, = —.
n
Montrer que {n € N* |n > N} C Iy, puis que Nlir}rl NSy = +o0.
—r+00

Njw

1.1.460 | Mines-Ponts PC 2018

Pour tout entier n, on note p, le nombre de chiffres dans 1’écriture décimale de n.
Quelle est la nature de la série

“+00

> (10 —nn ) ?

n=0

99




[1.1.461] x

Soit f € C([0;1],R). Déterminer la limite de la suite

(fo1 £ f(t) dt)
f()1 trdt neN .

CCINP MP 2018

Pour tout n € N, soit
fn o Ry — R
r +— z(l+e ™)

1. Vers quelle fonction la suite (f,,)nen converge-t-elle simplement ?
2. La suite (f,,)nen converge-t-elle uniformément sur R, 7

3. Déterminer : )

lim z(l+e ™) dx.

n—+oo Jo

1.1.463 | Mines-Ponts MP 2018

Donner un développement asymptotique a l'ordre 3 de la suite (u,),en définie par :

11
Uy = dt.
o 1+t

COINP PO 2021

On considere une application fy € C'(R,R) et I'on pose pour tout n € N :

Vi € R, fopi(z) = /0 ") dt.

n
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z — et donner la valeur
= n!
de sa somme.

2. (a) Montrer que f; est de classe C! et déterminer f].
(b) Montrer que, pour tout n € N, f,, est de classe C™.

On admet provisoirement la propriété suivante :

Va>0,3dK e Ry, Vn e N, Vx € [—a;al, |fu(z)] < ‘5’7"
n!
+o0
3.(a) Soit F: x> > fu(z). Montrer que F' est définie et de classe C* sur R.
n=1

(b) Montrer que F' — F = fj.
4. Montrer que :
Vo € R, F(z) = e / folt)e tdt.
0

5. Prouver la propriété admise.

100




1.1.465 | Mines-Ponts MP 2018

Pour tout n € N, on pose :

+00 e 7
Uy = / ——dzx
o (14

Déterminer le rayon de convergence de la série Z Upz".

CCINP MP 2018

. . 5 1
Soit 5 € R. Pour tout n € N*, soit r, = E k=" et b, = —.
T
k=1

n

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z bpx™.

2. Etudier la convergence de la série pour © = —R et z = R.

X 2014

Soit (x,,)nen une suite réelle bornée telle que :

Montrer la la suite (x,),en converge et déterminer sa limite.

1.1.468 | TPE/EIVP PSI 2015
Soit )
I, = / (1 —x)"e > du.
0

1. Montrer que la suite (I,,),en converge et calculer sa limite.
2. Trouver une relation entre I, et I,, .
3. Quelle est la limite de nl, lorsque n tend vers +oo ?

4. Trouver a,b et c tels que I, = a+£+n%+o(%).

“+o00
1.1.469 | Mines-Ponts MP 2018

Soit (ay)nen+ une suite a valeurs dans | — 1;4o00[. Démontrer 'équivalence entre les
propriétés :

) =
ii) et ~ (1 + f:)n

— 0

1.1.470 | Mines-Ponts MP 2018

Soit (2,)pen € CN une suite de nombres complexes non nuls qui converge vers 0.

+00
1. Soit f(z) = Z a,z" de rayon de convergence R, telle que, pour tout p € N,
n=0
f(%,) = 0. Montrer que a, = 0 pour tout n € N.

2. Que dire de deux séries entieres f et g de méme rayon de convergence et telles
que f(z,) = g(z,) pour tout p?

101




COINP PO 2024

Soit (U )nen la suite définie par ug € [0;1] fixé et pour tout n € N :

u? +1
5

Up+1 =

1. La suite (uy)nen converge-t-elle 7 Si oui, calculer sa limite.

2. (a) Rappeler le théoréme de Cesaro.
(b) Soit (wy)nen une suite réelle telle que :

nl_l)gloo(wnﬂ —w,) =X €R".

Montrer que w,, ~ An.
n—-+00
3. On pose v, =1 — u,.
1 1
(a) Calculer lim ( — >
n—+00 Un+1 Un
(b) En déduire un équivalent simple de la suite (vy,)nen-

1.1.472 | Centrale-Supélec 2012

Montrer que si (a,)nen est une suite réelle de limite nulle, alors les séries Zan et

> (an 4 an+1) sont de méme nature. Est-ce encore vrai si 'on ne suppose pas que

lim a, =07
n——4o00

Soit (uy )nen+ la suite définie par :

1
—1)™\ sin(rv1+n2)
un—<1+( >> .

Calculer la limite de cette suite.

1.1.474 | Mines-Télécom PSI 2025

Etudier la nature de la série > sin(mvn? +1).

ENS PO 2024

Soit (an)nen €t (bn)nen deux suites réelles. On suppose que la suite (by,)nen est a termes
strictement positifs et que la série de terme général b,, est convergente.

a
On suppose que la suite <bn> converge et on note sa limite s.
"/ neN

On pose A,, = Zak et B, = Zbk-
k=0 k=0

. n
Montrer que la suite () converge vers .
"/ neN

102




CCINP MP 2024

Soit (a,)nen une suite décroissante positive qui converge vers 0. Pour z € [0;1], on
note uy,(z) = a2 (1 — x).

1. Justifier que la suite (a,)nen est bornée.

2. Etudier la convergence simple de la série > u, sur [0;1].

3. Etudier la convergence uniforme de la série.

Indication : on pourra majorer les restes en calculant la somme de k =n+1 a
+o00 de .

4. Calculer lim ( i > )
n—+oo \n + 1

5. Etudier la convergence normale de la série.

Indication : on pourra calculer la norme infinie de w,,.

1.1.477 | Mines-Télécom MP 2023

“+oo 1
Calculer lim O‘Z

a0+ notl’

n=1

1.1.478 | Mines-Ponts PSI 2025

Soit (2, )nen une suite de nombres complexes. On suppose que :
Yn £ m, |z, — 2m| = V2.
Soit A € R%.. On note M(2,) = (2n; yn) POUr 2, = T, + iy, et
E={neN| M) c[-A4;A?}.

1. Montrer que & est fini.

2. En déduire que lim |z,| = +oc.
n—+o00

1.1.479 | Centrale-Supélec PC 2023

Soit n € N*. Pour tout élément € = (go;...;¢,-1) de {0,1}", on pose :
n—1
(I)(E) = Z €k2k.
k=0

1. Montrer que ® est injective et déterminer son image.

2. Pour tout n € N*, on définit sur R la fonction

n—1

un cx— [ (1+$2k).
P

Montrer que la suite de fonctions (u,),>1 converge simplement sur | — 1;1] et
préciser sa limite simple.

103




1.1.480 | Mines-Télécom PSI 2023

Soit Z a,x" une série entiere dont le rayon de convergence est R.
On pose f,(x) = apz™.
1. Montrer la convergence normale de la série Z fn sur [—r;7] pour 0 < r < R.

“+oo
2. En déduire la continuité de = — Z anx”.
n=0

3. Rappeler le développement de la fonction arctan en 0.
Montrer qu’il reste valable en 1.

1.1.481 | Mines-Ponts PC 2018

n
Pour tout n € N*, on pose v, = »_ In(k).
k=1

1. A laide d’intégrales, montrer que v, est équivalent a nln(n) quand n tend vers
+00.

2. Pour tout n € N*, prouver ’égalité :

In (\/m) —In (Val) = n}rl <1n(n fy-iy ln(k;)> .

4

., 1"
3. Etudier la convergence de la série Z (=1

= Vnl

4. Démontrer la relation v, = nln(n) — n + o(n).

5. Etudier la convergence de la série de terme général

1

1.1.482 | Mines-Ponts MP 2013

Soit (a,)nen une suite décroissante convergeant vers 0 et (x,,)nen une suite réelle telle
que Y a,z, converge.

1. On suppose, uniquement dans cette question, que (z,)nen €st a termes positifs.
Montrer que :

lim a, Yz =0.

n—-+oo 1
2. Expliquer I'analogie entre transformation d’Abel et intégration par parties.

3. Montrer que :

n—-+0o

n
lim a, Z x, = 0.
k=1

(Dans le cas général cette fois.)

4. La décroissance de la suite (a,)nen est-elle nécessaire au résultat précédent ?
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CCINP PC 2019

Pour tout t € R, on pose :
+00

=> In(1+e™).

n=0
1. Quel est I’ensemble de définition de f 7
2. Montrer que, pour tout réel x > —1, on a In(1 + z) < z.
3. Montrer que tEr_n f(t) =In(2).

1.1.484 | ENSEA/ENSIIE MP 2022

Soit h € C' <[0,g} ,R) et f, : h(x)sin™(z), pour n € N.
1. Etudier la convergence simple de la suite (f,)nen.

2. Etudier de la convergence uniforme de la suite (fn)nen-

Centrale

On pose, pour tout n € N, u, = /n — |/n].
1. Etudier lim Up24p-
n—-+4o0o

En déduire que la suite (u,),eny n'a pas de limite.
2. Soit a € N et b € N* avec a < b.

Etudier lim wp2,2400n-
n—-+4o0o

3. Montrer que tout élément de [0;1] est la limite d'une certaine sous-suite de
(un)neN-

X-ENS

Soit (fy)nen une suite de fonctions croissantes toutes définies sur un méme intervalle
ouvert I, et a valeurs réelles. On suppose qu’il existe M € R tel que, pour tout = € I
et tout n € N, | f,,(x)| < M. Montrer qu’il existe une sous-suite de (f,,)nen qui converge
simplement sur I vers une fonction f.

1.1.487 Centrale-Supélec PC 2023
Lln(¢

L1
SoitIn:/O T du pour tout n € Net J = /1+¢d¢

1. Calculer £ = lim I,.

n—-+00

2. Calculer J apres avoir montré son existence.

3. Trouver (a; 3) € R? tel que :

1
+o0 n o n n
+ool 2
Ondonne‘zﬁz%.
n=1
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1.1.488 | Mines-Télécom MP 2022

400 "
Soit la série entiere Z —— et f sa somme.

n=0 (n‘)2

1. Quel est le rayon de convergence de cette série?

2. Quel est le lien entre f et / ? g2vasin(t) gy 7

s
2

CCINP PC 2018
sin?(nd)

On considere la série entiere Z —x".
n!
Déterminer le rayon de convergence et la somme de cette série entiere.

1.1.490 | ENS MP Cachan/Rennes 2017

1. Montrer que pour tout x appartenant a [0; ] :

T x
sin(z) <z et sin () > —.
2 T
On admet que pour ¢ appartenant a N* :
sin(kx) 1
k=q+1 k (g +1)sin (%)

/A

2. Montrer qu’il existe C' appartenant a R tel que :

sin(kx)

T

Vo e [0;m), Y < C.
k=1

On pose pour tout x appartenant a [0;27] :

() = z”: singm)

k=1

et si k € N*, n, = 2 et finalement :

k=1

3. Montrer que S, converge vers une fonction f continue sur [0;7].

2m
4. Montrer que pour tout p € N*, / cos(px) Sy, (x) dr admet une limite quand m
0

tend vers +o00, notée A(p).
5. Calculer A(p).

1.1.491 | Mines-Ponts MP 2013

Soit a > 0. Etudier la convergence de la série :
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COINP PO 2022

Soit f une fonction définie sur |0;+oo[, & valeurs réelles. Pour tout n € N*, on définit
la fonction suivante :

u, : ]0;+400][ — R
T — flx+n)— f(n)

Pour z €]0;+00[, on pose F(x Z U, () lorsque Z up, () converge.

1. Pour tout N € N*, montrer 1 egahte :

Z up(1l) = f(N +1) — f(1).
En déduire que lexistence de F(1) équivaut a la convergence de la suite

(f(7))nen-

2. Dans cette question, on prend pour f la fonction
r+— .
1+

3. Dans cette question, on prend pour f la fonction

T — sin (Wm+g\/5>

Montrer que F'(1) existe.

Montrer que F'(1) n’existe pas.
Indication : on pourra s’intéresser a f((2n + 1)?).

CCINP PSI 2018

Pour tout n € N* et x > 0, on pose :

fn(x) =

1
n n4+x

1. Etudier la convergence de Z fn-

n>1
2. Montrer que la somme S est de classe C*.
3. Calculer S(1).

X 2013

Soit n € N.
1. Montrer qu’il existe un unique z,, réel qui est solution de I’équation xe® = n.
2. Etudier la convergence de la suite (Tn ) nen-

3. Donner un équivalent de x,,.
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1.1.495 | Mines-Ponts MP 2015

Soit s € N*. On considere la série entiere Z ( >x"

n=s S

1. Déterminer son rayon de convergence.

2. Calculer sa somme S(zx).

CCINP

Soit (p;q) € N2. On pose :
1
L, = / (1 — )0 dt.
0

1. Calculer, pour (p;q) € N?, I'intégrale I, .

—+o00
2. La série Z I, ,, est-elle convergente ou divergente ?
n=0
400
3. Donner le domaine de définition réel de la série entiere Z I, n ™.
n=0

BNS PO 2023

Soit a > 0. Etudier la nature de la série :

—+00

> (sin(2nler))®.

n=0

Mines-Ponts

On pose, pour tout z € C et tout n € N :

P.(2) :kl‘[;@—;).

1. Montrer que, pour tout n € Net tout z € C, |P,(2)| < P.(—|#|). En introduisant

un logarithme, en déduire que la suite (P,(z))nen est bornée.

2. En étudiant la convergence de la série Y~ P,1(2) — P, (), établir la convergence

neN
de la suite (P, (2))nen. Soit :

f:z— lim P,(z).

n—-+4o0o

3. Montrer que f est continue en 0.

4. Montrer que f est 'unique fonction continue en 0 telle que :
Ve C, f(z) = (1—2)f (’;) ot £(0) = 1.

5. Montrer que f est développable en série entiere.
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1.1.499 | Mines-Ponts PC 2013

Etudier la nature de la série :

+oo n
> exp(—n3)/ exp(t?) dt.
n=0 0

X MP 2019

Pour tout x €] — 1;1[, on pose :

1. Montrer que P est bien définie.

2. Montrer que, pour tout x €| — 1;1],
+o0o
P(x) =) p(n)a",
k=0

ou p(n) représente le nombre de fagons d’écrire n comme une somme d’entiers
naturels.

3. Montrer que pour x tendant vers 1 par valeurs négatives,

P(x) = exp (fﬂ(l " o<1>>) ,
+o0 1
ou ((2) = kz_: L2

1.1.501 | Mines-Ponts MP 2025

Pour tout n € N* et pour tout x > 0, on pose :

hn(x):/0+oo( !

[CFwar dt.
1. Montrer que h, est dérivable sur R* et vérifie :
Vn € N*, Vo >0, hl(r)=—4nz’h,, (7).
2. Montrer qu’il existe une suite (a,),en+ telle que :
Vn € N*, Vo >0, h,(z)=a,2**"

3. En déduire h,(z) pour tout n € N* et pour tout z > 0.

1.1.502 | Mines-Télécom PSI 2025

ERCS)
Trouver la nature de la série Z sin (71'\/ n? + 1).
n=0
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1.1.503 | Mines-Ponts MP

A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur ag, la suite définie par
n
Api1 = 2" — p,

est-elle croissante 7

1.1.504 | Mines-Ponts PC 2025

On fixe @ > 0 et on pose [ = [0 ; g} Pour tout n € N, on définit la fonction :

U, : I — R
x +—— sin"(z)cos®(z)

1. Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur I.
n=>0

2. Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur [ 7

3. Converge-t-elle uniformément sur I 7?7

I1.1.505 | Mines-Ponts MP 2025

Sin € N*, on définit f, : [0;1] — R par :

_ Ja"In(z) size€]0;1]
ful) = {0 siz =0

Montrer que la suite (f,,)nen+ converge uniformément vers la fonction nulle.

I.1.506 | Mines-Télécom MP 2022

+0o0 1
Trouver la nature de la série Z Cos <n27r In (1 — ))

n=2 n

CCINP PSI 2022

On définit la suite (u,)nen par ug =1 et

1

Vn eN, u,. 1 = )
" et 1+u,

1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie, qu’elle est convergente, et déter-
miner sa limite.

2. Définir par récurrence deux suites de nombres naturels (p,)nen €t (gn)nen telles
que :

VnEN,un:&

dn

et en déduire que, pour tout n € N, u,, € Q.

3. Trouver une expression de u,, en fonction de n.
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I1.1.508 | Mines-Télécom MP 2022

Soit u la suite définie par :

n 1
Vn € N*, u,, = _—
kz=:1 (n+ k)~
1. Montrer que, si o > 1, la suite (u,)nen+ converge vers 0.

2. Que peut-on dire de la suite (u,)pens st @ =17

1.1.509 | Mines-Ponts PSI 2013

Soit o € R. Pour tout n € N, on pose :

V3 (="
Uy, = arccos (2 + ) —

nOé

T
-

Quelle est la nature de la série Z Up !

1.1.510 | Mines-Télécom MP 2017

, 1"
Etudier la nature de la série Z #
sin+t cos(n)

1. a l'aide d’un développement limité ;

—1)" —1)"
2. en étudiant la série Z < (=1) — (=1) > ;

=1 \n + cos(n) n

3. en montrant que le critére des séries alternées s’applique.

X MP 2017

On admet 'énoncé suivant :

< &n
qn

Pour tout réel o, s’il existe une suite de rationnels (m) telle que 0 < ‘Oz — z—"
In neN "

avec €, = o(1), alors « est irrationnel.

+o00o
Soit la suite de terme général F,, = 22" + 1. Montrer que » o est irrationnel.
n=0 "7

GoINp PSI 2016

“+o0o
1. Calculer Z 22" pour tout x € R,

n=1
$2
e —1

dzx.

—+o0
2. Montrer 'existence de J = /
0

+o0 2
3. Montrer que J = kz_:l =R
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1.1.513 | Mines-Télécom MP 2016

+oo

Soit n € N* et I, = / ¢~ sin™(z) da.
0
1. Montrer que I, est bien définie pour tout n € N*.

2. Etudier la convergence de la suite (I, )pen--

1.1.514 | Mines-Télécom 2024
Soit f:az— > i

n=0

Déterminer Dy.

Montrer que f est continue, puis qu’elle est C'*°.
Etudier la croissance de f.

Calculer xll>r(r)1+ f(z) et xgrfoof(x)

A

Trouver un équivalent simple de f en 0.

I1.1.515 | Mines-Télécom MP 2019

L1
1. (a) Montrer que Z/ "1—=z dx—/ dz.
0

14+
+o00 (_1 k+1
b) En déduire la valeur de ————. On pourra regrouper les termes deux a
k
k=1
deux dans la somme partielle.
+o0 1
2. Calculer de deux maniéres différentes Y " (—1)" / 2*"(1 — z)dx et en déduire
n=0 0

L (-
la valeur de Z .
= (2n+1)(2n +2)

ENS MP 2014

On note D le disque unité de C. Soit f une fonction de D dans C telle que f(0) =0 et
f ne s’annule en aucun autre point. Soit (P,),en une suite de polynémes a coefficients
complexes qui converge uniformément vers f. Montrer que pour tout réel r strictement
compris entre 0 et 1, il existe un entier N tel que pour tout entier n supérieur a N, le
polynéme P, admet une racine dans B(0, r).

ENS MP 2023

On admet le développement asymptotique suivant :

ww~

1
+7+O< )
n

Montrer que :
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CCINP PC 2013

Soit I =]0;4o00][. Pour tout entier naturel n, on pose :

r—1
(n+1)(n+x)

Un(x) =

1. Montrer que la série Zun converge simplement sur /. On note S la somme
associée.

2. (a) Soit (a;b) € R?* avec 0 < a < b. Montrer que la série converge normalement
sur [a;bl.
(b) En déduire la continuité de S.

3. Montrer que S est dérivable sur I, et que l'on a :

/ = 1
S = 2 Ty
4. (a) Montrer que :
p-1 1 1
(n+D(n+p) n+1 n+p
p—lq
(b) En déduire que S(p) = » —.
=

5. Calculer lim S(x).

T—+00

I.1.519 | X-ENS Cachan PSI 2019

Soit (uy)nen une suite de réels strictement positifs, de limite nulle, et o > 1.

On suppose que :

. Up — Un+1
lim ——"" — ¢ e R*.
n—-+00 u%

L’objectif est de montrer que la série de terme général u,, converge si et seulement si
a < 2.

1. Montrer que la suite (u,)nen est strictement décroissante a partir d’un certain
rang N.

2. Soit o < 2.

A Taide de I'inégalité suivante (que 1’on justifiera) :

Up, — Un41 un 1
a—1 = a—1 dt’
un Un+1 t
;. o Up — Un+1 , .
montrer que la série de terme général —————— converge. En déduire la conver-
u
n

gence de la série de terme général wu,,.
3. Soit o > 2.

;. s s Up — Un+41 . , .
Montrer que la série de terme général ————— diverge et en déduire que la
o

n
série de terme général u,, diverge également.
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1.1.520 | Mines-Ponts MP 2015

Pour tout n € N, on considere le polynome :

1 lX 2n+1 IX 2n+1
S I e .
@ 21(( +271—1—1) < 2n—|—1> )

1. Déterminer les racines de @),,.

2. Démontrer alors que celui-ci s’écrit :

n X2
Qn:szl;[l (1_ (2n+1)2tan( km ))

2n—+1

3. En déduire que, pour tout x réel,

sin(w):xljj(l— v )

m2n2

1.1.521 | Mines-Télécom MP 2024

Pour n > 3 entier, on considere 1’équation suivante :
(E,) : e =a™

1. Montrer que (E,) admet deux solutions «, < [3,.
2. Trouver la limite de la suite (53,,)n>3.
3. Donner un équivalent de (,,.

4. Donne un développement & deux termes de f3,,.

Centrale
Soit n € N. On pose u,, = /n — |/n].

La suite (u,)neny admet-elle une limite ?

X ESPCI 2017

On considére une suite (A, ),en décroissante positive. Montrer que :

Z A, converge <= A, =o <1> et Zn(An — A,11) converge.

n
X MP 2022

Soit f la fonction définie par :

fay = ot i)
€Tr) =
V1i—=z
On sait que f est développable en série entiére et on peut écrire f(z) = chx”.

3
c4

v

Montrer que ¢, ~
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1.1.525 Centrale-Supélec PC 2019

Soit § € R. On pose :
VneN, S, => cos(k).

k=0

1. (a) Montrer que :

® ocos(k) S, &R 1 1
2 75 _M+,;Sk<w_(k+1)ﬂ>_l‘

k=1

(b) Montrer que la série de terme général U,, = cos(ﬁn)
n

2. Soit a > 0. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la série de

terme général
Vi, = /n®+cos(n) —n

converge.

D[R

converge.

CCINP MP 2023

Pour tout n > 2 entier, on pose :

1. Montrer que Zun diverge.

2. Montrer que pour tout n > 2 entier :

[ @)t << [ " ()2 dt.

3. Pour z > 1, calculer / (In(¢))? dt et en trouver un équivalent en +oo en fonction
1

de z — z(In(x))>.

1 1

4. Déterminer un équivalent de <> et en déduire la nature de Z —.
u

n=2 n

Up

1.1.527 | Mines-Télécom MP 2016

Soit a € R. Pour tout n € N, on considére :

u, : [0;1] — R
r +— n%"(l—ux)

Déterminer les modes de convergence de la suite de fonctions (u,),en, puis de la série
de fonctions Z Uy,
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X ESPCI 2016

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions définies pour z > 0 par :

) =3 )
k=1

1.1.529 Centrale-Supélec PC 2016

Soit (uy,)nen la suite définie par :
up=u; = —1 et upro = (n+ Dupr1 + (n+ 2)u,
On pose
+00
= Z Uy T"
n=1
en supposant le rayon de convergence non nul.
1. Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par f.

2. Résoudre cette équation pour en déduire f.

3. Déduire I'expression de u,,.

X-ENS

Soit (U )nen+ la suite réelle définie par :

7 sin? 7mx
= dzx.
tan 7T$

+00 , «

Etudier la série —% pour (o; B) € R2.
n=1"

Centrale

Soit (un)nen une suite vérifiant (ug;u;) € RY x RY, et

Unp

VYn>1l, Uppy=-—"7-—7—.
= 4y n+1 1‘|‘Unun—1

Trouver un équivalent de wu,, en +oo.

BNS PC 2024

On consideére une suite réelle (a,),>1 vérifiant :
n 2
an+1 = 10"%a;.

Pour quels a; > 0 a-t-on lim a, =07
n——400
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Centrale

On considere, pour chaque n € N, I’équation suivante :
x + In(x) = n.
1. Démontrer que cette équation admet une unique solution z, €]0;4o00[, puis
démontrer que la suite (z,),en est strictement croissante.
2. Démontrer que la suite (z,),en tend vers +oo.
3. Démontrer que z,, ~ n.
“+o0o

4. Démontrer que z, =n — In(n) + o(In(n)).
On pourra poser a,, tel que 2 =1+ a,,.

n
n

== tn(o) + 20 (200,

n n

5. Démontrer que :

BNS PC 2024

Soit (ay,)nen une suite réelle telle que ag = 0 et

aiﬂ =a? -8 pour tout n > 1.
+o0
Montrer que la série Y _|a,11 — a,| converge.

n=0

ENS PC 2024

On cherche a calculer la valeur maximale de
> n 1
S= Z ?(al"'an)”
n=1

+o00
parmi les suites (ag)ren+ de nombres positifs telles que Z ap = 1.
k=1

1. Calculer S dans le cas ou les (ay)ren+ forment une suite géométrique.
2. En déduire la valeur maximale de S parmi les suites géométriques.
3. Soit x1,...,x, des réels strictement positifs. Montrer que :

x1+...+xn
—n .

1
(@1 ap)n <

4. On note G,, = (aq - - - an)%. Montrer que :

Gn g non+1 ];4 Qg

Wl Do

5. En déduire que S <
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1.1.536 | Centrale-Supélec MPI 2024

1. Soit a € R. Donner le rayon de convergence et les coefficients du développement
en série entiere de (1 + u)®.

On note (3) de tels coefficients (extension des coefficients binomiaux aux réels).

2. Soit n € Net 8> 0. Notons :

Montrer que lim p, = 0.
n—+o0o

3. (a) Soit a et o deux réels. Montrer que :
(a—l—o/) _ ¥y (a) (o/)
" (majenz \P/ \ 14
pra=n

(b) Soit 0 < x < y. Montrer que :

(x+y)* = io <a> "y ",

n=0 n

o 7/
(¢) Montrer que 2* = ) ( )

n=0 n

1.1.537 | Mines-Ponts MP 2014

Pour tout n € N*, on pose :

1
a, = — + 4+ 4 —.
n n+1 3n

1. Etudier la convergence de la suite (@ )nen--
2. Cette suite possede-t-elle une limite £ 7

3. Si oui, donner un équivalent de a,, — ¢ en 4007

ENS PO 2025

Soit un réel 5 > %
1. Montrer que :
2
—n? T2 —1
2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout o € R :
= 1

L5 o=

BgC.
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ENS PC 2025

Soit (2, )n>1 une suite de réels telle que :

lim (4z, + 2%, +xy2) =T.

n—-+00

Montrer que que la suite (x,),>1 converge vers 1.

ENS PO 2025

Soit v €10;1]. Soit (z,),>1 une suite lde positifs réels. On suppose que :
Vn>1, v, <o+ x}l’”.

Montrer qu’il existe D > 0 tel que :

1
Yn>1, z, <Dnv.

Que se passe-t-il pour v =07

ENS PC 2025
2

Soit (an)nen € R et ¢ > 0 tel que lillﬂ a, = 0 et pour tout n € N, |a,41 — a,| < ca;.
—+00

n
Montrer qu’il existe d > 0 tel que pour tout n € N*, a,, > %

ENS PO 2025

Soit & € R et x, y € R (pour tous n € N et N € N) tels que :

VN eN, lim z,y=a.
n——+o0o

Montrer qu’il existe une suite (N,,),en & valeurs entiéres telle que :

lim N,, = +oc0
n—-+4oo
et

lim =z = q.
n—-+o00 7N

ENS PC 2025

Soit (2, )n>1 une suite de réels telle que la suite (y,,)n>1 définie par :

1
Yn = Tnt1 — Exn
satisfait
lim y, = 0.

n—-+00

Montrer que :

lim z, =0.
n—-+o0o

119




2 Continuité et dérivabilité

Mines-Ponts

Soit P € R[X] scindé sur R. Montrer que pour tout réel «, le polynéme P’ + aP est
lui aussi scindé sur R.

BNS Ut

Soit P € R[X] tel que P > 0 sur R. On pose Q@ = P+ P' 4+ P" + --- + P™ avec
n = deg(P). Montrer que @ > 0 sur R.

Mines-Ponts

Soit f :[0;1] — [0;1] une fonction dérivable telle que f(0) =0 et f(1) = 1.

Montrer qu'il existe z; < --- <, tels que Y f'(z) = n.
k=1

X PC 2020

Soit f: R — R de classe C? sur R. On suppose f/ > 0et 0 < f” < f.
Montrer que f' < f.

Mines-Ponts MP

Soit a < b deux nombres réels et ( f,,),en une suite de fonctions définies et continues sur
[a;b]. On suppose que la suite (f,,)nen converge uniformément sur [a; b] vers une fonc-
tion f. Montrer que (min(f,))nen converge vers min(f) et que (max(f,)),en converge
vers max(f).

Mines-Ponts PC 2023
3
Soit f:x —

1 arctan(z).

1. La fonction f admet-elle une asymptote en +o00? Le cas échéant, donner une
équation de cette droite.

2. Etudier les variations de f.

Mines-Ponts

Soit a €]0;1] et f: R — R dérivable telle que, pour tout € R, f'(z) = f(ax).
1. Montrer que f est égale a sa série de Taylor sur R.

2. Déterminer toutes les fonctions g : R — R dérivables telles que, pour tout x € R,
g'(z) = g(az).

Mines-Télécom MP

1. Soit f une fonction continue de [0;1] dans R telle que f(0) = f(1). Montrer
quil existe z € [0; 3] tel que f(z + 3) = f(x).

2. Soit f : [0;1] — [0;1] croissante. Montrer que la fonction f admet un point
fixe, c’est-a-dire qu’il existe x € [0; 1] tel que f(z) = z.

Indication : on pourra considérer I'ensemble A = {x € [0;1] | f(x) < x}.
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Mines-Télécom MP
Soit f et g deux fonctions de [0; 1] dans [0; 1], continues et vérifiant fog=go f.
1. Montrer qu’il existe a € [0;1] tel que g(a) = a.
2. Supposons que pour tout = € [0; 1], f(x) > g(x).
Montrer que la suite (f"(a)),en est croissante.

3. Montrer qu'il existe ¢ € [0; 1] tel que f(c) = g(c).

1.2.10 | Mines-Ponts PC 2023

Soit f et g deux fonctions appartenant a C'(R,R) telles que f o g est strictement
décroissante.

1. Montrer que f o g admet un unique point fixe.

2. Montrer que g o f admet un unique point fixe.

X-ENS

Soit f : R — R une fonction telle que pour tout segment [a;b] C R, f([a;b]) est un
segment, et f~({z}) est un fermé pour tout z € R. Montrer que f est continue.

cep

1. Soit (f,)nen une suite d’applications de [a;b] dans R. On suppose que la suite
(fn)nen converge uniformément sur [a;b] vers une application f, et que, pour
tout n € N, f,, est continue en z, avec xy € [a;b]. Montrer que f est continue
en .

2. On pose, pour tout z € [0;1], g,(x) = a™. La suite (g,)nen converge-t-elle
uniformément sur [0; 1] ?

cep

1. Enoncer le théoréeme des accroissements finis.

2. Soit f : [a;b] — R. On suppose que f est continue sur [a;b] et que f est
dérivable sur |a;zo[ et sur |xq;b[. Démontrer que si la fonction f’ admet une
limite en xg, alors la fonction f est dérivable en xq et f'(zq) = lim f'(x).

T—T0

3. Prouver que I'implication
f dérivable en zp = f’ admet une limite finie en x

est fausse.
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par g(z) = z?sin (1) si

x #0et g(0) =0. ’

X PC 2000

Soit f : Ry — R continue et surjective. Montrer que l’ensemble des zéros de f est
infini.
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[1.2.15] cop

1
1. On pose =e? et h(x) = .
n pose g() @) =173
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h
sur leurs ensembles de définition respectifs.

eQz

2. On pose f(z) = .

pose f(z) = 1——
En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n®™® d’un produit de
fonctions, déterminer pour tout entier naturel n et pour tout z € R\ {—1}, la

valeur de f( (x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz utilisée dans la question
précédente.

X PC 2019

Soit f une fonction continue et périodique de R dans R, ¢ un nombre réel. Montrer
qu’il existe un nombre réel x tel que f(x +t) = f(z).

X-ENS 2015

1
Montrer que la fonction x — x?sin [ — | est prolongeable en une fonction f continue
x

sur R. La fonction f est-elle C1,C?,...7

Petites Mines 2015
1
Soit f € C([0;1],R) telle que / flx)dz = f(1).
0
Montrer qu’il existe ¢ €]0; 1] tel que f'(c) = 0.

X-ENS 2015

Montrer que la fonction z —

- est prolongeable en une fonction f, C'* sur R, et

que les coefficients de la série de Taylor de f sont des nombres rationnels.

—

. 1 — cos(x)
Montrer que la fonction z

22
C* sur R. Calculer f(™(0) pour tout entier n.

est prolongeable en une fonction f de classe

Centrale 2015

Soit f € C([0;1],R).

1
1. Montrer que si / f(t)dt = 0, alors f s’annule au moins une fois sur |0; 1.
0

1 1
2. Montrer que si / f(t)dt = 3 alors f admet au moins un point fixe sur |0;1].
0
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cop wp

On désigne par C'([0; 1], R) espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1] & valeurs
dans R. Soit f € C([0;1],R) telle que

1
Vn e N, / £ F(t) dt = 0.
0

1. Enoncer le théoreme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polyno-
miales.

2. Soit (P,)nen une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur
le segment [0; 1] vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f)nen converge uniformément sur [0 ;1]

vers f2.
1

(b) Démontrer que /01 fA(t)dt = lim P,(t)f(t)dt.

n—+o0 J(

(¢) Caleuler | "Bt F(8) dt.

3. En déduire que f est nulle sur l'intervalle [0;1].

G 2016

—+00

Soit f(z) =Y In(1+ e ™).

n=0

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
2. Etudier la continuité de f.
3. Préciser Zgrfoof(x) et f(D).

ENS Ulm

Pour tout n € N, soit f,, : R — R dérivable et telle que || /||« < 1. On suppose que la
suite (f,)nen converge simplement vers une fonction g. Montrer que g est continue.

1.2.25 | Mines-Ponts PSI 2019

Soit n € N* et M : R — M, (R), une application dérivable sur R.
1. Montrer que l'application f : R — M, (R) définie par :

Vo € R, f(z) = M(z)" M(x)

est dérivable sur R et donner l'expression de f'(x) pour z € R.

2. Soit A : R — A,(R) une application continue et M : R — M, (R) de classe
C*, solution de I'équation différentielle M’(z) = A(z)M(z). On suppose que
M(0) € SO,(R). Montrer que :

Ve e R, M(x) € SO,(R).
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X-ENS

1. Soit f une fonction a valeurs réelles, définie, continue et injective sur un intervalle
I de R. On note T' = {(z;y) € I? | # < y}. On considére deux couples (x1; ;)
et (xq;y2) appartenant a 7. Pour ¢ € [0;1], on pose u(t) = (1 — )z + tag et
v(t) = (1 —=t)yr + tye.

Montrer que, pour tout ¢t € [0;1], (u(t);v(t)) € T, et en déduire que f est
strictement monotone.

2. Soit f dérivable sur I telle qu’il existe (a;b) € I? vérifiant f'(a)f’(b) < 0. A
'aide de la question précédente, montrer qu’il existe ¢ € |a; b[ tel que f/'(c) = 0.
Quel théoréme peut-on ainsi montrer ?

3. Déterminer les fonctions f deux fois dérivables sur R, ne s’annulant pas, telles

que |f"| = f.

oo 2017

T
Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin | ———|.

1. Donner le domaine de définition de f et celui de f’.
2. Calculer f’(z). Conclure.

Mines-Ponts PSI

Soit £ = C([0;1],R) muni de la norme ||-||oo-
1

Soit e € E et Tezf€E>—>/ e(t)f(t)dt € R.
0

Montrer que 7, est une forme linéaire continue et calculer ||7¢||e, la norme de T,
subordonnée a ||| -

Indication : considérer f. :t %, oue > 0.

ENS MP MPI

Soit f la fonction de R vers R nulle sur R\ Q et définie par f (’ql) = ﬁ sipeNet
q € N* sont premiers entre eux.
Quels sont les points de continuité de f?

ccp

00 T
On consideére la série de fonctions S(x) = _—
() nX::l n(1 4+ nz?)

1. Etudier le domaine de définition de la fonction S et sa continuité.

2. Montrer que la fonction S est dérivable sur R*.

TPE/EIVP
Soit (a;b) € C*, n € N* et P = (X —a)"(X — b)". Donner une expression de la dérivée
n®™e de P et en déduire ) (n

2
) en fonction de n.
i=0

1
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Mines-Ponts PSI

2x
Pour tout n € N*, on pose f, : 2 € R = — 5
+n
+00
1. Montrer que la fonction f : z +— Z fu(z) est définie sur R.
n=1

2. Etudier la limite de f en 400 et en —oc.

3. Montrer que la fonction f est continue mais que la série de fonctions Z fn ne
converge pas uniformément sur R.

Centrale PC
Soit £ = C1([0; 1], R). Si f € E, on note [[fl2 = /i /2 et [l = sup,eoyl f(D)]. On

fixe un réel o dans [0;1].
1

\/1 x—a)2'

Montrer que la suite (|| f,||2)nen converge vers zéro.

1. Pour tout n € N, on pose f, : x € [0;1]

2. L’application ® : f € E'+— f(«a) € R est-elle continue pour la norme ||-||2 ?
3. Existe-t-il un nombre réel C' > 0 tel que, pour tout f € E, ||flloc < C||f|l27
4. Soit n € N. Existe-t-il C' > 0 tel que, pour tout P € R,,[X], || P||c < C|| P27

[1.2.34] x

Existe-t-il une injection continue de [0;1]* dans [0;1]?

1.2.35 | Mines-Ponts MP 2024

Soit f : x»—>zsm(2 )

1. Montrer que f est bien définie.

2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

1.2.36 | Mines-Télécom PC 2022

En appliquant le théoréme des accroissements finis, prouver I’encadrement :

Vz €]0; +oo], 5 < arctan(z) < z.

1+ 2

ENS MP 2017

Soit f : R — R dérivable sur R telle que f' = 0. Pourquoi a-t-on f constante sur R?

1.2.38 | Mines-Télécom MP 2025
cos(z) — 1
x2 ‘
1. Montrer que k est prolongeable par continuité en 0.

Soit k:x —

2. La fonction k est-elle dérivable en 07 de classe C' en 07

3. A-t-on d’autres informations sur k7
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1.2.39 | Mines-Ponts MP 2019

On pose, pour tout n € N, f,, : x — In (1 ++1+ x”)
Montrer que pour tout n € N, f,, est dérivable une infinité de fois en 0, et donner les
expressions de ses dérivées successives en 0.

1.2.40 | Mines-Ponts MP 2019

Soit f une fonction dérivable de [0; 1] dans R non identiquement nulle telle que :
I € R,V € [0; 1], /()] < MIf ()]

Montrer que f ne s’annule pas sur [0; 1].

1.2.41 Centrale-Supélec

Existe-t-il une fonction continue de [0;1] dans R telle que f soit non monotone sur
tout segment de [0;1] 7

CCINP PC 2018
Soit
f: R — R
r — T %—FJ

xT

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que, pour tout x € R*, |f(x)| < |z|.

La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 07 Si oui, on désigne par
g son prolongement.

3. Posons Ty(z) = Jlx) pour > 0. La fonction T} a-t-elle une limite quand x
T
tend vers 07

Indication : utiliser les suites définies par x,, = 2n2ﬁ et y, = %H

4. La fonction g est-elle dérivable en 07
5. Soit k € N\ {0;1}. La fonction f est-elle continue en ; ?

Indication : prendre I = }ﬁ, H et J = H, ﬁ {

) 1
6. Etudier I'existence et la valeur de / f(z)dz.

1

2

1.2.43 | Mines-Télécom MP 2025
Soit h la fonction définie par :

In(l+z)—=x
—_—

h(z) =

T

Montrer que la fonction h est prolongeable en une fonction de classe C* en 0.
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Mines-Ponts MP 2015
Soit
T T
f(x) ={ sinh(z) sin(z)
0 sizx=0

stz €]0;7]

1. Montrer que f est de classe C* sur [0;7[. Calculer f/(0).
2. La fonction f est-elle de classe C* sur [0;7[? Calculer f”(0) .

1.2.45 | Mines-Ponts MP 2015

Soit f : Ry — R uniformément continue.
Montrer qu'il existe (a;b) € R? tel que, pour tout z € Ry, f(x) < azx + b.

1.2.46 | Mines 2023

Soit f € C™(R,R) telle que f(0) = 0.

1. Montrer que g : x — est de classe C'*°.

2. On suppose que f(x) > 0si x # 0, et que f”(0) # 0.
Montrer qu'il existe h € C*°(R, R) telle que h? = f.

1.2.47 | Mines 2023

Soit f € C*(R,Ry).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que /f soit dérivable sur R.

2. On suppose que f(0) = f/(0) = f”(0) = 0 et on considere a > 0. Montrer que
pour tout x € [—a ;] :

f'(@)* <2f(x)M(a) avec M(a)= sup |f"(t)].

It <2a

3. Ecrire une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction /f soit de
classe C* sur R.

1.2.48 | Mines-Ponts MP 2021

Soit n € N*. Soit f : [-1;1] — R de classe C"*! telle que f(0) = 0.

1. Montrer que :
1
Va # 0, J(x) :/ f(at) dt.
x 0

2. Montrer que :

Vk € [0;n], ilg% <f>

1.2.49 | Mines-Ponts MP 2018

Soit f : [a;b] — R une fonction croissante. On note ® 'ensemble de ses points de

discontinuité. Montrer que 'on a ® = U 9, avec D, fini pour tout n € N.
neN
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X MP 2017

On dit qu’'une fonction f : C — C est C-dérivable en zy € C s’il existe £ € C tel que

o 1) = £ ()

Z—20 z — ZO

= /.

1. Montrer que z +— 22 et 2z — e* sont C-dérivables.
2. Montrer que z — Z ne l'est pas.
3. Soit f: C — C. On pose f : R? — R? définie par :

f@;y) = (fu(@;); folwsy) = (Re(f(w + iy)); Im(f (« + iy)) ).
Montrer que f est C-dérivable en zy = ¢ + iy si et seulement si :

f est dérivable en zg = xo + iyo,

0 0 0 0
éf;(iﬁo;yo) = a{j(xo;yo) et £(x0;y0) = —aJ;Q(xoéyo)-

1.2.51 | Mines-Ponts MP 2021

Soit f € CY(R,R) et £ € R. On suppose que f vérifie :

lim (f(z) + f'(x)) = ¢.

T—-+00

Montrer que lim f(x) = /.

T—+00

ENS Lyon MP 2016

Déterminer les fonctions f continues de R dans R telles que :

Vr € R, hl_i}rfoo (f(x+h) + f(x —h) —2f($)) =0.

1.2.53 Centrale-Supélec TSI 2023

On définit la fonction f par :

1. Tracer 'allure de f.
2. Montrer que f est de classe C*° sur R7.
3. Pour tout N € N, montrer qu’il existe un polynéme Py tel que pour tout x > 0 :

0= (2o ().

X

4. Montrer que f est de classe C* sur R,.

5. Montrer que f n’est pas développable en série entiere autour de 0.
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ENS MP 2022

Soit a et b deux réels tels que 0 < a <1, b>1et ab> 1. On pose :
+00
Vo €R, fop(z) = a" cos(V'mz).
n=1

1. Montrer que f,; est bien définie, qu’elle est continue sur R et qu’elle est bornée.

In(a)
2. On pose a = — . Montrer que :
In(b)
+oo
Vz € R, fop(z) = b " cos(b"mz).
n=1

3. Montrer que f, est a-holdérienne, c’est-a-dire :

3C > 0, V(z;y) € R?, | fap(®) — fap(y)] < Clz —y|*.

4. Soit x € R et N, m deux entiers naturels non nuls. On pose h = o

Calculer : +h
/ Jap(t) cos(b™mt) dt.
x—h

5. Montrer que :
z+h
/ Fan(t) cos(b™t) dt < Ca™.

—h

6. Montrer qu’il existe un réel xz,, tel que 'on ait :

Ca™
5

|fa,b($m> - fa,b(x)| <

7. Que peut-on dire d’une fonction a-holdérienne avec av > 17

8. Montrer que f,; est nulle part dérivable.

1.2.55 Centrale-Supélec MP 2023

Pour o € N, avec o > 2 et 5 €]1;400], on pose :

Fas®) =3 cos(27roz”t)'

neN Bn

1. Donner les théoremes de continuité et de dérivabilité des séries de fonctions.
2. On suppose que a < 3. Montrer que f, g est continue et dérivable sur R.

3. On suppose que a > . Montrer que f, g n’est pas dérivable en 0.

En déduire une condition pour que f, g soit de classe C*, mais non de classe
C*1 sur R.

129




1.2.56 | ENSEA/ENSIIE MP 2025

Soit une fonction f : R, — R continue et dérivable en 0 telle que f’(0) = f(0) = 0.
1 T

On définit la fonction g telle que g(0) = 0 et g(z) = —/ f(t) dt pour tout x > 0.
x Jo

1. Montrer que g est continue en 0.

2. Montrer que g est dérivable et calculer sa dérivée.

1.2.57| ENSEA/ENSIIE MP 2018

On considere la fonction : .
B o0 (—1)”[[‘”
fla) = Z 3n+1"

n=0
1. Donner le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Etudier la continuité de f sur Dy.
3. Calculer lim f(x).

z——1%
4. Btudier la dérivabilité de f sur I'intérieur de D;.

5. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

Mines-Ponts

On dit qu'une fonction f : [0;1] — R admet une corde horizontale de longueur ¢ € R
Si:
Jx € [0;1] tel que tel que x4+ ¢ € [0;1] et f(x+0) = f(x),

c’est-a-dire si la corde reliant les points (x; f(x)) et (z + ¢; f(x + £)) de la courbe
représentative de f est horizontale.
1. Soit f : [0;1] — R, continue, telle que f(0) = f(1). Montrer que f admet,
pour tout n € N* une corde horizontale de longueur % (théoréme de la corde
universelle).

2. Si pour tout n € N* ( # %, montrer qu’il existe une fonction f : [0;1] — R,
continue, telle que f(0) = f(1) et n'admettant pas de corde horizontale de
longueur ¢.

3. Soit f : [0;1] — R, continue, telle que f(0) = f(1). Prouver que, pour tout
n € N*, f admet au moins n cordes horizontales de longueur multiple de %

4. Soit f : [0;1] — R, continue, telle que f(0) = f(1) et g : [0; 1] — R une fonction
continue et strictement monotone. On pose L = g(1) —g(0). Montrer qu’il existe
n paires {T;; T/} C [0; 1] telles que :

F(T) = J(T!) et 3k €, lo(Ty) — o(T)] = k| |

5. Montrer qu'une courbe fermée du plan, continue, et tournant de facon monotone
n fois autour d’un point, se recoupe au moins n — 1 fois.
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1.2.59 | TPE/EIVP MP 2019

Soit f : R — R une fonction continue vérifiant :

V(ziy) € R, |f(z) = f(W)| = o —yl.

Montrer que f est bijective.

I1.2.60 | Mines-Ponts PC 2015

Un marcheur parcourt (contintiment) 6 kilometres en une heure. Montrer qu'il existe
une demi-heure durant laquelle il parcourt exactement 3 kilometres.

1.2.61 | Mines-Ponts

Soit I un intervalle et f : I — R. On dit que f est uniformément continue sur I si :
Ve e RY, I e R: V(zyy) € P, |z —y| <6 = |f(z) — fly)|< e

1. Soit (a;b) € R? avec a < b. Soit f une fonction continue sur [a;b] et & valeurs
réelles. Montrer qu’alors f est uniformément continue. (théoréme de Heine)

2. Une fonction continue sur R est-elle nécessairement uniformément continue ?
3. Soit f une fonction continue sur [0;1] a valeurs réelles.

(a) Montrer que :
lim ~ S(=1)Ff (i) = 0.

(b) Montrer que :

1.2.62 | Mines-Ponts PC 2024

Déterminer une fonction f de classe C* sur | — 0o 1] telle que :

vz €]0: 1], f(x) :jilncfg)

1.2.63 | Mines-Ponts PC 2024

Soit f : [0;1] — R une fonction dérivable différente de la fonction nulle. On suppose
qu’il existe M > 0 tel que :

Vo € [0;1], [f'(2)] < M|f(z)].

Montrer que la fonction f ne s’annule en aucun point de [0;1].

1.2.64 | Mines-Télécom PC 2019

On définit f: R — R par f(0) =0 et f(z) = 2®sin (1) si x # 0.
T

Déterminer un développement limité de f en 0 a un ordre le plus grand possible.
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X MP 2022

Soit f une fonction continue de [a;b] dans R, telle que f(a) = f(b).

1. Pour n entier supérieur a 2, montrer qu’il existe (a'; V') € [a;b]? tel que :

Fld) = f) et H—a =272

n

2. En supposant de plus f dérivable sur |a;b[, en déduire le théoreme de Rolle.

3. Application : soit f : x — e~**. Déterminer le nombre de points d’annulation

de f™.
Centrale-Supéléc MP 2017
Soit
+o0 1,2
= —1)'"In{l14+ ———].
f(@) nz::l( ) n( +n(1+x2)>

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe C! sur R.

3. Déterminer xggloof(x)

1.2.67 | Centrale-Supélec PSI 2015

On définit g sur |0; 1] telle que g(z) = ™.
1. Trouver « réel tel que, en posant ¢g(0) = «, g soit continue sur [0;1].
. Donner la représentation graphique de g.

2
3. Expliciter 'allure de g en 0 et donner son minimum.
4

1
. Donner une valeur approchée de / g(x)dz.
0

1 oo
5. Trouver une suite (an)nen telle que / g(z)dz = > a,, puis donner la valeur
0

n=0

de /01 g(z)dz.

ENSAM PSI 2017

On note D = {z € C| |z| < 1}. Soit f définie sur D par :
Vz € D, f(2) = |cos(z)]*

1. Montrer que f est bornée sur D.
2. Exprimer f(z) en fonction de Re(z) et de Im(z).
On rappelle que cos(z) = 5(e!* 4+ 7).

3. Déterminer le maximum et le minimum de f sur D.
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CCINP PC 2016

Soit ¢(x) = exp(exp(z) — 1). On admet le développement suivant :
o(x) =1+ + 2+ 22° + o(z?).
1. Calculer ¢™(0) pour n € {0;1;2;3}.

2. On définit, par récurrence la suite (P,),en, par :

PO =1letVne N, PnJrl = Z <Z>Pk
k=0

Calculer Py, P, et Ps.
3. Montrer que P, < n!

+o0
4. Soit f(x) = Z —Taz” Montrer que le rayon de convergence de f est différent
= n!

de 0.

5. Prouver que f'(z) = exp(z) f(x).
6. En déduire le développement en série entiere de ¢.

CCINP PSI 2017

Montrer que la fonction

f: “"HZW

est définie sur R et dérivable sur R*.

1.2.71 Centrale-Supélec PSI 2013

Soit f € CYR,R). Etudier les implications entre les propositions suivantes
i) lim f(z) =+
ii) hm f'(x) = +o0

T—+00

iii) La fonction f est strictement croissante au voisinage de +o0.

X PC 2008

Calculer :
tan(sin(x + 31/x))

250 sinh(tanh(2z + sin(z))”

1.2.73 | Mines-Télécom PC 2019

Montrer que arccos(l — z) ~ v/2x quand = — 0.

CCINP PSI 2015
Soit f une fonction dérivable sur [0; 1] telle que f(0) = f(1) = f’(0) = 0. On définit la
f(z)

fonction g qui a = associe
x

1. Montrer que g admet un prolongement par continuité en 0.

2. Montrer que f admet une tangente passant par 1’origine.
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CCINP PC 2015

On considere la fonction f définie sur |0 ;1] par

1=
=—

f(t)

1. Calculer f’. En déduire que f réalise une bijection de |0; 1] vers [0; 4o00.

2. On pose u la bijection réciproque de f. Montrer que, pour tout x > 0 :
(u(z))® + zu(z) — 1= 0.
3. Montrer que u est dérivable sur |0; +oo[ et que, pour tout = > 0 :

—u(z)

O S

1 1
4. Montrer que u(1) > 2 a l'aide de 2, puis que |v/| < 30
u

5. Montrer que u(x) est équivalent en +o00 a —.

T
+oo ]

6. Montrer l'existence de / — —u(x)de.
0 x

1.2.76 | Mines PC 2022

Existe-t-il une fonction continue et surjective de E vers F' si
1. E=[0;1) et F=]0;1[7
2. E=]0;1]et F=10;1]7

1.2.77 | Mines-Ponts PC 2022

Soit f € C*([0;b],R) telle que f(0) =a >0 et

Vo € [0;0], f'(z) = f3(2).

1
Montrer que b < —.
2a?

ENS MP 2017

Soit ¢ € C*(R%,R* ). On suppose que :

<fw’($)

lim o)

T—+00

)zﬂeRi.

1. Montrer que :

YA >0, lim <“0(M”)> =\
r—r-+00 ('0(;1;)

2. On suppose désormais que ¢’ est croissante. Montrer la réciproque.
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1.2.79 | Mines-Télécom MP 2018

Soit f une fonction dérivable sur R. On suppose qu’elle admet une limite en +o0o, une
limite en —oo et qu’elles sont égales. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.

I.2.80 | Mines-Ponts MP 2018

1. Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b] telles que f < g. Prouver qu'il
existe un polynéme P tel que f < P < g.

2. Soit n € N*. On suppose f et g de classe n et pour tout k € [1;n], f® < g,
Prouver qu’il existe un polynéme P tel que pour tout k € [1;n] :

£ < plh) o g,

I1.2.81 | Mines-Télécom PSI 2018

Lorsque cela est possible, on pose :

fla) = f(—n" In (1 + i) |

n=1

1. Donner le domaine de définition de f.

2. La fonction f est-elle continue sur son domaine de définition ? Est-elle de classe
C'! sur son domaine de définition ?

X MP 2021

Soit f une fonction de R dans R. On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i.)
si, pour tout @ € R, f71(] — 00;al) est fermé dans R.

1. Montrer que, si f est continue, alors f est s.c.i.
2. Donner un exemple de fonction f s.c.i. mais non continue.

3. Montrer que f est s.c.i. si et seulement si, pour tout x € R et tout ¢ € R7, il
existe un voisinage V' de x dans R tel que, pour tout y € V., f(y) > f(z) — .

X MP 2021

Soit €' € R% et f: R — R telle que z — f(x) +CT9”2 et © — —f(x) + CTHEQ soient
convexes.

1. Montrer que f est dérivable.
2. Montrer que f n’est pas nécessairement deux fois dérivable.

3. Montrer que f est de classe C*.

COINP PO 2021
+oo (_1)n

Pour z €] — 1; 400/, on pose f(z) =)

n=1

n+a’
1. Montrer que f est définie et de classe C' sur | — 1;+o0].

2. Déterminer les limites de f en —1 et en +oc.
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X PC 2025
Soit P, () € R[X] tels que P — P = (). On suppose que @ est positif sur R. Montrer
que P est positif sur R.

CCINP PSI 2018

Montrer que la fonction

+oo T
f:x>—>z
n

—1 4/n(1 + n2x?)

est définie sur R et dérivable sur R*.

X P 2017

Soit f une fonction de [0;1] dans R.

1. On suppose que la fonction f vérifie la propriété suivante :
V(a;b) € [051]%, 3(c;d) € R?, f(lasb]) = [e;d].

(a) La fonction f est-elle continue ?

(b) On suppose de plus que, pour tout y € R, f~}({y}) est fermé. Montrer que
f est continue.

2. On suppose que f est une dérivée. Montrer qu’elle vérifie la premiere propriété.

ENS Ulm MP 2019

Soit f : H : 1} — R une fonction vérifiant 27®) = f(x) pour tout z € [i : 1}.
Montrer que f est uniformément continue.

1.2.89 | Mines-ponts MP 2025

Soit f € C([0;1],R). Etudier la continuité de la fonction F définie sur [0;1] par :
1o f()
Pay= L [0y
=75k Vet

ENS MP 2015

Soit F' une fonction continue croissante de R dans R telle que :
Ve eR, F(x +1) = F(z) + 1.

Montrer que :
F(z) —
i @,
n——+00 n

ou F™ désigne 'itéré n®™e de F, et ¢ € R.

Question subsidiaire : montrer que ¢ est réel et indépendant de x.

1.2.91 | Mines-Ponts PC 2025

Soit I un intervalle de R et soit f : I — R continue et injective.
Montrer que f est strictement monotone.
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CCINP MP 2018

1. Soit f, : [a;b] — R convergeant uniformément vers f telle que pour tout n, la
fonction f, est continue en zq € [a;b]. Montrer que f est continue en .

2. Soit g, définie sur [0; 1] par g(x) = a™.
La suite (gn)nen converge-t-elle uniformément sur [0;1] 7

X MP 2017

Soit Z , une série a termes positifs convergente, et (a,)nen € [0;1]Y une suite injec-
n=0
tive dense dans [0;1]. On pose :

fl@y=">Y an

neN, an <z

Déterminer les points de continuité et les points de discontinuité de f.

1.2.94 | Mines-Ponts MP 2017

Soit la suite réelle (a,)nen+ définie par :

dt.

+oo tanh(t
‘v’n>0,an:/ anh(?)

n 12

+oo
Soit la série entiére f associée & cette suite, i.e. f(z) =) a,z".
n=0

1. Quel est le domaine de définition de f?
2. La fonction f est-elle continue en —17

3. La fonction f est-elle continue a gauche en 17

Mines-Ponts MP 2018

Soit P € R[X] scindé dans R[X].
1. Montrer que toute racine multiple de P’ est aussi racine de P.
2. Déterminer le signe de PP"” — (P')? sur R.

1.2.96 | Mines-Ponts MP 2025

Soit P € C[X] non constant et H un demi-plan de C contenant une racine de P’.
1. Montrer que Zp: C conv(Zp).
2. Montrer que H contient une racine de P.
3. En déduire que P(H) = C.

Mines-Télécom MP 2019
Soit P(X) scindé simple dans R[X], avec deg(P) > 2.
1. Montrer que P’ est aussi scindé simple dans R[X].

2. Comparer les moyennes arithmétiques des racines de P et de P’.
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CCINP PSI 2021

Soit z Z czs_(i_nxg
24+ n

1. Montrer que f est bien définie sur R.
2. Montrer que f est C! sur R\ 27Z.

ENS Lyon 2010

Soit f € C(]0;1],R). Montrer que si f est uniformément continue, alors f est bornée.

1.2.100 | Mines

Soit f € D'([a;b],R) telle que f(a) = f(b) et f'(a) = 0. Montrer qu’il existe ¢ € |a; b

tel que :
fle) = fla)

cC—a

f'(e) =

Interpréter géométriquement ce résultat.

1.2.101 | Mines-Ponts PC 2024

Soit f € D'([a;b],R) telle que f'(a) = f'(b) = 0. Montrer qu'il existe ¢ € |a; b[ tel que :

cC—a

ENS Lyon 2023

Soit f € D([a;b],R) telle que f'(a) = f'(b). Montrer qu’il existe ¢ € |a;b[ tel que :

GOINP MP 2024

Soit I un intervalle de R contenant 0 et n € N, et f € C""(I,R) telle que f(0) =

Soit
giz— f(;) siz#0
F(0) siz=0

1. Montrer que g est continue sur I, puis dérivable sur [ si n > 2.

2. Montrer que g est de classe C"™! sur I\ {0} et que :

vz e I\ {0}, g™ Z k':z:” P
k=0
3. Montrer que :
vr € 1\ {0}, g n+1/ st

grace a la formule de Taylor avec reste intégral.
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1.2.104 Centrale-Supélec PC 2015

Pour tout = € R, soit

+o0o "

5(x) :;1+x2”'

1. Préciser I’ensemble de définition Dg de S.
2. Etudier la continuité de S. (Remarquer que S(z) = S (%))

3. Etudier les variations de S et trouver un équivalent aux extrémités de Dg.

1.2.105 Centrale-Supélec MP 2016

On pose :
Vn € N*, Vx € R, f.(z Hl—qaz

k=1
ouge]—1;1].
1. Montrer que la suite (f,,)nen+ converge vers une fonction f continue.

2. Montrer qu’il existe une unique fonction g continue en 0 qui vérifie g(0) = 1 et
pour tout tout z € R, g(z) = (1 — qz)g(qx).

3. Montrer que f est développable en série entiere et exprimer ce développement.

BNS PO 2024

Soit une fonction f: [0;1] — R telle que :
« f(0) =0
- f()<0
o Il existe g € C([0;1],R) telle que f + g est croissante.

Montrer que f s’annule.

1.2.107 | Mines-Télécom PSI 2025

Soit I un segment de R et f : I — R continue.
On suppose que :

V(a;b) € Q*, a <b = f(a) < f(b).
1. Montrer que f est croissante sur [.

2. Montrer que f est strictement croissante sur I.

1.2.108 | ENS PC 2025
Soit f € C?*(R,R), positive, telle que f”(z) soit bornée. Montrer qu’il existe C' > 0 tel
que :

vz €R, |f'(2)] < Cf(x).

ENS PC 2025

Soit f: R — R avec f” > 0 et telle qu'il existe zy € R tel que f”(x¢) > 0. On note :

A={(z;y) eR* |y = f(a)} et C={(z;f(x)|zeR}

Montrer que pour tous X € A et e € R*\ {0}, {X + Xe| A€ R} NC # 0.
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ENS PC 2025

Soit f: R — R telle que f, f" et f” sont bornées.

1. Montrer que
flz+e) - f(z)

3

converge uniformément vers f'(x) dans R.

2. Montrer que
f(L+e)z) — [flz)

g

converge localement vers une limite a déterminer.

3. Cette convergence est-elle uniforme sur R 7

140




3 Calcul intégral

NS

Etudier la suite (Up)nen définie par :
1
Uy = / z"e” dx.
0

En déduire que le nombre d’Euler est irrationnel.

ENS Lyon

Pour tout n € N, on considere I'intégrale suivante :

1 ™
I, = / 2" (m — x)" sin(z) da.
0

ol

1. Montrer que I, est un polynome a coefficients entiers en 7, de degré inférieur
ou égal a n.

2. En déduire que 7 est irrationnel.

Mines PC

Calculer

ou |a| désigne la partie entiére de a.

[1.3.4] x

Déterminer un équivalent lorsque n tend vers +oo de

I R
n = .
[ (s

X PC 2019

On suppose que le graphe d'un polynéme de degré 6 est tangent a une droite en trois
points A, B, C' avec B le milieu de AC. Montrer que les aires délimitées par les segments
AB, BC' et la courbe sont égales.

ENSEA/ENSIIE MP 2023

Justifier I'existence puis calculer la valeur de

+oo ]
/ n) gy
0 1+ ¢2
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ENS PC 2024

Soit P € R[X]. Pour tout nombre réel x, on pose :

Q) = o* /O " P()et dt.

+o0o
Montrer que @ est polynomiale si et seulement si > _(—1)*P®*)(0) = 0.
k=0

X-ENS
Soit A € M, (C).
Calculer, pour r € R suffisamment grand,

2w . . .
/ re' det(reI, — A) - (reI, — A)~' d,
0

de deux manieres différentes. En déduire le théoreme de Cayley-Hamilton.

——

Pour tout n € N*, on pose f,(z) = (2> + 1)

ne’ + xe "
n+x
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,)nen+ converge uniformément sur [0; 1].

1
2. Calculer lim / fol(z)da.
0

n—-+o00

X PC 2021

Calculer, pour n € N, I,, = / cos(nt) cos" (t) dt.
0

1.3.11 | Mines-Ponts

+oo
Soit f: R, — R uniformément continue telle que / f(z)dz converge.
0

Montrer que xl_l}IJp()() f(z)=0.

Mines-Télécom

Soit n € N. Calculer I'intégrale

I _/75 sin”(x) de
" Jo sin™(x) 4 cosn(z)

1.3.13 | Mines-Ponts MP 2021

Soit f: [0;1] — R continue telle que, pour tout = € [0;1],

1— 22
TR

IRCLE

1 1
Montrer que / f(t)*dt > 3
0
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1.3.14 | Mines-Ponts MP

Soit a € R avec |a| # 1.

3
I

—

1
k
1. Montrer que a** — 1 = (a® — 1) <a2 — 2a cos <W> + 1).
n
1

™

2. En déduire la valeur de I(a) = [ In(a* — 2acos(t) + 1) dt.

b
Il

0
1.3.15 | Mines-Télécom

Calculer : . |
1(6) = / :
(6) 0 14 cos(t)cos(d)

dt, 6el0;n|

1.3.16 | Mines-Ponts MP 2023

Etudier la convergence de

=/
o] ].+ZE6

Si 'intégrale converge, calculer sa valeur.

1.3.17 | Mines-Ponts MP 2023

Soit @ > 0 et b > 0. Etudier la convergence de
400 e—at _ e—bt
I
0 t

Si l'intégrale converge, calculer sa valeur.

1.3.18 | Mines-Ponts MP 2023

Soit @ > 0. Etudier la convergence de

dzx.

, +oo arctan(az) + arctan (%)
- /0 1422

Si l'intégrale converge, calculer sa valeur.

[1.3.19] x mp

L’objectif est de montrer que 7 ¢ Q.
A tout polynome f € R[X], on associe F' = > (—1)* b
keN
1. Calculer / f(t)sin(t) dt en fonction de F(0) et F(m).
0 a
b

On suppose que ™ = - avec (a;b) € N*? et on pose pour n € N* :

x™(a — bx)"

Vo € [0;7], fulz) = o

2. Tracer le graphe de f, sur [0;7].
3. Montrer que / fn(t)sin(t) dt € N* et en déduire que m ¢ Q.
0
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Mines-Ponts PC 2022

In(x)

x—1

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1.

Soit f:x—

1
2. Montrer que I = / f(z) dz est convergente.
0

3. Montrer que f est développable en série entiere.
4. Calculer I.

NS
Soit F'={f € C'([0;1],R) | f(0) =0, f(1) = 1}.

Déterminer :

it ['17(2) - () de.

feF

[1.3.22] x

Calculer :

1.3.23 | Mines-Ponts PSI 2023

On définit
2 —1

(1+2)V/1+ 1

fiteR—

et .
F:x€R+l—>/ f(t)dt.
0

1. Donner le développement limité d’ordre 3 en 0 de F'.

+oo
2. Calculer, si existence, / f(t)dt.
0

[1.3.24] x

Soit (u;v) € R* et r € R\ {Jul;|v|}. Calculer :

2m 1
I 0) = /0 (u —rei?) (v —relf) d-

1.3.25 | Mines

Pour tout x € [2;+o0[, on pose :

+oo ]
Li :/ . . .
i(z) @) dt.  (logarithme intégral)

Trouver un développement asymptotique a n termes lorsque x — +o00.
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X-ENS

1. Soit P, @ appartenant C[X] avec deg(P) < deg(Q) — 2. On suppose de plus que
(@ ne s’annule pas sur R. Montrer que

e Q(t) dt = 0%25(04):“(05)

P
ou () est I’ensemble des poles de é, e(a) le signe de la partie imaginaire de « et

1
w(a) le coefficient de e dans la décomposition en éléments simples de F'.

-«
2. Appl leder [T 14
. ication : calcule / — dt.

pphcatt Rl I

X-ENS

1. Démontrer 'existence ou la non-existence d’une fonction f continue et bornée
de R, dans R telle que :

x eft2
> = —— dt.
Ve >0, f(z) =1+ 0 15 () dt

2. Etudier la suite de fonctions f, : Ry — R définie par fy(z) = 0 et pour tout
(n;z) appartenant & N x R, par :

2
(§]

fn+1($) =1+ /Ox ]_—{—f(t)th

1.3.28 | Mines-Ponts PC 2024

1. Soit n € N. Calculer J,, = /Z tan™(z) dz.
0

2. Etudier la convergence de la série Z(—l)an et calculer sa somme de plusieurs
n=0
manieres différentes.

1.3.29 | Mines-Télécom PSI 2019
14t

+oo
Montrer que 'intégrale / In ( 2
0

) dt converge et calculer sa valeur.

ENS PSI 2023

+o00
Pour tout @ € R, on pose I(a) = / e’
0

Montrer que l'intégrale I(a) converge et calculer sa valeur.

2
2_a”
T2 dx.

1.3.31 | Mines-Ponts PSI 2019
+00 eitx -1
SoitT:x»—>/ fe’tdt.
0

Montrer que T est définie sur R et calculer T'(z) pour tout = € R.
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cop wp

Soit a et $ deux nombres réels. Posons

/ :/+<>0 In((1+ x)%) dr et I :/+oo (1+x)* —a“ e
! 0 P 2 0 xB ’

1. Pour quelles valeurs de « et § l'intégrale I est-elle convergente ?

2. Méme question pour l'intégrale Is.

1.3.33 | Mines

+oo .
Pour tout n € N, soit I,, = / =0t ¢
0

1. Montrer I'existence de I, et exprimer I,, en fonction de n.

“+00 1 1
2. En déduire la valeur de / et gin (tl) " dt.

0
1.3.34 | Mines-Ponts

Soit f : [0;400[— R une fonction continue et so € R tels que

400 .
/ F(t)e ot dt
0
converge.

1. Soit F une primitive de ¢t — f(t)e " sur R,.

Démontrer que F' est bornée sur R,.

“+oo
2. En déduire que pour tout s > s, f(t)e " dt converge.
0

3. Sur le méme modele, démontrer que si g : [1;400[— R est une fonction telle

oo oo g(t)
que / g(t) dt converge, alors / " dt converge.
1 1

Centrale

Soit f € C*([0;1],R) vérifiant f(1) = 0.
1 1 /1
Montrer que/0 fA(t)dt < 5/0 (f'(t)*dt.

X MP
Soit £ = {f € C'([0;1],R) | f(0) = f(1) = 0}.
1. Montrer que

I :/1f(:c)f’(x) cot(mt) dt et Igz/lf(;)z
0 0 tan®(mt)
existent. Comparer I; et Is.
2. Montrer que pour tout f € F, /1(f’(t))2 dt > 7? /1 FA(t) dt.
(Inégalité de Wirtinger) ’ i

3. Caractériser le cas d’égalité de I'inégalité de Wirtinger.
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1.3.37 | Mines-Ponts PSI 2019
Soit n € N*. Pour tout x € R, on note

up () = \/2—1—\/2—1—\/2+---+\/2+2x,
ou 'on a n racines carrées. Calculer :

L |
lim
n—-+00 /0 un<gj)

dx.

[1.3.38] x

Calculer :

+o0 1
[T
0o (1+1¢?)

Centrale

Soit (p; q¢) € N%. Donner un algorithme permettant de calculer I'intégrale suivante :

7 +oo tP d
= ——— dt.
P /0 (14 ¢2)"

cep

Soit a et b deux réels tels que a < b.
b .
1. Soit f € C*'([a;b],R). Montrer que ,\hT f(t)edt = 0.
—+00 Ja

2. Reprendre la question précédente en supposant que f € C([a;b],R).

[1.3.41] x mp

Soit f € C'(R, C) une fonction 2m-périodique ne s’annulant pas sur R. On considere :

1 ()

~ oo f(t) dt.

1(f)

1. En considérant I'application ¢ : t — exp ( fg ];/((g)) d@), montrer que I(f) est un
entier. (On appelle I(f) 'indice de f.)
Soit P € C[X]. On note fp(t) = P(e").
On admet le théoreme de d’Alembert-Gauss en deuxiéme question, mais pas en
troisieme question.

2. Caractériser I(fp) a l'aide des zéros de P.

3. En utilisant P(re') pour r variable, donner une démonstration du théoréme de
d’Alembert-Gauss.

147




X-ENS

1. Soit P € R[X] de degré m. Considérons, pour ¢t € R,

t
I(t) = / ¢~ P(u) du.

0

Montrer que :
I(t) = ¢ > PY0) — > PO(t).
5=0 5=0
2. Soit n € N* et qo, . .., g, des entiers naturels avec gy # 0.
Soit encore @ = > ¢, X"
k=0

On suppose que Q(e) = 0.
Pour p € N, on pose :

P(X)=XPH X - 1)P(X —2)P--- (X —n).

Soit encore

J = i qk[(k:)

Montrer que J € N. De plus, montrer que (p — 1)! divise J, et que pour tout p
suffisamment grand, J # 0.

3. Montrer qu'il existe C' € R tel que, pour tout p € N, |J| < CP.

Trouver une minoration de |J|. Conclure que e est un nombre transcendant,
c’est-a-dire que e ne peut pas étre racine d’'un polynéme non nul a coefficients

dans Q.

1.3.43 | Mines-Ponts MP 2024

Montrer 'existence de

+oo  prt+oo gin(t
= / / ) 44 qe
0 T t

et calculer la valeur de I.

1.3.44 | Mines-Ponts PC 2023

Pour tout entier n > 2, on pose :

oo 1
]":/o S RN

Montrer 'existence de I, puis calculer I,,.

BNS

1. Calculer F(s) = /

0 T
+o0 gin(x) 4
.

too sin(x) e 5% dr

2. En déduire /

0 T
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1.3.46 | Centrale PC 2005

1. Justifier 'existence de

+00 @ind t +o00 qind t
J:/ S gy et I(x):/ S0 gy
0 t2 T t2

pour x € RY.

2. Déterminer deux réels a et 3 tels que, pour x € R :

oo sin(¢ o0 sin (3¢
[(a:):a/ Sn;()dt—i-ﬁ/ smt(23)dt.

3. En déduire que, pour tout x € R, :

3z 3sin(t)
I(z) = / o

4. Montrer que

3T qj 3x 1
lim ( / SIn(t) 4, / dt> —0
r—0T T t2 x t

et en déduire la valeur de J.

5. Montrer que I peut se prolonger en une application dérivable sur R, et préciser
la dérivée en 0.

1.3.47 | Mines-Télécom MP 2024

—+o00 eft
Soit f:x |—>/ dt.
0 T+t

1. Donner le domaine de définition de f.
2. La fonction f est-elle
(a) continue?
(b) de classe C*?
3. Etudier la croissance de f. Calculer les limites au bord du domaine de définition.
4. Donner un équivalent de f en +oc.

5. Donner un équivalent de f en 0.

ENS Lyon MP 2024

Trouver un équivalent de la suite récurrente (z,,),en définie par :

1'021

+oo g2
Tptl = Tp + / e v dt
Tn
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cep

Etudier lintégrabilité de

sur l'intervalle |1 ;+ool.

cep

1. Démontrer que pour tout n € N, la fonction
— 1
1+ 2 + et
est intégrable sur [0; +o0].

2. On pose :

+o00 1
e [T

o 14+t24tret

Calculer lim w,.
n—-+o0o

1.3.51 | Mines-Ponts

Pour tout ¢t > 0, calculer :

+oo
/ cos(tx) e
o 1422

X PC 2019

Déterminer la limite de

I foo ] 4 ¢"
quand n tend vers +oo.
1.3.53 | ccP 2015
Soit a € R. On considere la fonction
1

fit— cosh(t) + cosh(a)

+00
Montrer que f est intégrable sur R, et calculer / ft)de.
0

Indication : on pourra faire le changement de variable u = e’.

1.3.54 | Mines 2015

+00 gin(t
Justifier 'existence de I'intégrale I = sin(t) dt

7

En écrivant I comme somme d’une série alternée, déterminer le signe de 1.

Centrale 2015

1
Soit f € C'([0;1],R). Donner une condition simple pour que l'intégrale /
converge. 0

t
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—

Soit x € [0;1], p € N* et n € N.

n 1 —1)" p(n+1)
1. Montrer que Y _(—1)*z"" = e .

o 1+ 2P
) ' n (_1)k’ 1 1 1 xp(n+1)
2. En déd :/ dz + (~1 "/ d
n eulreque’;)1+pk A x+(—1) L 1Tra

3. Mont zn: (=1)° /l !
. ontrer que =
d o 1+ pk o 1+aP

S

Justifier I'existence puis calculer la valeur de

00 1 1
“tIn(t) = = )dt.
/0 ¢ (HU P

Petites Mines

1 1—t
On considere la fonction f: ¢+ —In (>
t 1+1

1. La fonction f est-elle intégrable sur | — 1;1[?
2. Développer en série entiere la fonction ¢ — In(1 —¢) — In(1 +¢).
1 2

3. Calculer / f(t) dt sachant que ((2) = e
-1

cop wp

1. Prouver que, pour tout entier naturel n, f, : t — t" In(t) est intégrable sur |0 ;1]

1
et calculer I,, = / t" In(t) dt.
0
2. Prouver que f : ¢+ e'In(t) est intégrable sur |0;1] et que
1 Ruccl |
/ e In(t)dt = —

—
0 = nn!

Indication : utiliser le développement en série entiere de la fonction exponentielle.

cop wp

On pose, pour tout z €]0; +oo| et pour tout ¢ €0; +oo[, f(x;t) = e 1oL,
1. Démontrer que, pour tout x € |0; +o0], la fonction t — f(x;t) est intégrable sur
105 +o0].
+o0o
On pose alors, pour tout z €]0; +oo, I'(z) = / e " dt.
0
2. Pour tout x €]0; 00|, exprimer I'(x + 1) en fonction de I'(z).

3. Démontrer que I' est de classe C! sur ]0;+oo] et exprimer I'(x) sous forme
d’intégrale.
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cop wp

too @2t
On consideére la fonction F': z — /
0

dt.

x+t
1. Prouver que F' est définie et continue sur ]0;+ool.

2. Prouver que x — zF(x) admet une limite en +oo et déterminer la valeur de
cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(x).

oo 2016

1. Résoudre dans R I'équation (E) : e* —e™® = 2.
2. On pose : Vn e N, J,, = /a(sinh(t))” dt ot a = In(1 +v/2).
0

Montrer que J, est bien définie, et calculer 1_131 I

3. Trouver une relation liant J,.o, J, et V2.

En déduire un équivalent de J,, quand n tend vers +oc.
2

cop wp
T

1
On considere la fonction H définie sur |1 ;+oo] par H(x) = / ——dt.

1. Montrer que H est C' sur |1;+o0[ et calculer sa dérivée.
1 1
2. Montrer que la fonction u définie par u(x) = — admet une limite
In(z) z-1

finie en z = 1.

3. En utilisant la fonction u de la question 2, calculer la limite en 17 de H.

BN 2016
1

“+o0o
On considere la fonction f : x +— / ——dt.
o t*(1+1)

1. Déterminer le domaine de définition (réel) de f.

2. Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
3. Trouver un équivalent de f en 0.
4

. Montrer que le graphe de f admet pour axe de symétrie la droite A d’équation
1

5. Déterminer la borne inférieure de f.

I1.3.65 | Petites Mines 2016

Soit f € C(R4,R). On suppose que la fonction g : x +— / f(t) dt est bornée sur R,.
1
oo f(t)

Montrer que 'intégrale e dt est convergente.
1
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1.3.66 | Mines 2016

2x 1
On considere la fonction f: z — /
x

e dt.
1. Quel est le domaine de définition de f? Peut-on réduire son domaine d’étude ?
2. Montrer que f est de classe C'. Etudier ses variations.
3. Etudier la limite de f en +oo. Calculer un équivalent de f en +oo.
4. Etudier la limite de f en 0F.

Peut-on prolonger f en une fonction continue sur R?

+o0o
L’intégrale / f(z)dz est-elle définie ? Si oui, la calculer.
0

CCP 2016
1. Montrer I'existence de [ = / B cos(u)
~% /4 — 3sin*(u)

du.

2. Calculer I.

Mines 2016

L : v e
On considere la fonction f : x +— /
0

x+t
1. Montrer que f est définie sur ]0; +oo.

dt.

2. Etudier ses limites au bornes.

3. Trouver un équivalent de f(z) quand x tend vers +oo.

oo 2016

1. Montrer que l'intégrale /
0

+00 gin®(t)
t2

dt est définie.

2. Montrer que :
.5 L. : :
sin’(t) = E(sm(5t) — 5sin(3t) + 10sin(t)) .

3. Montrer que pour tout a > 0 :

u.

400 ain® 5a i 3a gqj
/ sin®(t) g — 5 / sin(u) du 4 10 sin(u) 4
a 3

t2 N _E a U,2 Y T6 a ’LL2

+o0 gin’(¢)
12

En déduire la valeur de / dt.

0

ENSAM 2016

Lt 1
On considere la fonction f: z — /
0

In(t)
1. Déterminer le domaine de définition de cette fonction.
2. Etudier la dérivabilité de f. En déduire f'(x) puis f(x).
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1.3.71 | Mines 2016

Montrer que pour tout z > 0, /
0

+o0o arctan (%) v In(t)
meten (2) gy - 7 100
1+t 0o t?—a

cop 2016
Soit f € C([0; +oo[,R).
On suppose qu'il existe ¢ > 0 et a € R tels que, pour tout ¢ € [0;+oo], | f(t)] < ce™.

+o0
On considere l'intégrale F(x) = / f(t)e ™ dt.
0

1. Montrer que F(x) est définie pour tout = > a.

2. On suppose dans toute cette question que a < 0.

Calculer lirll xF(z) et en déduire un équivalent de F' en +o0.
T—+00

On suppose de plus que E{P f(z)=L.

Montrer que lirll zF(z) = L et en déduire un équivalent de F en 0.
T—400

X-ENS PSI 2017

1
1. Montrer l'existence et calculer 'intégrale / 2" In(z) dz pour tout n entier na-
0

turel.
1 +o0 1
2. Montrer ueJ:/lnajlnl—x dx = _
3. Déterminer trois réels a, b et c tels que
1 a b c

x(z+1)2 _x+x+1+(:z:+1)2

et donner la valeur de J.
2

T
On admettra que ((2) = re

1.3.74 | Centrale PSI 2017

Pour tout € R*, on pose : f(x dt

— * 1
)= /—w JA+2)(22 - 2)
Démontrer que l'intégrale f(x) converge pour tout x € R*.
Etudier la parité de f.
La fonction f admet-elle une limite en 07

La fonction f admet-elle une limite en +o00 ? Si oui, la calculer.

SN LI .

Développer f en série entiere en précisant le domaine de validité de ce dévelop-
pement.
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COINP 2024

1. La fonction = est-elle intégrable sur |2 ;4o00[ 7

o

Vo1

2. Soit a un réel strictement positif.
In(z)

La fonction = — est-elle intégrable sur |0 ; 4o00[ 7

TPE/EIVP 2012

+o00 x"
Calculer lim —dx.
n—+o0 Jq 1+ gnt2

1.3.77 | Mines-Ponts 2012

Déterminer les polynémes P € R,[X] tels que :

n+1
Vn € N, P(t)dt = n* + 1.

1.3.78 | Mines-Ponts 2012

1n(1 D
Calculer / n(l+z+ +27)
0 T

dzx.

[1.3.79] x pc

Soit f € C'(R,,R,) intégrable sur R,.
1 T
Montrer que lim —/ tf(t)dt =0.

z——+oo 1 Jo

oo 2017

Déterminer la nature des intégrales :

+o0 gsin(?) +o0 1
A :/ dt et B :/ sin(t) sin <> dt.
1 t 0 t

JE——

1. Prouver que, pour tout n € N*, 'intégrale

+oo v/ sin (%ﬁ)
e e el

est convergente.

+o0 t
2. Montrer que la suite des réels J,, converge vers le réel K = / 5 dt.
0
N +00
3. A T'aide d’un changement de variable, prouver que K = / e
0

déduire la valeur du réel K.
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CCP PSI

+oo
Calculer, si existence, / ze 1 d.
0

Centrale PSI

+o0 sinh(t
On considere la fonction F' : z +— / e Tt (t)
0

t
1. Déterminer ’ensemble de définition de F'.

dt.

2. Déterminer la limite de F' en +oo0.

S

1
Pour tout n € N, on pose U,, = /
0

In(2)
Montrer que U,, ~ .

xn

dz.
14+ 2n o

n—-+0o n
1.3.85| ccp
+o0 1 — et

On considere la fonction f : x — / —dt.
0

tvt
1. Etudier le domaine de définition D s de f.
2. Etudier la dérivabilité de f sur Dy. Expliciter f'(z).

3. En déduire un équivalent de f en 4o0.

ENSAM PSI

Soit deux fonctions f € C([0;1],R) et g continue et intégrable sur R,. Montrer que :

1

+oo
lim n [ f(t)g(nt)dt = £(0) /O g(t)dt.

n—+oo 0

TPE/EIVP PSI

Apres avoir justifié I'existence de l'intégrale, montrer que :

400 —ac \/_ q +00 1y n!
e “cos(v/x)dr = 1) —.
/ (V) de = 3 ()" g
X FUF 2024
Soit n € N*. On pose :
1 2n 1 2n—1
L= [ —de et g= [ —dr
o 1I+am o 1+an

1. Calculer lim I,.
n—+oo

1
2. Montrer que, pour tout n > 1, |, — J,,| < —.

n2
3. Calculer J,.

4. En déduire un équivalent simple de I,,.

156




X FUF 2024

Soit f € C'(R4,RY) telle que :

Montrer que /w f)ydt ~ a:f($)
0 to 3

1.3.90 | Mines-Télécom 2022

On pose, pour tout z € R, F(z) = /
0

+00 eftaj

T

1. Montrer existence de F'.

2. Montrer que F est classe C? sur R%.

3. Montrer que F' est solution de y” +y = (E).

1
x
4. Montrer que F' est la seule solution de () de limite nulle en +oo.

CCINP MP 2025

On considere l'intégrale suivante :

(7 sin(t)
I= /0 dt.

t

1. Montrer que I est bien définie.

2. Estimer I & 1072 pres. (On pourra développer I sous forme d’une série entiére.)

CCINP PSI 2024
+o0
1. Soit f(z) :/ te~"t dt.
0

(a) Vérifier que f est bien définie sur [0;+o0].
(b) Montrer que f est continue sur [0;+400.
(¢) Montrer que, pour tout x > 1, f(z) = xf(z — 1).

2. Soit V, = /n nlln(f(u))du ot d(z) = / xlln( F(u)) du.

(
(b) Montrer que, pour tout z > 1, ¢'(x) = In(z).

a) Montrer que ¢ est dérivable et calculer ¢'.
)
(¢) En déduire la limite de ¢ en +oc0.
)

(-1

(d) En déduire la nature de la série Z 7

1.3.93 | Mines-Ponts PC 2024

Montrer la convergence des deux intégrales suivantes et les calculer :

+00 T +00 T
I = / - dx et J = / dax.
o  sinh(z) o  cosh(x)
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1.3.94 | Mines-Télécom MP 2024

. 400
Etudier la convergence de / 23 sin(2®) du.
0

1.3.95 | Mines-Ponts MP 2024

Etudier la convergence de

+oo gin(x)
/0 m dx.

CCINP PC 2024

+o00
Soit f une fonction de classe C! sur [1; +oo] telle que / |f/(t)] dt converge.
1

In(t)

1. Soit a > 1. A I'aide du changement de variable t = e”, calculer / — dt.
1

2. Soit n € N*. Montrer que :

/n+1 f@)dt = f(n) + /"H(n +1—t)f(t)dt.

n n

En déduire que :

/nn+1 ft)dt — f(n)‘ < /nﬂlf’(t)l dt.

n+1
3. Sin € N*, on pose vn:/ f(t)dt — f(n).

n
Etudier la nature de la série Y _|v,|.

En déduire que Y f(n) converge si et seulement si ( / f(t) dt) converge.
1 n>1

+oo cos(t)

4. (a) Montrer que /
1

dt converge.

cos(+/n)

(b) En utilisant les mémes procédés qu’auparavant, prouver que Z
n

n>1
converge.

5. Montrer qu’il existe £ € R tel que :

>,

k=1

In(k) 1 ,
= 5111 (n) + ¢+ o(1).

CCINP MP 2022

e In(t)
Pour tout ¢t > 0, on définit f(t) =

(1+t)%
1. Montrer que f est intégrable sur |0; 1], puis sur [1;+ool.

2. Calculer /O L) dt et /1 " f) dt.
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CCINP MP 2022

1. Montrer que, pour tout u € R, |arctan(u)| < |ul.
+oo arctan(xt)

2. On pose F(z) = / —_—
pose F(x) = J St )

Quel est le domaine de définition de F'7

dt.

(a)
(b) Quel est le domaine de continuité de F'?
(c¢) Quel est le domaine de dérivabilité de F'?
(d) Déterminer F".
(e) En déduire F.

CCINP PC 2023

Trouver une primitive de
f )05 — R

r  — —In(l—2?%

GOINP MP 2021

2x 1
On pose, pour = dans R, f(x) = /

3+t

dt.

Montrer que f est de classe C1.
Donner le tableau de variations de f.
Calculer la limite de f en 0F.

Calculer la limite de f en 4o00.

A e

Tracer la courbe représentative de f.

1.3.101 | TPE/EIVP MP 2017

Soit f de classe C? sur R telle qu’il existe a > 0 tel que, pour tout = > 0, f"(z) > a.
Montrer que

1
x —
1+ [f(z)|

est intégrable sur R, .

X MP 2018

Montrer que, pour tout a > 2,

/0’5 cos(azx) (cos(z))* > dz = 0.

1.3.103 | TPE/EIVP MP 2016

Etudier l'existence de

[ (o)) o

3
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1.3.104 | Mines-Ponts PC 2024

Soit f € CY(R,,R) telle que :

/m(f’(t))?dt < +4oo et /m 2 £2(t) dt < 4-o0.
0 0

Montrer que
+00
/ fA(t)dt < +oo
0

et que

+o0o +oo +o0o
/ fA(t) dt < 2\// (f'(t))>dt \// t2f2(t)dt. (Inégalité de Heisenberg)
0 0 Jo

CCINP MP 2024

On définit une suite (u,),>2 de fonctions en posant :

t"Ln(t
Vn =2, €]0; 1], u,(t) = 7 In®)
n

1. Calculer ||uy]|co-
In(¢) - In(1 —¢)
t

2. Montrer que la fonction f : ¢+ est intégrable sur |0; 1].

+001

>k

k=1

1
3. En déduire que/ f(t)dt =
0

COINP PO 2022

+oo 1
Soit T — / In (1 n ) dt.
0 t2

Montrer la convergence de I et calculer I.

1.3.107 | Mines-Ponts MP 2024

Soit r €] — 1;1[. Montrer I'existence de f € C*(R,R) telle que :

27
VneN, r" = / f(t) cos(nt) dt.
0

1.3.108 | Mines-Ponts MPI 2024

Soit f: R, — R une fonction de classe C* telle que (f’)? soit intégrable.

F2(t)

t2

Montrer que ¢ — est intégrable sur [1; 4o00].

1.3.109 | Mines-Ponts MP 2017
-1 00 (_1)71—1

Montrer que / ¥ dr = Z -
0

n
n=1 n
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CCINP PSI 2023

+00 gj
Soit 1 = [ sinlf)_ g,
0o  sinh(¢)

1. Montrer que I converge.

2. Soit ¢t €]0;4o00|. Vérifier que :

sin(t)
sinh(t)

+oo
=2e 'sin(t) Y e
n=0

3. Montrer que :
+00 2

I = _—.
§(2n+1)2+1

4. En déduire que :

T s
—<I<1l+-.
4 Jr4

GOINP MP 2024

1. Soit (a;b) € R%?. Calculer / du.

au? +b

2. Soit t tel que cos(%) ne s’annule pas. On pose u = tan(%). Déterminer cos(t) en

fonction de w.

3. On définit :
f @ ]l;400] — R

x — /07r In(x + cos(t)) dt

Montrer que f est de classe C* sur ]1; +o0[, puis montrer que :

Vo ell;+ool, f'(z) = T

1.3.112 | Mines-Ponts MP 2019
1

Soit A > 0. O h=[ e 6.
o HPOsE A 0 A2+ cos?(0)
1. Calculer cette intégrale.
0
. i €
2. Pour tout n € N, soit u, () = /0 de

Prouver que la suite (u,(A))nen converge et calculer sa limite.

1.3.113 | Mines-Télécom PC 2022

1
1. Montrer I'existence de I'intégrale / 2V® dz. Sa valeur est notée I.
0

2. Montrer I’égalité :
400 (_1)n
=5

= (r1)"




1.3.114 | Mines-Télécom MP 2023

Montrer que
b 1 m2"
[ e~ G
a 2"+ (1 —xz)  notoo 4 n

Indication : on pourra effectuer le changement de variable x = %(1 + %)

1.3.115 Centrale-Supélec PC 2017

Montrer que
I(z) = /
0

est définie pour tout € R%. Calculer cette intégrale.

Wl

In(cos?®(t) + % sin?(¢)) dt

1.3.116 | Mines-Télécom MP 2022

Etudier l'existence et la valeur de :

400 +°°
=) X
1—i—th2

1.3.117 | Mines-Ponts MP 2016

- L ) — sin(t
L. Etudier la convergence de / 7 In(cos(t) —sin(t))
0 1+41¢2

2. Soit F(z) = /O ’ ln(cos(ltzr;;in(t))

(a) Donner le domaine de définition de F'.

dt.

dt.

(b) Etudier la continuité de cette fonction.

Mines-Télécom MP 2023
—+o0
Soit F'(z) = / In(t)e ™" dt.
0
1. Déterminer le domaine de définition de F'.

2. Montrer que F est de classe C* sur R%.

3. Déterminer une équation différentielle dont F est solution sur R , puis résoudre
cette équation différentielle.

GOIND PG 2022

Soit

3 cos(x) 3 sin(x)
1= [ dr et [ dz.
0 (sin(z) + cos(x))? S 0 (sin(x) + cos(x))? v
1. Montrer que I et J existent.

2. Montrer que I = J.
3. Calculer I et J.
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NS MP 2019

Soit, f: {—%; %] — R une fonction continue. Montrer que :

/g v f(3z% — 22°) dz = 2/01 rf(3z* — 22°) dz.

[N

1.3.121 | TPE/EIVP PC 2018

Soit
1—/+°O L e J—/+OO Py
—Jo 144 ¢ —Jo 14+t

1. En utilisant le changement de variable u = %, montrer que [ = J.

2. Calculer I.
Indication : on remarquera que I = %, et on utilisera le changement de variable

—+_ 1
r=t +-

1.3.122 | Mines-Ponts PSI 2017

Justifier la convergence et calculer :

I= /Og \/tan(t) dt.

1.3.123 | CCINP PSI 2022
zn(l —t¢

Soit F(z) = —/ 711( ; )dt.

0

1. Déterminer le domaine de définition de F'.

2. Montrer que :
Ve e [-1; 1], F(x) = Z —.

3. Montrer la relation :

Yz €]0;1], F(z)+ F(1 —2) = % —In(z)In(1 — ).

1.3.124 | Mines-Ponts MP 2016

Soit P un polynome réel de degré supérieur ou égal a 2.

“+oo

1. Déterminer la nature de [ = / cos(P(x)) dx.
0

+o0o
2. Déterminer la nature de J = / ‘COS(P(I))‘ dz.
0

3. Déterminer le signe de I pour P = X2
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1.3.125 | Mines-Télécom MP 2023

Justifier la convergence de I'intégrale

+o00 1
/ (1 — tarctan ()) dt,
0 t

puis calculer sa valeur.

CCINP PSI 2024

Soit b > 0. Pour = > 0, on pose :

I(x) = +Ooe_—te’btdt.
o Vi

1. La fonction [ est-elle bien définie ? continue ?
2. Montrer que I est de classe C! sur R

3. Montrer que pour z > 0 :
O w2 , too eTurev
I(x) = 2/ e «Ze " du, I'(x) :/ —2——— du.
0 0

4. Montrer, a I'aide d’un changement de variable judicieux, que :

Vo >0, I'(z) = — éI(x)

T

5. En déduire 'expression de I.

CCINP MP 2024

Soit k> 0 et .
f:mE]R»—)/ t* sin(xt) dt.
0

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable sur R, puis prouver que f vérifie la relation :
Ve e R, zf'(x) + (k+1)f(x) = sin(x).

3. Déterminer le développement en série entiere de y : R — R telle que, pour tout
z € R, zy/(z) + (k + 1)y(z) = sin(x). Donner ensuite le rayon de convergence
du développement en série entiere d’une telle fonction y.

1.3.128 | Mines-Ponts MP 2024

Donner les deux premiers termes du développement asymptotique de :

+o0
I, = / e " ln(n + z)dz.
0
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COINP PO 2022

Déterminer la nature de 'intégrale

/1+<>° In(z) e

x’l’b

selon la valeur de I'entier n et calculer cette intégrale quand elle existe.

CCINP MP 2023

On pose :
1 o—7*(141%) z
Vo € [0;4o00[, F(x) :/0 Wdt et G(u):/o e " du.
1. Montrer que F est de classe C' sur [0; +oo| et exprimer F'(x).
2. Montrer que G*(z) = —% — F(x).

2

+oo
3. En déduire la valeur de / e du.

0
1.3.131 | Mines 2024

Montrer que :

/0er Vsin(2z) dz < v/2 — %

G 2024

Soit a €]0;1[.
L ax—In(l—x)
1. Montrer que l'intégrale I(a) = / ———5— dx converge.
0 x
+oo a™
2. Montrer que I(a) = — _.
aue (@) == 2 00
1y —In(1 —
3. En déduire la valeur de / w dx.
0 T
Mines 2022
+oo psin(z + t)
Pour z € R, - e
our x on pose f(z) ; T+ (21)7

1. Montrer que f possede une limite en +oc.

2. Donner un équivalent de f(z) lorsque x — 4o0.

1.3.134 | Mines 2023

Soit f € C'(R,R,) telle que :

Vi € R, f(x)—z/ozmdt.

1. Montrer que f est croissante sur R et nulle sur R_.

2. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, pour tout x € [c; 400, f(z) = (z — ¢)%.
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1.3.135 | Mines 2022

+oo gin(t
Pour z > 0, on pose s(x) = / sin(t)
0

et — 1
1. Développer s en série de fractions rationnelles.

dt.

2. En déduire un équivalent de s(x) lorsque x — 0.

p—

+00 1
%NI:/ tsin(t) 4,
0 241

1. Justifier 'existence de I.

2. Pour z € R, on pose J(z) = /
0

 t|sin()|
t2+1

J(n) Z/ (u+ k) sm()du

(u+ km)?

dt. Montrer que :

3. L’intégrale I est-elle absolument convergente ?

Centrale 2023

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et 5 pour que les intégrales

suivantes convergent :
11 +oo ]
/ —dzx et / —dz.
0 x“ 1 af

2. (a) Donner le domaine de définition (réel) D de la fonction gamma I' définie
par :

_ Feo x—1 _—t
['(x) = t* " e dt.
0

Montrer que pour tout z € D, I'(z) > 0.

(b) Montrer que I' est I'unique fonction f : D — R vérifiant :
- f(1)=1;
o fle+l) =af(x);

e Inof est convexe.

1.3.138 | Mines-Télécom MP 2022

Pour tout n € N, on pose :

400 efttn
I, = / dt.
0 Vit

1. Montrer que I,, est bien définie.
2. Calculer I,,.

1.3.139 | Mines-Ponts MP 2021

+o00
Donner le domaine de définition de f : z +— / sin(¢®) dt.
0
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1.3.140 | Mines-Télécom MP 2023

soit

I /+°° tanh(3z) — tanh(2x) .
0

X

et
+oo tanh(z) — tanh(tz)

F(t)= [ dz.
Q 0 x ’
1. Montrer que I est bien définie.

2. Montrer que F est de classe C! sur [2;3].

CoTNp WP 2022
+oo
Soit I'(z) = / t*le t dt.
0
1. Montrer que I' est définie sur ]0; +oo.

2. Montrer que T est de classe C' sur |0; +oo[ et donner I".
3. Montrer que :

+00 ta:—le—t +oo )\nr(x)
Vo> 1, YA —1;1,/ SRR PR e O
v €| : o 1—De? nz::()(n—i—l)m

1.3.142 | Mines-Télécom MP 2018

Justifier 'existence de :

N
/ /jdt.
J1\V1—t¢

Calculer cette intégrale.

1.3.143 | Mines-Ponts MP 2021

+o0
Soit f(x) = e’ / e~ dt. Trouver un équivalent de f en +o0.

ENS MP 2019

Soit f € C(R4,R) de carré intégrable. Déterminer lim e™* / f(t)e dt.
0

T—+400

1.3.145 | Mines-Télécom MP 2018
1
Soit f(z) = / t*t dt.
0
1. Quel est I’ensemble de définition de f 7

2. Déterminer le développement en série entiere de f en 0.

Mines-Ponts MP 2022
1
On note f(x;y) = / In(¢* + ¢¥) dt.
0
1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. La fonction f admet-elle des extrema ?
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1.3.147 | Mines-Télécom MP 2023
On considere : f :t — /
V1-— x2

1. Donner Dy.

2. Montrer que f est continue sur [0; 400].

3. Trouver une relation entre f(t) et f(t—2), en supposant que ¢ et t — 2 sont tous

deux dans Dy.

1.3.148 | Mines-Télécom PSI 2023

Soit F' la fonction définie par :

+oo In(t)

Montrer que F' est de classe C*.
Mines-Télécom MP 2025
On définit :
N e e R n(1+2)
c * c * " — 771'
n ) x + f (fL') :E(1+JJ2)

1. Montrer que f, est intégrable sur |0 ; +o0].
+oo
2. Calculer lim folz)da

n—+oo Jq

+oo
3. Calculer lim n fo(z) dz

n—+o0o 0

1.3.150 | Mines-Télécom PSI 2018

Montrer que pour tout a > 0 :

1 1 +o0 (_1)k
dt = _—
/0 1+t kz:%k'a,%—l

CCINP MP 2013

Calculer :

ot a,be]l;+ool.

1.3.152 | Mines-Ponts MP 2018

Soit f(x) = /05 In(1 + z cos?(9)) db.
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est dérivable sur | — 1;4o0].
3. Déterminer f(z).
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1.3.153 | Mines-Ponts PC 2023

Soit n € N et i
Iy T — / cos(nt — xsin(t)) dt.
0
1. Donner la parité de J, en fonction de n.
2. Montrer que J, est de classe C'**° sur R.

3. Montrer que :

Vr €R, Ju(z) = 5

i (3)

4. Déterminer p,, € Ro[X] tel que J,, vérifie I'équation différentielle suivante :

2?y" + zy + pu(x)y = 0.

1.3.154 | Mines-Télécom MP 2023

1. Montrer que, pour tout z € R, e* > 1 + x.

En déduite que :
1

VEER, 1—#2<e? < .
© STy

Soit n € N. On pose :

+00 2 1 n oo 1
I:/ e dt, I, :/ (1—)"dt, J, :/ o dt.
0 0 o (1+1%)

2. Justifier 'existence de ces intégrales et montrer que :

1 .
Vo

VneN, I, < .

Pour tout n € N, on pose :
W, = /5 cos"(t) dt.
0

. Soit n € N*. Montrer que I,, = Wy, 11 et J, = W, 5.

3

4. Déterminer une relation de récurrence entre W, o et W,.
5. En déduire que la suite ((n 4+ 1)W,,11W,,)nen est constante.
6

. Montrer que W11 ~ W,, et en déduire la valeur de I.

1.3.155 | cCINP MP 2021
Soit f(a) = [ Crelrd
oit f(x) = / —e" dt.
)=/ 7
1. Montrer que f est de classe C* sur R.

2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.

3. Calculer f a l'aide de fonctions usuelles.

400 T
On admet que / e du = \/2—
0
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1.3.156 | Mines-Ponts MP 2016

Calculer :

lim nx’% (1 — w) dzx.

n—+oo /o n

1.3.157 | ENSEA/ENSIIE MP 2022

Soit F' la fonction définie par :
+00
F(z) = / cos(zt?)e " dt.
0

1. Montrer que F' est définie sur R.
2. Montrer que F' € C*(R, R).

3. Pour tout k € N, calculer F*)(0) puis donner, si possible, le développement en
série entiere de F.

CCINP PSI 2021

too te~t®
Soitf:xERH/ -
0 et —1

Donner le domaine de définition de f.

dt.

Déterminer la limite de f en +oo.
Pour tout x > 0, calculer f(z — 1) — f(z).

En déduire une expression de f sous la forme d’une série de fonctions.

SN LI .

Proposer une autre méthode pour décomposer f(z) a I'aide d'une série.

Obtient-on la méme série ?

1.3.159 | Mines-Ponts MP 2014

Pour tout n € N et pour tout x € R, on considere l'intégrale :

Jn(z) = ! /x (2% —t%)"e! dt.

ol
1. Montrer que J, peut s’écrire :
Jn(z) = Ap(2)e” + By (x)e ™,

ou A, et B, sont des polynémes de degré au plus n.
2. Montrer que " ¢ Q si r € Q*.

1.3.160 | Mines-Ponts MP 2021

1. Pour ¢ réel, linéariser sin®(¢).

2. Montrer la convergence et calculer :

+00 gind(#
/ Sm()dt.
0

t
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1.3.161 | Mines-Télécom 2019

On considere l'intégrale :
1n(1 — ¢
[uoe,
0 2
Justifier son existence et la calculer.
Indication : on pourra effectuer une intégration par parties.

1.3.162 | Mines-Ponts MP 2018

On considere l'intégrale :
+o00o
/ Isin(t)[e="" dt.
0

1. Etudier D'existence de cette intégrale.

2. Si existence il y a, calculer cette intégrale.

X MP 2018

“+o00

1. Calculer / e dux.
0
n n!
2. Montrer que / e Pdxr < 5
0
3. Montrer que / x"e " dx > 5
0

1.3.164 | Mines-Télécom MP 2023

Montrer que :

/+°° T RN 1
0 e¥—e* ‘= (3n+2)%

Mines-Télécom PC 2022

Lt n(t)
1—¢2

1. Exprimer I, comme somme d’une série.

Pour tout n € N, soit I,, = / dt.
0

2. Trouver un équivalent de I,,.

CCINP PSI 2017

On considere, pour n € N*, I’application :

R (1+2)" -1

1
1. Montrer l'existence de I,, = / fo(z)dz.
0
+00 1

2. Montrer que nEIJIrlOO I, = 2 T
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CCINP PSI 2021

Soit ¢ : R — R continue. On suppose qu’il existe C' € R tel que :

C
Ve € R, |o(z)] < T2
On pose :
Ve e R, f(x —1—2 (x 4+ n)+ o(x —n)).

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est 1-périodique.

3. Soit g une fonction 1-périodique continue de R dans R. Montrer que ¢g est
intégrable sur R et que :

[ e de = [ pwgta)

—00

NS PO 2025

On pose :
1
Vne N, VteR, A,(t) = / sin?(2xt)2" 2 da.
0

Donner un équivalent de A, (t) quand ¢ — +oc.

CCINP PC 2022

1. Montrer que, pour tout z €]0; +o0] :

tan(z) + arct (1) u
arctan(xr arctan { — | = —.
T 2

2. Soit f:x— /E arctan(z tan(6)) d6.
0

(a) Montrer que f est définie et impaire sur R.
(b) Montrer que f est continue sur [0 ;400
(c) Montrer que f est croissante sur R, .

3. (a) Montrer que f est dérivable sur R, et donner la dérivée de f.
(b) En posant u = x tan(#), montrer que :

> =
x 4 Jo u+ux

4. Montrer que
2

()=

et en déduire lim f(z).

T—+00
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CCINP PC 2018

Soit f(x) = /:I sliritt) dt.

1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. Montrer que f y est de classe C! et préciser un équivalent en 0.

Mines-Ponts MP 2015
+oo
Soit f(z) = / e~!sinh(zv/1) dt.
0
1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. Donner un développement en série entiere de f.

3. Exprimer f a l’aide de fonctions usuelles.

Mines-Ponts

1. Soit f : [a;b] — R une fonction deux fois dérivable, dont la dérivée seconde
est intégrable, et h : [a;b] — R une fonction deux fois dérivable de dérivée
intégrable. On pose, pour z € [a;b], H(z) = [ h(t) dt. Montrer que :

[ swmar— (fopol = [ rome Q- FoOEOL

2. On suppose que, pour tout = € [a;0b], |f"(z)] < M. Montrer I'approzimation
par la méthode des trapezes :

(b—a)*

(b—a)| < 5

[ feyae - L0410

3. Que devient 1'égalité de la question 1 s’il existe ¢ €a;b[ tel que lim h(x) et
T—Cc

lim h(x) existent, mais sont différentes ?
z—ct

4. On suppose de nouveau que, pour tout x €la;bl, |f"(x)] < M. Montrer
I’approzimation par la méthode du point milieu :

[ rwas—r (1) 0=

Mines-Ponts

/
Soit f € C'(R4,R%). On suppose qu’il existe a < 0 tel que xl_l)l}_loo {cf((j)) =

Montrer que les fonctions f et f’ sont intégrables.

1.3.174 | Mines-Télécom MP 2025

Soit 6 €]0 ; m[. Calculer :

o 1
1) = /0 1 + cos(z) cos(6) de.
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Mines

Soit a € R et f:[a;+oo[— R que I'on suppose intégrable sur [a ; 4+o00|.
1. Montrer que si f admet une limite en 400, alors celle-ci est nécessairement nulle.

2. Montrer que si la fonction f est uniformément continue sur [a;+oo[, alors f
admet nécessairement une limite nulle en +o0o.

3. Le résultat de la question précédente est-il vrai si 'on suppose que f est sim-
plement continue ?

CCINP MP 2025

1. Rappeler la formule de Stirling.

2. Pour tout n € N, on pose u, = /5 cos® L ¢ dt. Calculer uo.
0

3. Trouver une relation de récurrence vérifiée par (u,)nen, puis exprimer u,, a l'aide
de factorielles.
z?\"
4. Sur [0;+oo[, on pose f, : T > (1 - ) si 0 < z < y/n et 0 sinon. Montrer
n
que :

400 9

+oo
lim fa() dxz/ e " dx.

n—+oo Jo 0

N
5. Montrer que / fo(z) dz = V/nu,.
0

“+o00
En déduire la valeur de / e du.
0

1.3.177 | Mines-Télécom MP 2025

Soit f: x> In(1 + tan(z)).

1. Donner le domaine de définition de f et montrer que le graphe de f admet un
point de symétrie.

2. Justifier I'existence et calculer :

1.3.178 | Mines-Télécom MP 2018

1. Pour tout n € N, calculer :
I, = /5 sin®"*1(t) dt.
0

2. Calculer la somme de la série de terme général :

2% (n—1)n!
T @n+1)!
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1.3.179 | Mines-Ponts PSI 2023
+00 9

Soit f:zx e R— / e~ " cos(2xt) dt.
0

1. Montrer que f est définie et de classe C* sur R.

2. Trouver une relation entre f et f’.

3. Sachant que f(0) = 5 déterminer f et donner sa limite en +00.

1.3.180 | Mines-Ponts MP 2023

Soit f € C(RT,R™) décroissante et intégrable sur son intervalle de définition.

1. Montrer que xggloo zf(x) =0.

2. La réciproque est-elle vraie ?

X ESPCI 2017

1. Soit z € R. Etudier la convergence de
+o0 3
I(x) = / cos | — +at | dt.
0 3

2. Etudier la dérivabilité de 1.

1.3.182 | Mines-Télécom MP 2024

Donner une condition nécessaire et suffisante d’existence de

+oo 1
/ % (1—eﬁ) dx
0

quand « € R.

1.3.183 | Mines-Ponts MP 2024

Soit f € C([0;7],R) telle que :
Vn e N, /7r cos(nt) f(t)dt = 0.
0

Que dire de f?

ENS MP 2024

Soit P € C[X] avec P(0) # 0. Montrer que :
1 2 0 r
Vr >0, f/ In|P(re?)df = In| P(0)| + 3 multp(a) - In [ —
21 Jo o=l o]

oul, ={aeC|Pla)=0et |of <r}et multp(a) est la multiplicité de a en tant que
racine de P.
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1.3.185 | Mines-Ponts MP 2019

Montrer que x — exp(z?) n’admet pas de primitive de la forme = — F(z) exp(z?), ol
F' est une fraction rationnelle.

CCINP MP 2018

Soit £ € R et f: R — R une fonction continue, intégrable sur [0;+oo[ et ayant pour
limite £ en —oo. Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Pour tout u € R, on
pose :

+oo
I(u) = /u (fla+ 1) — f(b+ 1)) da.

1. Montrer que, pour tout u € R, I(u) est bien définie et vaut ["F* f(t) d¢.
2. On prend ici f :

14 siz <1
T — 20 _

i B2t
Calculer lim 1 (u).

3. On revient au cas général. Calculer lim I(u) si I'on suppose que ¢ = 0.

U—r—00

4. Déduire 1_i)r_n I(u) dans le cas ou /¢ est quelconque.
5. Soit a’ et b’ deux nombres réels tels que 0 < o’ < V. Trouver « et S tels que :

X B « n 15}
1+aX)1+VX) 14+aX 1+0X’

puis simplifier I’expression

eJI

(1+a'e®)(1+Ver)

6. Déduire des questions précédentes :
+o00 e’
lim dx
us—o0Jy (14 a’e®)(1+ Ve?)

1.3.187 | Mines-Ponts MP 2021

2z gin™ (¢
Soit (m;n) € N2. Déterminer lim sin” (1)
z—0t x n

dt.

I1.3.188 | Mines-Ponts PSI 2021

Soit f une fonction continue de R, dans R, et ¢ un nombre réel strictement positif.
On suppose que :

. z 2 o
Jim f@) [ @)=t
1. Si f admet une limite en +o00, que vaut-elle ?

2. Donner un exemple de fonction f vérifiant la condition de I’énoncé.

3. Calculer un équivalent de f(z) en +oc.
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1.3.189 | Centrale PC 2024
Soit
+oo
E:{uGC(R+,R)‘ / uQ(x)dx<+oo}.
0
1. Montrer que E est un espace vectoriel réel.

2. Soit f € C*(R,,R) telle que f et f” soient dans E. Montrer que f’ est aussi
dans F.

3. Montrer que :

[Crere <[ Tuera [T mp

et préciser le cas d’égalité en supposant f(0) = 0.

1.3.190 | Mines-Télécom MP 2019

1
(x —1)%(2? — 22+ 5)
. 1
9. Caleul / dt.
alculer | (=12 =2t +5)

1. Décomposer

en ¢léments simples.

CCINP PSI 2023
1

Soit 1, :/ In(1 + ¢*) dt.
0

1. Déterminer lim I,.
n—-+oo

1 In(1
2. Montrer que I,, ~ —/ Mdu.
n Jo

u
+00 2
3. On admet que kz::lle = %
2
Montrer que I, ~ Ton
Mines-Ponts MPT 2023
Soit f:x— 1 L

——dt.
0o 1 —axt+ xt?
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Déterminer un développement en série entiere de f avec les coefficients explicités.

CCINP PSI 2025

1
SoitF:xl—>/ M
0

Montrer que | —1;1[C Dp.

dt.

Montrer que F' est développable en série entiere et exprimer ce développement.
Justifier la dérivabilité de F' sur |0;1][.

Déterminer F”’ sous une forme simple.

Gt W N

Trouver F' a l'aide d’une autre méthode.
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CCINP MP 2023

Soit F' la fonction définie par :
+00 e—mt

0 Vi(l+t) at

1. Montrer que F est définie sur [0;+ool, de classe C' sur |0; +o0].
2. Calculer F(0).

+oo g~ U
) Soit v = / e— du.

Montrer que F Verlﬁe I'équation différentielle ¢/ —y = —

F(z) =

Bl

weu
b) Mont F(o) = e — e [ “=du
(b) Montrer que F(z) = me” — ~e 0 Vi u

(c) En déduire la valeur de 7.

1.3.195 | Mines-Télécom PSI 2019

Pour tout x réel, on pose :
too 2 +o0 2
S(x) :/ sin(zt)e™" dt et C(x) :/ tcos(zt)e™" dt.
0 0

1. Montrer que C' et S sont bien définies sur R. Sont-elles continues ?
2. Montrer que S est dérivable. Exprimer S’(x) au moyen de C(x).
3. Montrer que :

vz € R, C(z) = ; -~ 25().

4. En déduire S(z) et C(x), exprimées au moyen d’une intégrale.

Centrale-Supélec MP
Soit
flz) = /m e dt et glz)= /1 &dt.
0 o 141t
1. Quelles sont les propriétés de f et g7

2. Montrer que f? + g est constante. Quelle est sa valeur ?

“+o0

3. En déduire la valeur de / e du.
0

1.3.197 | Mines-Télécom MP 2017

1. Enoncer soigneusement le théoréeme de continuité des intégrales a parametre.

2. Démontrer que la fonction
fixr— / cos(zt)e Pt

est continue sur R.
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1.3.198 | Mines-Télécom PC 2019

Soit p € N* et on pose pour x dans R :
+o0o

400
L(z) = / cos(zt)e P dt et J,(z)= / sin(zt)e " dt.
0 0

Montrer que I, et J, sont définies sur R.
Montrer que I, est dérivable sur R.

Soit x € R. Calculer lim I,(x).
p—r+00

Exprimer J,(x) en fonction de = pour tout = € R.

AR o S

Soit a € R. Pour quelles valeurs de a, la série Y _ J,(a”) converge-t-elle ?
p>1

1.3.199 | Mines-Télécom PC 2019

Soit
too —x2t
F(z) :/ g(xt)e ™" dt,
0
ou ¢ une fonction bornée, impaire et continue.
. +o0o
1. Etudier la convergence de / e~ dt en fonction du réel a.
0
2. (a) Montrer que F' est définie sur R.
(b) Quelle est la parité de F'?
3. (a) Enoncer le théoréme de continuité d’une intégrale a parametre.
(b) La fonction F' est-elle continue sur R?
4. On pose g = sin.
(a) Calculer F.
(b) Montrer que F' est de classe C* sur R*.

1.3.200 | ENSEA/ENSIIE MP 2013

Montrer existence et calculer :

/og sin(2z) In(tan(z)) dz.

1.3.201 | Mines-Ponts MP 2014

Pour tout = €]0;7[, soit

F(z) = /Ux In(sin(z — t)) dt.

La fonction F' est-elle intégrable sur [0;7]? Si oui, calculer I'intégrale.

1.3.202 | Mines-Ponts MP 2016

1
Déterminer lim n [ In(1+¢")dt.
n—+oo 0
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1.3.203 | Mines-Télécom MP 2017

™

1. Démontrer la convergence de l'intégrale I = /5 In(sin(t)) dt.
0

2. Calculer J = /5 In(cos(t))dt et K = /7r In(sin(t)) dt en fonction de I.
0 0

us
2

3. Déterminer L = / In(sin(¢) cos(t)) dt en fonction de I, J, K. En déduire les
0
valeurs de I, J, K, L.

1.3.204 | Mines-Télécom MP 2017

Pour tout entier naturel n et tout ¢ € {0 ; %}, posons f,(t) =

1
’ . . 2 BN
Déterminer lim fn(t)dt de deux manieres :
n—-+4oo Jo

1. Par convergence uniforme.

2. Avec le théoreme de convergence dominée.

1.3.205 | Mines-Ponts MP 2017

Soit f :[0;1] — R continue. Montrer que :

exp </01 f(@) dt> < /01 exp(f(t))dt.

1.3.206 | Mines-Ponts MP 2017

+o0 |n2
Calculer / n(z)
0 + 22

dx a Paide d’une somme.

1.3.207 | Mines-Ponts MP 2019

Soit f une fonction continue sur [0; 1], & valeurs strictement positives. Pour tout a réel
positif, on pose :

I(a) = /01 F(6) dt.

1. Montrer que la fonction I est dérivable et préciser la valeur de I(0).

1
2. Trouver la limite de I(a)a quand a tend vers 0.

1.3.208 | Mines-Ponts PC 2019

Soit f une fonction continue sur [1; +oo[, & valeurs réelles, de carré intégrable. Montrer
que

tend vers 0 lorsque x tend vers +o00.

1.3.209 | Centrale PC 2017

2

z e
Montrer que / o’ dt ~ 9 quand r — +o0.
0 x
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Mines-Ponts PC 2018
Soi ote—=1 * g
oit f(z) —/0 mt t.
1. Donner le domaine de définition de f.

2. Donner la limite de f en +oo.

1.3.211 | Mines-Ponts MP 2018

Soit E l'ensemble des fonctions continues de R dans R, telles que :

Ve € R, f(z) = /Ox\/%dt.

1. Montrer que, si f € E, alors f est croissante sur R, et nulle sur R_.

2. Montrer que, si f € E et ne s’annule pas sur un intervalle I, alors il existe ¢ tel

que :
Veel, f(x) = (:17740)2
3. Décrire E totalement.
X-ENS
Soit f € C?[a;b],R). Montrer que :
(b—a)’

[ rwyar =22 () + )| <

"

1.3.213 | Mines-Télécom MP 2017

Pour tout n € N*, on pose :

I, = /7r cos(nz) — cos(ny) dz avecy €]0;n[.
0

cos(x) — cos(y)

Donner la valeur de I,,.
Indication : on pourra chercher une relation de récurrence entre I, + I,,1o et I,,11.

1.3.214 Centrale-Supélec MP 2021
+o00
On donne ¢ = / e 'In(t)dt.
0
1. Montrer l'existence de c.

2. Montrer que ¢ < 0.

n t
3. (a) Montrer que ¢ = lim <1 — ) In(¢) dt.

n—+oo /o

(b) En déduire que la suite <Z - — ln(n)> converge.
neN*
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1.3.215 Mines-ponts MP 2021

On pose :
F:(z:y) M/ In(z + y cos(t)) dt.
0
1. Déterminer le domaine de définition Dy de F'.
2. Calculer quand cela est possible la valeur de F'(z;x).

3. Montrer que F' est de classe C' sur I'intérieur de Dp.

4. Déterminer une expression de F' sans intégrales.

GOINE MP 2023

Soit, pour n un entier naturel non nul :

+o00 1
[ g —
0o T+

1. Montrer que I,, est défini, puis que la suite (I,,),>; converge vers une limite &
déterminer.

2. Trouver une relation de récurrence entre I, et I,,1. En déduire une deuxiéme
fagon de déterminer la limite de la suite (I,,),>1-

CCINP MP 2023

Soit a et b deux réels strictement positifs.

1. Calculer I'intégrale suivante :

b1
/ - dt.
a t2 +1t2

Indication : poser u = /1.
00 1
2. Justifier 'existence de R,, = Z —_ .
k=nt1 k2 + k2
3. Montrer les inégalités suivantes :

1 1
2 arctan <\/n—+1> < R,, < 2arctan <\/ﬁ> .

4. En déduire un équivalent simple de R, au voisinage de +oc.

1.3.218 | Mines-Ponts PC 2023

Soit f € C(R,R). On suppose que f admet une limite £ en —oo et que l'intégrale
+o0o

/ f(z)dz existe. Pour tout (a;b) € R montrer que l'intégrale

0

[ at ) — o+ ) do

— 00

existe et déterminer sa valeur.
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CCINP MP 2017

Soit n € N, n > 2. On définit la fonction :

for s () - 2]

1. Montrer que la suite (I,,),>2 telle que :

+oo

I, = folz)dz
0

est définie pour n > 2.

2. Démontrer que :
+00

Vn > 2,1, =2 sinh(z)e " da.
k=1
+oo 1

3. Calculer Z m

k=1

Mines-Ponts MP 2017
Dln(1+ 2t t2
Soit F(x) :/ n(1 + 2t cos(x) + t%)
0 t
1. Montrer que F est définie et de classe C! sur {O; E}.

dt.

2. Calculer F'(x) pour z € [O ; g}

1.3.221 | Mines-Ponts MP 2013

400 gip3
Calculer / sin° (1) dt.

0 12

1.3.222 | Mines-Ponts MP 2017

On définit f par :

[t sinh(xt)
fle) = /0 t cosh(t) dt.

1. Donner le domaine de définition de f. Montrer que f est C*°.

2. Montrer que f(z) ~ —In(1 —z) quand z — 1~.

ENS
Soit .
I(x) = / (1 — 2*)™ cos(wt) dt.

1. Montrer que :

Vn € N, 3P, Q,, € Zo,[X], I,(z) = ! (Pn(x) cos(z) + Qn(z) sin(x)).

- p2n+1

™
2. En déduire que 5 est irrationnel.

183




1.3.224 | Centrale-Supélec PSI 2013

On définit 'application suivante :
f+ R, — R
e 1
0 x+sin®(t)
Montrer que f est bien définie. Etudier sa monotonie.
Trouver 31613% f(z).

Trouver xgrfoo f(z).

R

Donner un équivalent de f en 0. (On pourra faire le changement de variable
u = tan(t).)

1.3.225 Centrale-Supélec PSI 2013

Soit E={f € C(R,C)| f(z) = f(z+ 2m)}. On pose sur E :

11} = sup{|f(u)] | v € R}

et oo
G(f) :xH/O e~ f(z + 1) dt.

1. Montrer que G est un endomorphisme.
2. (a) Montrer que G est C*.

(b) Donner une équation différentielle vérifiée par G.
3. La fonction G est-elle

(a) injective?

(b) surjective ?
4. Résoudre G(f) = \f, d’inconnues (f;\) € E x C.

X MP 2017

n

dxn
1

Montrer que pour n # m, / P,(t)P,(t)dt = 0.
J-1

On note P, = (X2 —=1)").

CCINP PC 2019

Soit n € N. Etudier I'intégrale suivante :

+o0 1
[
o 1+t241¢n

X-ENS

™

Calculer /Z In(1 + tan(x)) dz.
0

184




1.3.229 | Mines-Ponts MP 2021

Soit f la fonction d’une variable réelle a valeurs dans C telle que :

+oo e_t(l"’_ix) d
= -4t
f@ =) =

1. Montrer que f est définie sur R.

2. Trouver une équation différentielle et déterminer f.

1.3.230 | Mines-Ponts MP 2021

Soit @ > 0. On note :

fo :]-aial — R
Vita
L CL2—I2

a

Calculer lim fa(z) dz.

a—0t J—

1.3.231 | Mines-Ponts MP 2021

2In(z) et
1. Calculer lim —
z—=1+ Jin(z) ¢
2. Soit
F o 1400 — R
2In(z) et
x — —dt
In(z) t

Montrer que F' est injective.

CCINP PSI 2021

S Ll g
it f: N
oit f $|_>/0 =11 1)

1. Donner le domaine de définition D de f.
2. La fonction f est-elle continue sur Dy ?
3. Montrer que si x € Dy, alors 1 —xz € Dy et f(1 —z) = f(z).

4. Trouver un équivalent de f en chacune des bornes de Dy.

1.3.233 | Mines-Télécom MP 2018

1 t
On note I:/ t?’,/idt.
0 1—1¢

Etudier l'existence et la valeur de I.
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1.3.234 | Mines-Ponts MP 2025

Soit o € R7.. Soit b une fonction continue par morceaux de période 1. Pour tout € > 0,

on pose :
400 T
I. = / b () 1o, (2) da.

—0o0 g

Montrer que :
1

lim I, = a/ b(y) dy.
0

e—0t

CCINP MP 2023

1. Soit M > 0 et u : [1;400[— R de classe C! telle que, pour tout x € [1;+o0],
+oo /(¢
lu(z)| < M. Montrer que / wit)

1

dt converge.

+oo sin(t)

2. Montrer que /

+o00
dt et / sin(t?) dt convergent.
1 1

“+oo
3. Montrer que / sin(t*) dt converge.
1

CoNP 2023

oo In(t
On note [ = / & dt.
o 1+4+1¢2
1. Etudier I'existence et la valeur de I.

2. Soit a > 0 tel que a # 1. Trouver des réels a et 3 tels que :

1 o« n 15}
(14+2) (a2 +12)  1+t2 a2 +t2

In(t)
1+1t2)(a® +12)
4. Rappeler le théoreme de la convergence dominée.

+ooIn(t
L’utiliser pour calculer / &
o (141¢t2)?

+o0
3. Caleuler I(a) = / ( dt.
0

dt.

1.3.237 | Mines-Ponts MP 2022

1. Montrer la convergence de l'intégrale suivante :

2
—+o0
j / (Mtan(t)> i
0 t

2. A Paide d’une intégrale & paramétres, calculer I.

186




1.3.238 Centrale-Supélec MP 2018

Pour tout n € N, on pose :

I —+o00 1 d
" /0 cosh(x)2n+2 -

1. Montrer que I,, est définie pour tout n € N.
2. Montrer que :
2n + 2
VneN, 1 =——I,.
" T on 43

Calculer 1.
400 n2n

3. Calculer S = Z

n=1 @

GOINE MP 2018

Pour (; ) € R?, on définit :

foo]051 — R
In(x)|”
(1 —x)e

1. (a) Trouver un équivalent en 0 et en 1 de f.
(b) Déterminer les valeurs de « et (3 telles que f se prolonge par continuité a
I'intervalle [0; 1].
(c) Déterminer les valeurs de « et 3 telles que f soit intégrable sur ]0; 1].

1
2. SoitI:/ \}Ill(L)
0 — X

dz. Montrer que I existe puis calculer I.

1.3.240| Mines-Ponts MP 2019

Soit f: R — R, de classe C''. Montrer que :

/01 fP(z)da — f(O)Q/Olf(a:) dz| < Hf'||/01f(x)dx,

ou ||f'|| désigne la norme infinie de f" sur [0;1].

1.3.241 | Mines-Ponts MP 2016

Etudier Iexistence et la valeur de

3 1
/ ——duz,
0o 1+ tan®(x)

ou a > 0 est donné.
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1.3.242 | Mines-Ponts MP 2016

Soit f € C'([a;b],R) telle que :
Vt € [a;b], f'(t) € 10;1] et f(a) =0.

Montrer que f%(x) < 2/ f(t)dt pour tout = € [a;b|.

a

1.3.243 Centrale-Supélec PC 2016

x? 1
On considere l'intégrale f(x) = / —dt.
grale f() . i
1. Donner I’ensemble de définition de f.
2. Etudier f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Etudier les variations de f.

1.3.244 Centrale-Supélec MP 2016

Donner un résultat du cours relatif aux sommes de Riemann. Donner une démonstration
de ce résultat dans le cas ol f est de classe C*.

1.3.245 | ENSEA /ENSIIE PSI 2015

Soit n un entier naturel. Soit f une fonction continue sur [a;b] a valeurs dans R.
b
On suppose que, pour tout p € [0;n], / tPf(t)dt = 0.

Montrer que f possede au moins n + 1 racines entre a et b.

1.3.246 | Mines-Ponts MP 2015

Montrer que :
+00 1

/0+OO In(tanh(x))dz = — Z T

CCINP MP 2019

1. Montrer I'intégrabilité de f : x +—

(In(z))

2 S 105 1].
2. On pose u,(z) = x?"(In(z))? pour n entier et z €]0;1].

1
Pour n entier, montrer I'intégrabilité de u, sur |0;1] et calculer / up () de.
0

1(] 2
3. Déterminer une expression de I = / M
o 1+ 22

4. Soit € > 0. Proposer une méthode de calcul de I a ¢ pres.

dx sous forme de somme.

COINP MP 2015

+oo In(t)
On pose F(z) = / .
n pose F(z) =
1. Donner le domaine de définition de F'.
2. Calculer F(1).

3. Calculer F(x) pour tout x.
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1.3.249 | Mines-Ponts MP 2013

br 1 —
Soitb>a>0etf(g:):/ M

ar U3

du.

Déterminer lim f(x).
z—0t

X MP 2017

Soit f € C*(R,R%) une fonction intégrable. On suppose que Inof est concave.
1. Montrer qu’il existe 2y € R tel que f croit sur | — oo ; zo[ et décroit sur |zq ; +o0].
2. Montrer que :
Je, k> 0,Vr € R, f(z) < ke,
3. On considere g € C*°(R,R?%) intégrable telle qu’il existe 21 € R tel que g croit
sur | — oo ;x| et décroit sur |y ;400
On définit : .
fxg: fcr—>/_ flz—y)g(y) dy,

produit de convolution de f et g.

Montrer qu'il existe x5 € R tel que h croit sur | — oo ; xs[ et décroit sur |xg ; +00].

1.3.251 | ENSEA/ENSIIE PSI 2023

Pour tout n € N, on pose :

1
I, = / (In(1 + x))" de.
0
1. Montrer que, pour tout n € N, [, est bien définie et que :
0< 7, <(In(2)".
2. Montrer que, pour tout n € N,
L1 =2(In(2)"* — (n+ 1)1,,.
- L I,
3. Etudier la convergence de la série Z —.
n!

I,
4. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z —'x".
n!

1.3.252 | Mines-Ponts PSI 2017

Soit

f:x»—)/ udy.
oy

1. Donner le domaine de définition de f.

2. La fonction f est-elle développable en série entiere au voisinage de 07 Quel est
son rayon de convergence ? Calculer f(1).

3. La fonction f est-elle dérivable ?
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1.3.253 | Mines-Télécom PSI 2018
1. Justifier que la fonction

1 1
e —
t2  (arctan(t))?

est intégrable sur [0;1].

2. En déduire un équivalent simple de

1 1
o :/ ———dt d .
() o (arctan(t))? quand o =0

1.3.254 | Mines-Télécom PSI 2017
+oo
Soit I' : v € RY / t*~te=t dt.
0

1. Montrer que :

n t\"
I'(z) = lim ot (1 - ) dt.
n—+o0 J( n
2. Montrer que :
10T
['(z) = lim nn :

n—too g(x + 1)+ (z +n)

1.3.255 Centrale-Supélec PSI 2015

Soit f € C'(R4,R). Pour tout z € Ry, on pose :

Fla)= ["f®)at et g(a) = f(a)+ Fla).

1. On suppose que f admet une limite finie en +00. Déterminer quand est-ce que
F' admet une limite finie en +o00?

2. On suppose que F' admet une limite finie en +o0o. La fonction f admet-elle
forcément une limite finie en 400 ?

3. On suppose que g admet une limite finie en +00. Montrer que f admet alors
forcément une limite finie en 4-00. Déterminer cette limite.

1.3.256 | Mines-Ponts PSI 2015

Soit ) .
z 1 — cos
fix— / 7<> dt.
0 2
. . 1
Montrer que pour tout n € N*, il existe a,, = 0 tel que f(a,) = T
n

1.3.257 | Mines-Ponts MP 2021

Soit f :[0;400[— R continue et bornée. Montrer que :

T AR LCON Y

n—+o0 Jo 1 4+ n2x? 2
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1.3.258 | TPE/EIVP PSI 2015

Soit a > 0, f continue sur [1; +oo[ et admettant une limite finie £ en +00. On s’intéresse
+o0 t)— J(t
Flat) — £(1)
1 t
1. Montrer que pour tout x € [1;+o00[ on a :

/xf(at)—f(t)dt: axf(t)dt_/af(t)dt
1 t t 1t '

a

a la convergence de

2. En déduire la convergence de l'intégrale recherchée et expliciter sa limite en
a f(t
fonction de / fgf)dt.
1

1.3.259 Centrale-Supélec PC 2015

Trouver tous les polyndémes P de R[X] tels que :

k+1

VkEZ,/ Pt)dt =k + 1.
k

1.3.260 | Mines-Ponts MP 2016

Soit (an)nen telle que :

\/ (n+1)m
VneN, a, = / sin(t?) dt.
N

1. Montrer que Z a, converge.

2. Montrer que I'application x — / sin(t?) dt a une limite en +oo.
0

1.3.261 | Mines-Ponts MP 2019

Tracer la courbe représentative de la fonction définie par :

1.3.262 | Mines-Ponts MP 2019

On considere la fonction
(v;y) —> / In(x + ycos(t)) dt.
0
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est différentiable.
3. Comment expliciter I'intégrale

4 1 of
- - = L () ?
/0 x + y cos(t) dt Ox (#:)"
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1.3.263 | Mines-Ponts MP 2014

Calculer :

li —dt.
250 In(cos(t))

1.3.264 | Mines-Ponts MP 2014

1 1
Soit ¢(t :/ ———duz.
oit ¢(?) 0o (14+z+ax?)t o

1. Donner le domaine de définition de ¢ et montrer que tl}er o(t) = 0.

2. Donner un équivalent de ¢ en +4o00.

1.3.265 | Mines-Ponts MP 2015

Soit P la fonction de | — 1;1[xR dans R définie par :

1—r?
P(r;t) = :
(r;1) 1 — 2rcos(t) + r?

1. Soit ¢t € R fixé. Montrer que la fonction qui a r associe P(r;t) est développable
en série entiere sur | — 1;1[. Calculer ce développement.

2. Soit r appartenant |0; 1] fixé.
(a) Justifier que la fonction qui & ¢ associe P(r;t) est continue, positive, paire

et 2m-périodique.

1 ™
(b) Montrer que 2—/ P(r;t)dt = 1.
™ J—m
3. Soit a € [0;7]. Montrer que :

lim P(r;t)dt = 1.

r—1—J—a

4. Soit f € C(R,R) 2m-périodique. Montrer que :

lim 1/7r flz+t)P(r;t)dt = f(z).

r—1- 27 J—n

1.3.266 Centrale-Supélec MP 2014

1. Montrer que

converge pour tout x € RY.
2. Montrer que F' est monotone.

3. Déterminer la limite de F' lorsque x tend vers +oc.
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X MP 2017

1. Soit f € C(]0;1],R). On suppose que :
1
k€ [0;n — 1], / F(t)t* dt = 0.
0

Montrer que f s’annule au moins n fois sur [0; 1].

2. Soit f de R dans R, 2m-périodique. On suppose que :

vk e [0:n — 1], 02” (8 costhtydr =0 = [ () sin(kt) dt.

Montrer que f s’annule au moins 2n fois.

1.3.268 | X-ENS Cachan PSI 2017

Soit a = (ay;...;a,) € R™ On pose :
+o00
fla) = / e (1+ arz + - + aa”)? da.
0

1. Montrer que f est définie, de classe C*, positive.
2. Montrer que f(a) — +oo quand ||a|| — +oo.
3. Montrer que f admet un minimum.
On note a* = (af;...;a}) un point ot ce minimum est atteint.

4. Montrer que :
Vie [l;n],d+ (@4 Daj+---+ (1 +n)la, =0.

5. Soit P(X)=1+aj(X+1)+ad(X+1)(X+2)+---F+a (X +1)
Montrer que P(X) =af(X —1)--- (X —n).

Calculer P(—1), puis en déduire que a), =

6. Montrer que :

400
f(a”{;...;ai)zl#—/ e *l+ajz+---+ayz")de.
0

1
n+1

En déduire que f(a*) =

(X ).

1.3.269 | Mines-Télécom MP 2017

Soit f : R, — R continue, décroissante et intégrable sur R, .

1. Montrer que f(z) tend vers 0 quand x tend vers +o0.

1

2. Montrer que f(x) =0 <>
o \x
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CCINP MP 2018

Soit v € R et
f R — R
sin?(z)
T
xOé

1. On suppose 1 < a < 3. Montrer que f est intégrable sur R7 .
2. On suppose o < 1. En utilisant les nombres

[

™

montrer que f n’est pas intégrable sur R .

*

3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles f est intégrable sur R .

1.3.271 | Mines-Ponts MP 2018

Soit f: R, — R, continue, bornée et intégrable.
“+oo
1. Justifier I'existence de u,, = / f™(t) dt pour tout n € N*.
0

2. Discuter la convergence de » _u, en fonction de || f||s.

GOING PG 2021

SizeRetneN, on pose :

WP

() = /O sin®(t) cos™(t) dt.

1. Pour quelles valeurs de x l'intégrale J,,(x) est-elle définie ?
2. (a) Calculer J,(1).

(b) Soit z tel que —1 < x < 1. Montrer que J,(z) > J,(1). En déduire la nature
de la série de terme général J,(z) quand —1 < z < 1.

(c) 1. Montrer que sin € N et b > 0, la fonction
f:t — In(sin(t)) sin®(¢) cos™(t)

est intégrable sur [0 ; g}

ii. Montrer que J, est de classe C* sur R%.
_ sin”(t)
d) Soit g,(t) = ———— ouxz > 1.
(@) Soit go(t) = {210 oz

Montrer que g, est intégrable sur [0 ; g} et calculer /0 ? g2(t) dt.
(e) En déduire la nature de la série de terme général J,(x).

1.3.273 | Mines-Ponts 2012

Montrer que

+oo ]
/(@) :/x i1

est définie sur R, . Y est-elle continue ? intégrable ?
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1.3.274 | Mines-Ponts MP 2017

) +oo cos(xt
Soit f(x) = /0 . _ﬁ t2) dt.

1. La fonction f est-elle C* sur R*?
2. Montrer que :

zf' () —f(x)+2/0+oo(cloi(f§))2dt: 0.

1.3.275 | Mines-Ponts PSI 2021

Soit f: R, — R telle que Erf f(z)=0.

+oo n
1. Prouver que / f(z)dz converge si et seulement si la suite n +— / f(z)dz
0 0

converge et que dans ces conditions :

/0+OO f(z)dz = lim f(z)dz.

n—+oo Jo

2. Que se passe-t-il si on enleéve I’hypothese l_1>ri1 flx)=07
x o

1.3.276 | Mines-Ponts PSI 2018
Soit
1 — cos(t)

t2

1. Montrer que F' est définie et continue sur R, de classe C* sur R%.
2. Déterminer la limite de F, F’ et F” en +ooc.

3. Calculer F(x) pour z € R

+00 g
4. En déduire la valeur de / sn;(t)
0

+oo
F:x r—>/ e %t dt.
0

dt.

1.3.277 Centrale-Supélec PSI 2018

Soit -
fioz— / In(1 — 2x cos(t) + 2?) dt.
0

1. Donner I’ensemble de définition de f.

i km
2. Soit n € N*. On pose, pour k € [0;n — 1], ap = —.
n
(a) Montrer que :
n—1
(x+1) [](Q =2z cos(ay) + 2°) = (z — 1)(z*" — 1).
k=0

(b) Calculer f a I'aide d’une somme de Riemann.
3. Calculer f(1).
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1.3.278 | CCINP MP 2022
400 eit

1. Soit o € R% . Montrer que / o dt converge.
1

+o0
2. En déduire la nature de / sin(¢?) dt.
1

Vtsin(t)

—dt .
I+ cos(t) converge

+oo
3. Montrer que /
1

1.3.279 Centrale-Supélec 2012

1. Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de fonctions définies par :

1
IO = =
. +o0
2. Etudier lexistence et la valeur de / f2(z) da.

3. Soit g € C(R,R), de carré intégrable.
+00
Montrer que EIE / fa(x)g(z)dz = 0.

On prendra soin de justifier I'existence des intégrales mises en jeu.

1.3.280 | Mines-Ponts MP 2021

Soitn € N*et 1 <y; < --- <z, <y, des nombres réels.
1. Soit P € R,,_1[X]. Montrer que :

Yi
Vi {1;...;n},/ P)dt =0 = P =0.
2. Montrer qu’il existe un polynéme non nul P € R, [X] tel que :

vi
We{l;...;n},/ P(t)dt = 0.

1.3.281 | Centrale-Supélec PC 2023

Pour tout x €]0; +o00], on pose :

toot —1
f(z) :/1 ln(t)t ®dt.

Montrer que la fonction f est bien définie.
Déterminer la limite de f en +oo.
Montrer que f est de classe C* sur | — 1;+o00[ et donner ses variations.

Déterminer la limite de f en —1.

AR IR

Exprimer la fonction f.
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1.3.282 | Mines-Ponts MP 2018

Soit

v(x)
F(z) = /( Tty
avec u,v € C([a;b],R) et f € C([a;b] x R;R).

La fonction F' est-elle continue sur [a;b] ?

1.3.283 | CCINP PC 2024
sin(t) — t
t2
1. Montrer apres prolongement par continuité en 0 que g est continue sur R.
+oo sinP(¢)

t2

On pose ¢g(t) = pour tout t € R*.

2. On pose I, = / dt, ou p € N.
0
Pour quelles valeurs de p € N, 'intégrale I, converge-t-elle ?
3. (a) Montrer que :
Vt € R, sin®(t) = 3 sin(t) — 1 sin(3t).

(b) Montrer que :

+oo sin?(t) 3 [3z sin(t)
at— | dt.
/x 12 4 Jz 2

On suppose désormais que p = 3.
4. Soit f: R — R continue. Soit U et V' des fonctions continues sur R telles qu’il
existe a € R tel que U(a) = V(a). Montrer que :

V(x)
lim F(t)dt = 0.

T—a U(CC)

5. Déduire des questions précédentes la valeur de I,,.

CCINP PC 2025

Calculer : , .
lim cos(t)
a—0t a t

dt.

[1.3.285] x mp

Soit (m;n) € N2. Apres avoir justifié son existence, calculer I'intégrale suivante :

Jar

frn = 21 J—n sin (%) sin (%)

1 /Tr sin ((Zm + 1)%) ‘ sin ((Zn +1)%

1.3.286 | Mines-Ponts MP 2021
Soit .\
o arctan(x + ¢
fix— / # dt.

—o0 1+1¢2
Calculer f.
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1.3.287 | Mines-Ponts MP 2018

Soit (a;b) € R? tels que a < b. Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues de [a ; b]
dans R, muni de la norme infinie. Soit B la boule fermée de centre O et de rayon 1
pour cette norme. Soit enfin f € FE. Montrer que :

sup [ g0y ae =[50

geB Ja

1.3.288 | ENSEA /ENSIIE PSI 2018

Soit la fonction :
fix— /
0

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Etudier le caractére C' de f et déterminer f.

dt.

400 eft _ ef:pt
t

3. En déduire une expression simple de f.

1.3.289 | Mines-Ponts PST 2021
1 Tt
Soitf:x»—)/cos( >dt
0 +t

X

1. Montrer que f est continue sur Ry et C' sur R* .
2. Déterminer f(0) et £r+n f(z).

3. Montrer que f est C* sur R, par deux changements de variables.

1.3.290 | Mines-Ponts MP 2022

Selon la valeur du parametre réel p, discuter la convergence de l'intégrale :

“+o0 tp _ 1
dt.
/1 t21n(t)

Calculer sa valeur en cas de convergence.

1.3.291 | Mines-Télécom PSI 2022

, r?" 1 n(x)
Pour tout n € N, soit f, : v — —————=

2 -1
1. Pour tout n € N, montrer que f, est intégrable sur |0; 1].

1
On pose I, = / fa(t) dt.
0

2. Déterminer lim I,,.
n—-+oo

3. Pour tout k € N, calculer I — I};. En déduire que :

VneN, [ ! JFZO:O !
n y In — 5
4k:n+1n2
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1.3.292 | Mines-Ponts MP 2017

On définit R: h € C(R;,R) — R(h) tel que si z € Ry, R(h)(z) = h(xsin(t)) dt

3o
o\‘
NI

WP

2
et S:ge CHRy,R)— S(g) tel quesize Ry, S(g)(x)=g(0)+ f/ g (xsin(t)) dt.
7 Jo
1. Montrer que R et S sont des applications linéaires a valeurs dans C'(R ., R).
2. On pose W, = / 2 sin”(t) dt. Trouver une relation entre W, o et W,,.
0

3. Soit P un polynéme. Montrer que (S o R)(P) = P.
4. Montrer que pour tout g € C*'(R,R), (S o R)(g) = g.

1.3.293 | Mines-Ponts PSI 2023
V3

1 +o0
Soitn e N, w=—=-—i—e¢et In:/ et dt.
2 2 0

1. Calculer I,, pour tout entier naturel n.

2. En déduire une expression de la fonction g € C(R, R) telle que :
+o00 k
vk € N, / tg(t) dt = 0.
0

3. Soit (a;b) € R? un couple de réels tels que a < bet f € C([a;b],R) une fonction
telle que :

b
Vk € N, / t*f(t)dt = 0.
En admettant le résultat suivant :
Ve >0, 3P € R[X], Vz € [a;b], |f(z) — P(z)| <&,

montrer que f = 0.

NS MP 2014

Soit (pp)nen une suite de fonctions de R dans R positives, continues et 2mw-périodiques.
On suppose de plus que, pour tout naturel n :

1 27 d 1
¢ o [ pale)de =1

2m—4§
o« V6 >0, nl_l}:p{)()/(S pn(x)dz = 0.

Soit alors f une fonction de R dans R continue par morceaux et 27w-périodique. On
pose, pour tout entier naturel n :

fa(z) = 217T /027r flz —t)p,(t)dt.
Montrer que : ,
Jm [ () - f)ar =0
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1.3.295 | Mines-Ponts MP 2025

Soit f € C'(R,R) et g la fonction définie pour tout = > 0 par :

o) == [ coste — )7 (v) dy

T

1. Déterminer la limite de g en 0.

2. On suppose que f a une limite en +00. Déterminer celle de g.

1.3.296 | Mines-Ponts PSI 2024

Sin € N, on définit f, : R, — R par :

folz) = Ee"”.

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,)nen.

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)nen-

+o0
3. Calculer, pour n € N, [, = / fn(z)dz.
0

4. Déterminer lilJTrl I,,. Est-ce cohérent avec les théoréemes du cours ?
n—-+00

1.3.297 | Mines-Télécom MP 2018

Pour tout n € N*, on pose :
+00 x2 -
Uy = / (1 + > dz.
Jo n

+o0 2
1. Montrer que la suite (uy,),en+ converge vers / e dz.
0

2. Calculer lim wu,,.
n—-+4o0o

“+o00
En déduire la valeur de / e du.
0

™

3 i
On admet que [ cos"(t)dt ~ /o
n admet que | cos (t) w Tl V2
CCINP PSI 2019
1
Soitne N, zeRet f,(r) = ————.
oit n x et fn(x) cosh™ (7)
1. Montrer que les f,, sont intégrables sur [0;+ool.
00 1
o cosh"(x)

Montrer que la suite (I,,)nen+ converge et déterminer sa limite.
3. Déterminer la nature des séries de terme général (—1)"1, et I,.

4. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z I,x"?
n=1
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1.3.299 | Mines-Ponts MP 2019
+00 ef:th

On pose I(x) = / m dt.
0

1. Déterminer ’ensemble de définition de I.

2. Déterminer un équivalent de I en +oc.

Centrale

Pour tout x €]0;1[, on pose :

() :/; lntt)dt

1. Montrer que ¢ est bien définie et que cette fonction se prolonge par continuité

en 0etenl.
2. En déduire la valeur de
Ty —1
/ dzx.
0 In(x)

1.3.301 | Mines-Télécom MP 2016
Soit T /
I \/ 1+ t2

1. Quel est le domaine de définition de f 7

1 1
2. Pour x €10; 1], calculer / e
) [ z Vu? + 22
On pourra effectuer le changement de variable u = % et utiliser la fonction

t In(t + 1+ 12).

1 1
3. Montrer que / —_—
d 0 VuZ4 22

4. Montrer que f(z) ~ —In(z) quand z — 0%,

du ~ —1In(z) quand z — 07,

X ESPCI 2015

Soit f une fonction continue sur R, dans R, intégrable sur R et telle que f(z) = O (%)
en +o00. Soit a > 0.

Montrer que = +— f (:v + %) et x— f (\/ x? + aQ) sont, intégrables sur R, et que leur
intégrale sont égales.

COINP PO 2014

Soit
1 g

o 1+1¢
1. Déterminer ’ensemble de définition de F'.

F:xz— dt.

2. Avec le changement de variable t = u?, calculer F (%)

3. En déduire F (%)
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X ESPCI 2013

, 1
Etudier I'intégrabilité de x — 1(7) en 0, en 1 et en +o0.
n(z

1.3.305 | ENSEA /ENSIIE PSI 2021

Pour tout n € N, soit f,, : @ € [0;1] = nze .

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,)nen.

1
2. Déterminer lim / fa(t)dt.
0

n—-+o0o

1.3.306 | Mines-Télécom MP 2022
Montrer que :

+
8
—_

/+°0 sin(t) g =

0 et — 1

S
[\

_|_

—

3
Il
—

CCINP PSI 2025

On pose :
+o0 eft
fla) = / o

1. Montrer que f est bien définie et continue sur |0 ; 4o00].
Déterminer f’.

2. (a) Montrer que :

—x

e

Vo >0, f(z) <
(b) Montrer que :

+o0
Ve >0, f(z) =e¢ “ln(z) +/O e "In(t) dt.

(¢) Montrer que f est intégrable sur |0 ; +ool.
+oo

3. Calculer / f(t)dt a l'aide d’une intégration par parties.
0

1.3.308 | TPE/EIVP MP 2012

In(1 +
Soit g : R™ — R telle queavr—>M

5 six#0et 1siz=0.

x
1. La fonction g est-elle bornée ?

2. La fonction g est-elle décomposable en séries entieres ?
1 2
3. Montrer que / g(x)dz
0

+o0 7T2
O 11 — =
n rappelle que ngl 3 5

1
4. Soit W, = n/ In(1 + ") dt.
0

Calculer lim W,,.
n—-+00
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NS MP 2019

1
Calculer / " dz.
0

1.3.310 | ENSEA /ENSIIE PSI 2024

Pour tout n € N, on pose :
(x In(z))"

n!

fn(x) =

1. Montrer que Z fn converge simplement et exprimer sa somme.
n=0

1
2. Montrer que f,, est intégrable sur |0; 1] et calculer / fa(t) dt.
0

3. Montrer 'intégrabilité de z — z* sur |0;1].

CCINP PSI 2023

Soit a,b € R tels que a < bet f:[a;b] — R de classe C*.

1. Pour tout n € N*, on pose :

b
I, :/ f(z)sin(nz) dz.
Montrer que lim I, = 0.
n——+00

+00 gj
On pose I = / % dx.

0 x
2. (a) Montrer que I converge.

sin(nx)

dx.

(b) Soit, pour tout k € N*, K,, = /5
0

Montrer que lim K, = 1.
n—-+00

X

3 sin(nzx)

(¢) On introduit J, :/0 sin(z)

Montrer que lim (J, — K,,) = 0.

n—-+o0o
(d) Montrer que, pour tout p € N*, Jo, 11 = Jop_1.
(e) En déduire la valeur de I.

X MP 2019

Pour tous n € Z et x € R, on pose :

Jn(x) = ! / 7 eitweos0)+n0) gg.
0

2min

1. Montrer que les J,, sont a valeurs réelles.

2. Montrer que les J,, sont développables en série entiere sur R et donner I'expres-

sion de leur développement.
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ENS PC 2024

Soit f:[0;1] —]0;+o00[ une fonction intégrable telle que f(z)f(1 —x) = 1 pour tout
x € [0;1]. Montrer que :

/Olf(x)dx> L.

X ESPCI 2017

Soit ¢ > 0. Trouver toutes les fonctions f : [0;+oo[— R continues telles que :

Va >0, c/owf2(t)dt< (/Ozf(t)dt)z.

1.3.315 | Mines-Ponts PC 2025

On donne :

+o0 too 2 2
/ et dt:ﬁ et / At = i
0 o 14+t 4

1. Justifier 'existence de :

+oo elu too o
J:/ du et K:/ o dt,
0o VJu 0

2. Si z € R, on pose :

+o00 e_xg(i""tg) d
= - dt.
/(@) /0 it

Montrer que f est continue sur R.

3. Montrer que f est C' sur R% et que :

2

Vo >0, f'(z) = —/me ™.
4. En déduire que :

+oo +oo \/2
/ cos(t?) dt = / sin(t?) dt = Tﬁ
0 0

X ENS PC 2025

Soit e
flz) = /0 e Y cos(zy) dy.

1
T 1ta?
2. Montrer que |f® (z)| < k!
3. Quels sont les couples (z; k) tels que | f*)(z)|= k!?

1. Montrer que f(z)

4. Déterminer une formule explicite pour f*)(z).
On pourra utiliser 1'égalité cos(zy) = Re(e!™).

5. En déduire que :




1.3.317 | Mines-Ponts MP 2021

Soit b € R%. On considere une fonction continue f : [0;b] — R et une fonction continue
b-périodique g : R — R. On pose :

w(f;t) = sup{|f(z) = ()], [z —y[ <t}

1. Montrer que pour tout n € N*,

/Obf(:v)g(m:) doe = [1)/Obf(x) da:/obg($) dz +ea(f39),

ou €,(f; g) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

2. Déterminer lim %dx.
n—+o0 Jo 14 3cos?(nx)

NS PO 2025

Soit f € C(R,R) avec f(z) =0 pour tout = ¢ [0;1]. On pose pour tout y € R :

o(6) = [y - alf () d.

Montrer que pour tout y € R, ¢”(y) = 2f(y). A quelle condition a-t-on g bornée ?

ENS PO 2025

Soit f : R — R une fonction de classe C! telle que f(z) = 0 pour |z| > 3. Montrer

que :
(suwls) < ([ Tr@ras) ([ Trerar).

ENS PC 2025

Soit a > 0. Montrer que
R 1

frly) = | o cos(ty)dt
admet une limite finie que R — 400 pour y > 0. On note f(y) cette limite. Déterminer
un équivalent de fo(y) quand y — 0.

ENS PC 2025

Soit f € C'(R,R,) intégrable sur R et a < b tels que f'(x) > 1 pour tout = € [a;b)].

1. Montrer que :

F00 (b—a)?
/_Oo f(z)dz > 5

2. Existe-t-il une fonction pour laquelle on a 1’égalité ?

3. Montrer qu’il existe une suite de telles fonctions (f,,)nen telle que

/J:O fo(z)dz

quand n tend vers +oo.
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ENS PC 2025

Soit ¢(x) = v/1+ 22. On définit la fonction suivante :

teo ]
1@ = S &

1. Montrer qu’elle est bien définie sur RY.

2. Montrer que

f(a)
In(a)

est bornée pour a € ]0 ; %]

3. Que dire de f(a) quand a tend vers 400 ?
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4 Equations différentielles

CCP MP

Soit I'équation différentielle (E) : 42%y” — 8xy' + 9y = 22 + 1.
1. Trouver une solution polynomiale de degré 2 a (E).
2. Résoudre I'équation sur R* . On pourra poser x = e’.

3. Résoudre I'équation sur R* .

X PC 2019

Résoudre I'équation différentielle y” + 2y + y = cos®(t).

Mines-Ponts MP

Soit f: R} — R, continue et bornée.
Soit I’équation différentielle :

zy —y+ f(z) = 0.
1. Résoudre cette équation dans RY.
Déterminer I'unique solution ¢ telle que 1_131 g (x)=0.

Montrer que g est bornée sur RY.

On suppose désormais que f2 est intégrable sur R7.

1
2. Montrer que g(z) = o ()
T—++00 \/E

3. Montrer que g* et gf sont intégrables sur RY.

Centrale PSI

Soit I’équation différentielle :
(1+2*)y +ay —y=0. (1)

1. Justifier qu’il existe une unique solution de (1) sur R vérifiant
y(0) = V2 et y/(0) = 0.
2. Déterminer les solutions de (1) qui sont développables en série entiere.

3. En posant x = sinh(t), résoudre (1).

14.5] x

Résoudre I'équation différentielle

t/(t) +y(t) =t pour t>0 et ne€N.
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ENS Lyon 2022
+oo

Soit ¢ € C'(R4,R) telle que / lq| < 4o0.
0

Montrer que 1’équation différentielle y" + ¢(¢)y = 0 admet une solution non bornée.

——

Soit (a;b) € R? avec a # b et n € N*.
1. Soit k£ € R. Résoudre ’équation différentielle

(¢ - a)(z — D)y (2) — nay(z) = ky(a).
2. On définit f sur R,[X] par :
VP(X) € R, (X), f(P(X)) = (X —a)(X —b)P'(X) — nkP(X).

Montrer que f est un endomorphisme de R,[X] et déterminer ses valeurs
propres.

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Calculer det(f).

CCINP 2018

Trouver toutes les fonctions f : R — R de classe C? telles que f"” = f.
Indication : justifier qu'il existe un nombre réel A tel que f(z) + f'(z) + f(z) = Xe®
pour tout x € R.

ENS PC 2015

Soit ¢ : R — R deux fois dérivable. On suppose :
. IEIJPOOQO(I) =1leR;
e da>0,Vz e R, p(z) > a.

Montrer que I'équation différentielle

! 1/

vy =9y

admet une solution qui tend vers 400 en +o0.

1.4.10 | Mines-Télécom MP

Montrer que les solutions du systéeme d’équations différentielles

¥=x+y
y=—x+2y+z
Z=r+z

possedent une limite en —oc.
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cop P
Soit f:x+— /5 cos(xsin(t))dt et (E) : zy” +y' +xy = 0.
0

1. Montrer que f est de classe C? sur R.
2. Montrer que f vérifie I’équation différentielle (E).
3. Déterminer les solutions développables en série entiere de (E).

4. En déduire le développement en série entiere de f.

CCP MP

2
SoitF:tb—>—/
7 Jo

/1 —tQSm

23 (2n—1
Pour tout n € N*, on pose W,, = - (2n )

2.4 (2n)
2 (3
On admet que W,, = —/ sin"(6) d6.
7 Jo

, L. .\ 1

1. Donner le développement en série entiere de x +— N
-

2. La fonction F' est-elle développable en série entiere ? Justifier.
Le cas échéant, calculer ce développement en série entiere et donner son rayon
de convergence.

3. Montrer que F' engendre 'espace vectoriel réel des solutions développables en
série enticre, solutions de I'équation différentielle (13 —t)z” + (3t —1)a’ +tz = 0.

Centrale MP
Soit ¢ : Ry — R et 'équation différentielle (E) : y"(z) = q(x)y(x
on note y, 'unique solution de (F) vérifiant y,(0) =1 et ¢/, (0) =

). Pour tout o € R,
.
1. Montrer que pour tout = € R*, yo(z)y(x) > 0.

Montrer que ¥, est strictement croissante sur R, .

2. Montrer que :

Va € R,Vz € R, ys(x) = yo(x) <1 +/O yo?jf)z dt) .

3. Montrer qu’il existe a; < 0 tel que, pour a € R, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) Yy, s’annule sur R, ;
ll) a < .

Calculer oy .

oo 2015

Résoudre I'équation différentielle z(x 4+ 1)y" + (x +2)y' — y = 2.
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Centrale 2015

Résoudre I'équation différentielle

—2x

V1+a?

Y+ 4y + 4y =

1.4.16 | Mines 2015

Résoudre Iéquation différentielle (1 + z2)y” + 4y’ + 2y = 1.

1.4.17 | Mines 2015

Résoudre dans R 1’équation différentielle suivante :
2z + 1)y" + (4dx — 2)y’ — 8y = 0.

On donne une solution particuliere : x — exp (—2z).

CCINP MPI 2025

1. Déterminer une primitive de la fonction z — cos?(z).

2. Résoudre sur R I’équation différentielle y” +y = cos®(z) en utilisant la méthode
de variation des constantes.

CCP MP

Soit I’équation différentielle z(z — 1)y” + 32y’ +y = 0.
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série en-
tiere sur un intervalle | — r;r[ de R, avec r > 0.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x — 1)y” + 32y’ +y = 0 sur ]0; 1] sont les
restrictions d’une fonction développable en série entiere sur | — 1;1[?

cop wp

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo

2. Démontrer que la fonction f : z — / et cos(zt) dt est de classe C! sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (F) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (F).

1.4.21 | Centrale PSI 2017
/!

1. Montrer que 1’équation différentielle (E) : y" = (1 + %)y admet une unique
solution f telle que f(0) = f’(0) = 1.

2. Montrer que la fonction x — est intégrable sur [0; +ool.

1
f*(x)

+o00 1
3. Montrer que la fonction g : z — f(x)/

J2(t)

4. En déduire les solutions de (E) en fonction de la fonction f.

dt est solution de (FE).
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cp 2017

Résoudre matriciellement le systeme différentiel :

¥ = —x — 4y + 4et
y' =x+3y

Centrale 2012

On considére I'équation différentielle (E) : z(z* + 1)y’ +y + x = 0.
1. Trouver a, b, c € R tels que, pour tout = € R*,

1 a br+c

;E(a:2+1)_x+:1:2+1'

2. Résoudre I'équation (FE). Existe-t-il des solutions définies sur R ?

1.4.24 | Mines 2012

Montrer que 1'équation différentielle (E) : 2y = z + y* admet une unique solution

développable en série entiere, et que son rayon de convergence appartient a I'intervalle
[1;2].

Centrale 2012

Soit ¢ € C(R™,R) intégrable. Montrer qu’il existe une unique solution de I’équation
différentielle 3y’ + vy = ¢ qui admet une limite en 4+o00. Préciser cette limite.

TPE/EIVP 2018

Déterminer les fonctions f : R — R de classe C* vérifiant, pour tout = € R,

Mines-Ponts
Soit n € N* et A € M,(R). On considere le systeme différentiel X'(t) = AX(t) noté

(S). Démontrer que toutes les solutions de (S) sont polynomiales si et seulement si A
est nilpotente.

Mines

Soit a,b : R — R deux applications continues de R dans R périodiques de période 1.
On considére ’équation différentielle notée (F) donnée par 3’ = a(x)y + b(x). On note

aussi, pour z € R, A(z) = / a(t)dt et I = A(1).
0
1. Trouver une condition sur I pour que A soit 1-périodique.

2. Soit y une solution de (E). Démontrer que z — y(x + 1) est aussi une solution
de (E).

3. Soit I # 0. Démontrer que (E) admet une unique solution 1-périodique.
4. Si I =0, que peut-on dire?

5. Donner un exemple pour chacune des situations.
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1.4.29 | Mines

Résoudre I'équation différentielle

Existe-t-il des solutions bornées ?

Centrale

Le but de cet exercice est de déterminer les fonctions f :]0;+oo[ de classe C! et
solutions de I'équation différentielle (non linéaire) E suivante :

zff —[1—fl=1.

1. Résoudre I'équation différentielle xy’ — y = 0.
2. Soit f une solution de (£). Démontrer que f est strictement croissante.

3. On suppose que f est minorée par 1. Déterminer la forme de f, puis obtenir une
contradiction.

4. On suppose que f est majorée par 1. Déterminer la forme de f, puis obtenir une
contradiction.

5. En déduire qu’il existe un unique zy €]0;+o0o[ tel que f(zy) = 1. Déterminer
toutes les solutions de (E).

NP

On considere les deux équations différentielles suivantes :

{23:3/ —3y=0 (H)
20y’ =3y =z  (E)

1. Résoudre "équation (H) sur |0; 400
2. Résoudre I'équation (E) sur |0;+oo].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur [0 ; +oo[?

X P 2010

Soit x une fonction contintiment différentiable au voisinage de 0, telle que
2'(t) = 3x(t) + 85cos(x(t)) et x(0)=T7T.

Montrer que x se prolonge en une solution de cette équation différentielle sur R entier.

1.4.33 | Mines-Télécom MP 2016

Résoudre le systeme différentiel

/

r=y+=z
y=u
Z=x+y+z
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1.4.34 | Mines-Télécom MP 2024

Déterminer toutes les fonctions f développables en série entiere sur R qui vérifient :

(E):2zy" +y' —y=0, y(0) = 1.

1.4.35 | Mines-Télécom MP 2019

On considere sur R I'équation différentielle :
(E):y" +sinh(z)y +y = 0.

1. Montrer que si y est solution de (F) sur R, alors z : z — y(—x) est solution de
(E) sur R.

2. Montrer qu’il existe une unique solution paire sur R valant 1 en 0.

COIND PG 2023

On considere I’équation différentielle :
(E) : cos(t)y + sin(t)y’ = — cos(t) sin(t).

I

Donner I’ensemble des solutions réelles de (E) sur [ = }—

e
NIE]

1.4.37| ENSEA/ENSIIE PSI 2024

Résoudre I'équation différentielle
z" + 62’ + 9z = 2te,

ou x : t — x(t) est la fonction inconnue.

CCINP PSI 2022

On considere 'équation différentielle :
(E): (2* = 1)y" + 22y’ — 2y = 0 sur 'intervalle | — 1;1].

1. Chercher les solutions polynomiales.

2. Effectuer le changement y(z) = zz(x), ou z est une fonction inconnue. En
déduire une équation différentielle vérifiée par z.

3. Donner (a;b;c) € R3 tel que pour tout z €] — 1;1[\{0} :
4% — 2 a b c

x(x2—1):;+x+1+x—1'

4. Donner 'expression de z.

5. Donner I'ensemble des solutions de (E) sur | — 1;1[.
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1.4.39 | ENSEA/ENSIIE MPI 2023

Résoudre I'équation différentielle

do 12

CCINP PC 2022

Résoudre 'équation différentielle 221y’ + y = 1 sur R.

1.4.41 Mines-ponts MP 2018

Résoudre 1'équation différentielle x”(t) + z(t) = cot(t).

CCINP PSI 2024

1. Déterminer (a;b;c) € R? tel que

1 _a+ b n c
t2—1) ¢t t—1 t+1°

2. Déterminer les solutions de I'équation différentielle ¢(t* — 1)z’ + 2z = ¢2.

1.4.43 | Mines-Télécom MP 2021

Déterminer les fonctions x € C*(R,R) vérifiant 1’équation différentielle :

(t? + 1)a" — 22 = 0.

1.4.44 | Mines 2022

Montrer que la fonction :

f: R — R
1
o e 2?2 sixzF#0
0 sinon

n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogene normalisée a coeffi-
cients constants.

ENS 2023

Soit I un intervalle de R et deux fonctions a et b continues sur 1.

1. Soit x une solution non nulle de y” + ay’ + by = 0 sur I. Montrer que les zéros
de x sont isolés.

2. On suppose a de classe C''. Montrer 1'existence d'une fonction z : I — R deux
fois dérivable sur I telle que f(t) = x(t)e®® soit une solution d’une équation
différentielle de la forme y” + qy = 0, ou ¢ est continue sur I.

3. On note E, I'ensemble des solutions de y” + qy = 0 sur I. Soit ¢; et ¢ deux
fonctions continues sur I, vérifiant ¢; < ¢o. On considere y; € E,, \ {0} et
Yo € E,, \ {0}, ainsi que a et § deux zéros consécutifs de y;. Montrer que v,
s’annule sur [« ; 3].
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CCINP MP 2024
Soit
(B) : 2®y" +4ay + (22— 2Dy =1

et
(H) : 2%y +day + (2 — 2%y = 0.

1. Montrer qu’il existe une unique solution développable en série entiere qui vérifie
(E) et la déterminer.

1
2. Montrer que g : ¥ = —— est solution de (E).
x

sinh(x) _
3. On admet que h : x +— 5— est solution de (H).
x

Déterminer toutes les solutions de (H).

1.4.47 | Mines-Télécom MP 2024

On considere I’équation différentielle suivante :

exp (—a~?)

zy' + 3y = "

1. Résoudre cette équation différentielle dans R*, puis dans R.

2. Déterminer un développement limité de la solution a l’ordre 4.

1.4.48 | Mines-Télécom MP 2022

Soit I’équation différentielle (E) : 4xy” + 2y —y = 0.
1. Chercher les solutions sous forme de somme d’une série entiére.

2. Faire le changement de variable x = t* et montrer que (F) est équivalente a
2" — 2z = 0. En déduire les solutions sur R .

3. Faire le changement de variable x = —t? et montrer que (E) est équivalente a
2" + z = 0. En déduire les solutions sur R* .

4. Faire le raccordement des solutions puis en déduire la solution sur R.

1.4.49 | Mines-Télécom MPI 2025

On considere 'équation différentielle suivante :

Y = (@t =1y

1. Montrer que s’il existe une fonction f solution de I’équation différentielle véri-
fiant f(0) = f/(0) = 1, alors cette fonction est unique.

2. On suppose que la fonction z — ﬁ est intégrable sur R, . On pose :

+oo ]
AN TOE dt.

Montrer que g est solution de ’équation différentielle.

g(x) = f(x)

3. Montrer que la fonction = +— est bien intégrable sur R,.

1
f(z)?
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CCINP TSI 2025

En posant z = In (L), résoudre I’équation différentielle ¢y = y(1 + y).
Y

1.4.51 | Mines-Télécom PSI 2019

Résoudre le systeme différentiel :

¥=x—5z
y=y+=z
d=x+y+=z
Mines-Ponts MP 2021
1. Résoudre sur D =] — oo ; 1[ I'équation différentielle :
(B) 2/ +y = —
ST = —
yTty 1— =

2. L’équation (F) a-t-elle une solution de classe C* sur D7

X MP 2017

Résoudre z2y” + Sy’ + 4y = 0.

1.4.54 Centrale-Supélec PC 2017

On considere 'équation différentielle :
VI+ 2y () + ty () — y(t) = 0.
1. Tracer les solutions f et g soumises aux conditions initiales
(f(0); f(0)) = (0:1) et (g(0);4(0)) = (1;0).

L’une d’entre elles vous semble-t-elle évidente ?
2. Chercher 'autre solution sous la forme d’une série entiére.
3. Pour tout t €] — 1;1[, prouver I'égalité g(t) = V1 + 2.

CCINP MP 2017

On considere I'équation différentielle suivante sur R Re" :

2
(E):x"—i—;x’—i—x:().

1. Montrer que ¢y : t — est solution de (F).

t

2. A Paide du wronskien, chercher une autre solution de (E).
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CCINP TSI 2023

Résoudre I'équation différentielle :

y W -2 +y =0

On pourra poser z =" — y.

1.4.57 | Mines-Ponts PSI 2012

Trouver les solutions 2m-périodiques de 'équation différentielle :

y/l + eixy — 0

1.4.58 Centrale-Supélec PSI 2016

Soit p € R. Trouver toutes les fonctions trois fois dérivables sur R et a valeurs réelles
telles que, pour tout t € R :

£ - £t ="

GoINg PG 20160

On considere I’équation différentielle :

(E) : 2(x — 2*)y"(z) + (z — 2)y/(x) —y(z) = 0.

1. Montrer que yy : © — x — 2 est solution.
Soit I I'intervalle |1;2[ ou ]2; +o0.
y(x)

:L' —
d’une certaine équation différentielle d’ordre 2 que I'on explicitera.

2. Montrer que y est solution de (£) si et seulement si 2z : x — est solution

3.(a) On pose ¢ : x > —2 . Montrer que ¢ est dérivable sur I et calculer
Tz —

¢'(x) sur I.
(b) Résoudre (F) sur I sachant que :
4 — 322 1 1 2

20(x — 1)(z—2) =« 2@-1) x—-2

(¢) Résoudre (F) sur |1;+o0].
(d) Résoudre (F) sur |0; +oo[ ou sur R.

1.4.60 | Mines-Ponts MP

1. Soit f une fonction de classe C!, & valeurs dans C, et a € C tel que Re(a) > 0.
On suppose que f'(t) + af(t) tend vers 0 quand ¢t — +o00. Montrer que f tend
également vers 0 quant ¢ — 4o00.

2. Soit f une fonction de classe C?, & valeurs dans C, telle que f”(t) + f'(t) + f(¢)
tend vers 0 quand t — 4o00. Montrer que la fonction f tend également vers 0
quand t — +o0.
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X MP 2022

Soit A un réel.

1. Résoudre I’équation différentielle :

A 14
S I R

Y.

exp(—2t)

1=

Justifier que la fonction f est développable en série entiere et donner un équi-
valent des coefficients de ce développement.

2. Soit f la fonction définie par f(t) =

CCINP PSI 2023

On considere 1’équation différentielle :
(E) : 52" (t) + 102/ (t) + 62(t) = 0.

1. Résoudre cette équation différentielle dans R.

2. Soit x une solution non nulle de (E). Montrer qu’il existe ¢ € R tel que |z ()| = 1.
2

3. Etudier les variations de ¢(t) = sur R.

1+t
4. Soit z vérifiant (E). Montrer que application qui & ¢ associe

x(t)?
1+ 2(t)

est bornée et atteint sa borne supérieure. Sa borne inférieure est-elle atteinte ?

1.4.63 | CcCINP PSI 2022
Soit la fonction f(z) = arcsin(z)v/1 — 22.
1. Montrer que cette fonction est C' sur un intervalle que ’'on précisera et donner
sa dérivée.

2. Trouver des polynémes non nuls a, b, ¢ tels que f soit solution de 1’équation
différentielle du premier ordre :

a(z)y + b(z)y = c(z).

3. Montrer que l'unique solution de cette équation, qui s’annule en 0, est une
fonction impaire développable en série entiere au voisinage de 0.

4. En déduire que f est développable en série entiere au voisinage de 0.

5. Donner ce développement en série entiere.

1.4.64 | Mines-Ponts MP 2021

Résoudre sur R I'équation différentielle 23y’ — 2y = 0.
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CCINP PC 2019

1. Soit z € R. Préciser les parties réelle et imaginaire de

r+i

2. Résoudre I'équation différentielle 3y + ——y = 0.
2(x +1)

3. On définit, pour x réel :

flz) = /O+OO e“’\/e% dt.

Montrer que I'on définit ainsi une fonction f sur R. Montrer que f est continue.

Etudier le caractére C! et exprimer f’.

4. Montrer que, pour tout x € R :

5. Pour tout a € R*, on note :

Montrer 'existence de I,,.
Exprimer [, en fonction de f.
En déduire le signe de 1.

1.4.66 | TPE/EIVP PSI 2016

On considere ’équation différentielle :

(E) 1y — (2 + 42°)y = 0.

Soit f une solution de (FE) telle que f(0) = 1. On suppose qu’il existe R > 0 et

(an)nen € RY tels que :
+o00
ap=1et Vo €] —R;R|, f(z) =) a,a".
n=0

1. Déterminer a;.

2. Déterminer une relation entre a,.1,a, et a, 1.

3. Déterminer as et az. Faire une conjecture sur a, et la démontrer.
4. Résoudre (F) en posant y(z) = f(z)z(x).

1.4.67 | Mines-Ponts PC 2015

Soit a € R. Résoudre ’équation différentielle :

z(y" =) +ay = 0.
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CCINP MP 2021

On considere 1’équation différentielle :
(B): (2* —4a)y' + (2 — x)y = 4.

1. Trouver une solution de (E) sous la forme d’un polynéme.
2. Résoudre (E) sur les intervalles | — oo ;0[, |0;4] et |4; +o0].
3. Trouver les solutions de (F) sur | — 0o ;4[, ]0;400[ et R.

1.4.69 | Mines-Télécom PSI 2017
Résoudre I'équation différentielle xy” — 4y’ +y = 0.

1.4.70 | Mines-Télécom MP 2025

Résoudre :

2\ (2 1)\ [z
y) \1 2)\y)"
Mines-Télécom MPI 2024

Soit a > 0 et h € C'(R,4,R) bornée. L’équation y' — ay = h(t) admet-elle une solution
bornée dans R, ? Donner ses solutions.

COINP PO 2023

Soit S I'ensemble des fonctions de classe C? sur R vérifiant I’équation différentielle :

y'(@) = (& + 1)y(x) = 0.

On pose f l'unique élément de S vérifiant f/(0) = f(0) = 1.

1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions de classe
C? sur R.

2. Soit g: R = R, x — f?(x). Calculer g(0) et ¢’(0).
3. Montrer que, pour tout x € R, ¢"(z) > 0.
4. Montrer que f2(x) > 1 pour tout z € R,.

z 1
5. Posons h(x) = f(x)/ Wdt. Montrer que h est définie et que h € S.
0 g

6. Montrer que {f;h} est une base de S.

ENSAM PSI 2016

On considere ’équation différentielle :
z(zx + 1)y’ + y = arctan(z).

1. Résoudre I’'équation sur les intervalles ne contenant ni —1 ni 0.

2. Existe-t-il des solutions sur R ?
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CCINP PC 2018

Le but de I'exercice est de déterminer les solutions sur R* de I’équation :
(E):xzy"+xy —y=0.

1. Déterminer un réel a tel que h, : x +— 2 soit solution de (E) sur R7.
400 e_t 1 e_t
2. Montrer que / = dt converge et que / = dt diverge.
1 0
X eft L
3. Soit G : x — / o dt. Etudier les variations de G sur R*.
1

4. Soit f une fonction deux fois dérivables sur R et s : x — xf(x). Montrer que
s est solution de (E) sur R%, si et seulement si f" est solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre (E’), que 1'on précisera.

5. Résoudre (E') sur R .

6. Exprimer les solutions de (E) sur RY a I'aide de la fonction G.

1.4.75 | Mines-Ponts MP 2017

Donner le systeme a résoudre pour effectuer la variation des constantes dans le cas
d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2.

X MP 2018
Soit x € C*(R, R%) vérifiant :

" 11—z
x prg

3
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur x(0) et 2/(0) pour que z soit bornée.

CCINP MP 2015

On considere 'équation différentielle :
(E):z(z+2)y () + (x4 1y(x) = 1.

1. Rappeler la dérivée de x — In(z + Va2 — 1).
Résoudre (F) pour x > 0.

2. Montrer que (E) admet une solution f développable en série entiere sur | —2;2].
Donner ce développement.

3. En déduire a I'aide des questions précédentes une expression de f(z) pour z > 0.

1.4.78 | Mines-Ponts PC 2014

Résoudre :
z(z+1)y"(z) —y'(x) — 2y(z) = 32,

1.4.79 | Mines-Ponts PSI 2022

Résoudre I’équation différentielle :

y'+axy +3y=0
y(0) =1,4'(0) =0

221




1.4.80 | Mines-Ponts MP 2015

Résoudre I'équation différentielle d’inconnue y :

r(z® 4+ 1)y —2(2* + 1)y + 22y = 0.

1.4.81 | Mines-Télécom PC 2022

On note (F) I’équation différentielle suivante :

xT

2y (&) + y(a) = o,

1. Déterminer les solutions de (F) développables en série entiere.

2. Soit (z0; o) € R2. On consideére le probléme de Cauchy :

Sans calcul, déterminer le nombre de solutions de ce probléeme sur un intervalle
bien choisi.

3. Résoudre I'équation différentielle (E) sur les intervalles | — oo ;0] et ]0; +o00].

4. Dans le cas (zo;y0) = (0; 1), trouver toutes les solutions sur R du probléme de
Cauchy de la question 2.

1.4.82 | TPE/EIVP MP 2018

Soit I’équation différentielle
(E):y" + (2 — cos(t?))y = 0.

Soit f : R — R une solution de (E) a valeurs strictement négatives.
1. Montrer que f est convexe.

2. Soit a € R. Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de f
au point d’abscisse a.

En déduire une contradiction puis conclure.

CCINP PSI 2016

On donne I’équation différentielle suivante :
(E) :z(l—2)y"+ (1 —3z)y’ —y=0.

1. (a) Déterminer les solutions de (F) développables en série entiére.
(b) Pourquoi peut-on dire que (E) admet d’autres solutions ?

2. Résoudre entierement 1’équation différentielle en utilisant le changement de fonc-

z(x
tion inconnue y(z) = 1() Effectuer les raccordements éventuels.
—x
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CCINP MP 2015

On considere 1’équation différentielle
(E) : 2ty +y = 3tcos (t%> :

1. Montrer qu’il existe une unique solution v de (E) sur R* développable en série
entiere.

2. Résoudre (F) dans le cas général et un déduire une simplification de v.

I1.4.85 | Mines-Ponts PSI 2024

On considere ’équation différentielle suivante :
(B): 2%y +y = 2°.

1. Montrer que (F) n’a pas de solution développable en série entiere (autour de
76r0).
2. Résoudre (£) sur R*.

3. Montrer que (£) admet une unique solution y telle que liI(r)l+ y(zx) = 0.
z—

1.4.86 | Mines-Ponts PC 2016

Résoudre I’équation différentielle suivante :
xy” — (x+3)y' + 3y = 0.

Indication : on commencera par chercher une solution développable en série entiere
telle que y(0) = 1, dont on déterminera explicitement le rayon de convergence.

1.4.87| ENSEA/ENSIIE MP 2018

On considere 1’équation différentielle suivante :
(E) : 2%y" — 3wy’ + 4v = 2°

et on note (H) I’équation homogene associée.
1. Trouver les solutions polynomiales de (H).
2. Trouver toutes les solutions de (H) sur |0 ; 400].

3. Trouver toutes les solutions de (E) sur |0; 4o00].

1.4.88 | Mines-Télécom MP 2019

Résoudre le systeme différentiel suivant :

(t) = =3x(t) +y(t) — 2(t)
y'(t) = =Ta(t) + Sy(t) — =()
2'(t) = —6x(t) + 6y(t) + 22(t)

8
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CCINP PC 2017

1
Pour tout ¢ > 0, on pose ¢(t) = e t.

| =

1. Mont li t) =0.
ontrer que ti}%i@()

2. En déduire que pour tout x > 0, I'intégrale / @(t) dt existe.
0

3. Montrer que les solutions de x?y'(z) + y(z) = z sur ]0; +oo| sont les fonctions

de la forme .

r+— ez (h(z) + k),
ou k est une constante réelle.

4. Pour tout x > 0, montrer I'égalité suivante :

1 too 7Y
erh(x) = x/ du.
0

1+ 2u
x
On pourra considérer le changement de variable t = :
1+ zu
5. Montrer que la fonction
oo U
frx— / du
o 1+azu

est définie et continue sur [0;+oo.

6. Montrer que g : x + xf(x) est solution de z?y'(z) + y(x) = z sur [0;+o0[ et
que c’est la seule.

7. Montrer que g est de classe C*° sur [0; +ool.

8. Trouver la limite de g en +o0.

CCINP MP 2015

Résoudre le systeme différentiel suivant par résolution matricielle (diagonalisation) :

x' = 3x — 4y — exp(—t)
y=x—-2y

1.4.91 | Mines-Ponts PC 2016

Résoudre le systeme différence homogene X' = AX avec

3 -1 - —1

Quelle méthode utiliser dans le cas ou il y a un second membre ?
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CCINP PC 2018

Soit > 0. Soit f une fonction développable en série entiere sur | — 7 ;r[. Soit a > 0.
On considere I’équation différentielle suivante :

(E) :y’+%y= f(xx)
Pour tout x €]0;r[, on pose :
T(f)w) = — [ e ) du

a
1. Déterminer I'ensemble des solutions sur ]0; +o0o[ de I'équation y' + — = 0.

2. Pour tout = €]0;r[, montrer I'existence de M, > 0 tel que, pour tout t € [0;x],
|f(t)] < M,. En déduire que pour tout z €]0; 7], la fonction u — u®~' f(u) est
intégrable sur |0; z].

3. Montrer que la fonction T,(f) est solution de (E) sur |0;r[, puis résoudre (FE)
sur cet intervalle.

4. Montrer qu’il existe une suite (a,)nen telle que :

400 a, .
Vo €]0;1], Ta(f)(:z:):;::on_i_a:c.

5. Montrer que (E) admet une unique solution sur ]0;r| qui posseéde une limite
finie en 0.

1.4.93 | Mines-Télécom PSI 2016

On considere ’équation différentielle :
oy + 4xy' + 2y = In(1 + ).

Déterminer une solution développable en série entiere et I'exprimer a 'aide de fonctions
usuelles.

1.4.94 | Mines-Ponts 2013

On considere le probléme suivant :

y =1+ 2?y?
y(0) =0

1. Montrer que cette équation différentielle admet une unique solution maximale.
On note f cette solution.

2. Montrer que f est impaire.
3. Montrer que f est définie sur un intervalle | — a;a[ avec a € R.

4. Tracer 'allure de f.
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Mines-Télécom MP 2024
An
(2n +1)!
1. Justifier que f est définie et de classe C* sur | — 1;1].

+oo
On pose a, = (n!)? pour tout n € Net f(z) = > a,z*".
n=0

2. En déterminant une relation de récurrence entre a,, 1 et a,,, montrer que f vérifie
I’équation différentielle :

fl(w) =1+ 2%f(2) + o f(x).

En déduire I'expression de f.

1.4.96 | TPE/EIVP PC 2015

On considere I'équation différentielle y” + 2y = 0 avec y(0) et y/(0) = 0. Résoudre
I’équation différentielle en utilisant des séries entieres.

BNS PO 2025

Soit y : Ry — [0;1] qui satisfait I’équation

y = —sin(y), y(0)=1.
Montrer que la limite suivante existe et que

lim y(t)e' < +oo.

t——+o0

X MP 2008

Soit g € C(I,R) telle que ¢ < 0 sur I. On s’intéresse aux solutions sur I de ’équation
différentielle suivante :

(E):y" +a(z)y = 0.
1. Soit a < b dans I, et y une solution de (E) telle que y(a) = y(b) = 0.
Montrer que y est nulle sur /.

2. Soit I = R, et on suppose ¢ < 0, non identiquement nulle sur R.
Montrer que la seule solution bornée de (E) est la fonction nulle.

ENS PC 2025

1. Résoudre I'équation différentielle suivante sur [—m ;7] :
2" (t) — x(t) = cos(2t).

2. Soit f € C(R,R) telle que f(t) =0 si |[t| > C. Montrer qu’il existe une solution
a I’équation

z'(t) — x(t) = f(t)
telle que  lim z(t) = lim z(t) = 0.

—+00 t——o0
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X ESPCI 2013

On considere une solution f bornée de I’équation différentielle suivante :

/! "(Ey
=0
y +1—|—m3

. / _
Montrer que zl_l)grnoo f'(z)=0.
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5 Fonctions de plusieurs variables

—

Déterminer les coordonnées et la nature des extrema de :
f: R — R
2
(ry) — 22— (¥’ —y)

Mines-Ponts/X MP
oh  Oh

Soit (a;b) € R? et h € C'(R? R) telle que h = s + ba—y.

On suppose que h est bornée. Montrer que h est nulle.

CCP 2015

On considere le disque D = {(z;y) € R?* | 2% + y* < 1} et la fonction f définie par :
V(z;y) € D, fla;y) = 2° = 3z(1 +y°).

La fonction f admet-elle sur D des extrema globaux ou des extrema locaux ?

J———
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f
en (0;0).
(b) Donner la définition de « f différentiable en (0;0) ».

2. On considére 'application définie sur R? par :

22 — g2

flasy) = {2 12
0 si (z;9) = (0;0)

(a) Montrer que f est continue sur R?.
(b) Montrer que f est de classe C* sur R2.

-

Y
On pose, pour tout (z;y) € R? 0;0)}, f(z;y) = ——=—= et f(0;0) =0.
pose, p (z;9) \{(0;0)}, f(x3y) VR f(0;0)

1. Démontrer que f est continue sur R2.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

3. La fonction f est-elle de classe C' sur R?? Justifier.
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——

Soit o € R. On considére 'application f définie sur R? par :

4

Yy .
fay) =2t —ay O (z;y) # (0;0)
o si (z;9) = (0;0)
1. Prouver que :
1
V(ziy) € R 2® +y” —ay > S(2* +¢°).

2. (a) Quel est le domaine de définition de f?
(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R

3. Dans cette question, on suppose que o = 0.

0 0
(a) Justifier I'existence de of et of sur R?\ {(0;0)} et les calculer.

or Oy
: : of of
(b) Justifier 'existence de 8—(0; 0) et 8—(0; 0) et donner leur valeur.
4 Y

(c) La fonction f est-elle de classe C'' sur R??

cop wp

1. Soit F et F' deux espaces vectoriels réels normés de dimension finie. Soit a € F
et soit f: E — F une application.

Donner la définition de « f différentiable en a ».

2. Soit n € N*. Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie n.

Soit e = (ey;...;e,) une base de E.

On pose : Vo € B, ||zl = gl%i\xz\, oux = ;xiei.
On pose : V(z;y) € Ex E, ||(2;y)]| = max([[z[|oo; [[¢/oo)-
On admet que ||| est une norme sur E et que ||-|| est une norme sur £ x E.

Soit B : E x EE — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que :
3C € R", V(z1y) € E x E, |B(z;y)| < Cllz/loo/ly]lo-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en
tout (up;vg) € E X E.

Mines 2016

On considere 'ensemble A = {(x;y) € R* |z > 0,y > 0,z +y < 6} et la fonction f
définie sur A par :
V(z:y) € A, faiy) = 2®y(z +y — 4).
1. Représenter le domaine A.

2. Trouver les extrema locaux et globaux de f sur A.
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CCINP 2024

Soit f la fonction définie sur R? par :
V(x;y) € R?, fla;y) = 22° + 6oy — 3y° + 2.

1. La fonction f admet-elle des extrema locaux sur R?? Si oui, les déterminer.
2. La fonction f admet-elle des extrema globaux sur R?? Justifier.
3. On pose K = [0;1] x [0;1].
Justifier; oralement, que f admet un maximum global sur K, puis le déterminer.

X-ENS/Mines-Ponts MP
Soit n € N*. Pour M € M, (R), on note : f(M) = (Tv(M); Tr(M?);...;Tr(M™)) € R™

1. Montrer que f est différentiable sur M, (R) et calculer sa différentielle df(M)
pour tout M € M,(R).

2. Comparer, pour tout M € M,(R), le rang de df(M) et le degré du polynome
minimal annulateur de M, noté my,.

3. Montrer que I'ensemble {M € M, (R) | xas = mas} est un ouvert de M, (R).

1.5.11 | Mines-Ponts MP

Soit f : R®™ — R™ différentiable telle que llwl}iiglrw]\f(x)]\ = 400 et que, pour tout
r € R", df(z) est surjective. Soit a € R" et g : R" - R, x — || f(x) — al]*.
1. Montrer que la fonction g est différentiable et exprimer dg(z) pour tout x € R™.
2. Montrer que la fonction g admet un minimum global.

3. En déduire que la fonction f est surjective.

Mines-Ponts PSI

L’application H : R? — R définie par H(x;y) =

xty

st (z;) # (0;0), et H(0;0) =0

est-elle continue ? de classe C!?

CCINP MP 2023

Soit f I'application de R? dans R définie par f : (z;y) — 42? + 122y — >
Soit C' = {(z;y) € R?* | 2? + y* = 13}.

1. Justifier que f atteint un minimum sur C.
2. Soit (u;v) € C ou f atteint I'un de ses extrema.

(a) Justifier avec un théoreme de votre programme qu'’il existe un réel A tel que
le systeme () suivant soit vérifié :

du 4+ 6v = \u
6u —v=\v

(b) Montrer que (A —4)(A+1) — 36 = 0.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u;v), puis donner le maximum et le mini-
mum de f sur C.
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CCINP PC 2017

On pose f(z;y) = xIn(y) — yIn(z) pour tout (z;y) € R:>.
Déterminer les extrema de f sur R”f.

Mines-Ponts MP 2021
Soit A = {(x;y) € R? | zy = 0} etD:{(x;y) €R2|xy€] —g,g”
1. Représenter A et D dans R2.
2. Les ensembles A et D sont-ils ouverts ? fermés ?
3. Montrer que
T In(1 T;“(w” i (w3y) ¢ A
1 si (zy) € A

est de classe O sur D.

comp TSt
Soit
f: R — R
(;y) — at+y'—day

Déterminer les points ou f admet des extrema locaux.

Mines 2024
Soit
f: R — R
(z;y) +—— min(2?y?)
Quel est le domaine de continuité de f 7 de différentiabilité de f 7 La fonction f est-elle
de classe O17?

1.5.18 Centrale-Supélec PC 2023

On pose :
Vo €R, f(x) =2 —In(1+2%) et Vo,yeR, F(z;y) = f(x) — f(y).

1. Montrer que f est de classe C! et que I’équation f/(x) = a d’inconnue z admet
au plus deux solutions.

2. Déterminer les points critiques de F.

3. Quelle est la nature des points critiques ?

1.5.19 | ENSEA/ENSIIE MP 2015

Rechercher les éventuels extrema de la fonction f(x;y) = (z —y)? + 2° + y°.
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1.5.20 | Mines 2024

On munit R? de la norme euclidienne et on considere la fonction :
f: R — R?

(z3y) +— (;sin(fc +y); ;COS(CE = y))

1. Déterminer la différentielle de f.

2. Montrer que pour tout (z;y) € R? :

[ df(z; )| <

Nl

3. En déduire que le systeme

{21: = sin(z + y)

2y = cos(x — y)

admet au plus une solution.

1.5.21 | Mines 2023

Etudier l'existence, la continuité et les extrema de :

f+ RxRy, —
+°°smt+x

— dt
(z:9) / t+y

1.5.22 | ENSEA/ENSIIE MPI 2023

Etudier les extrema de la fonction :

f @ RExR — R
(ziy) +— x(y?+In’(z))

1.5.23 | Mines-Ponts MP 2022
On pose :
x
flaiy) =VI+a?+/1+y2 - \/%

La fonction f admet-elle des extrema globaux? locaux?

1.5.24 | Mines-Ponts MP 2022

Soit
f: R — R
sin(zy) .
— si (7Y 0;0
@) — LT 57O
0 sinon

La fonction f est-elle continue ? de classe C!?
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1.5.25 | Mines-Télécom MP 2024

Soit
f: R — R
(z;y) — 3oy —a® —y°

Etudier les extrema de la fonction f.

CCINP PSI 2019

3 3

Soit f : (z31) s M si (a3y) # (0:0), et £(0:0) = 0.

1. La fonction f est-elle continue sur R??

2. La fonction f est-elle de classe C* sur R??
o0 f

Oxdy

3. Etudier I'existence de

1.5.27 | Mines-Ponts MP 2023

1. Soit U un ouvert de R, zp € U et f : U — R dérivable en zq telle que f admet
un extremum en zo. Montrer que f'(xy) = 0.

2. Enoncer un théoréme semblable pour U un ouvert de R? et le démontrer.

3. Etudier les extrema de
[ (@ y) — Jsin(z + iy)|?

sur 'ensemble Q = {(z;y) € R? | 22 + y* < 1}.

1.5.28 | Mines-Ponts PSI 2025

400 1,211
On pose f(z;y) =) —.
71221 1 _|_ an

1. Donner I’ensemble de définition de f et le représenter graphiquement.

2. Déterminer les dérivées partielles de f.

CCINP PSI 2019
Soit
f: R — R?
(z39) — Y@ +y—1)
1. Trouver les points critiques de f.

2. Déterminer les extrema locaux de f.

CCINP MP 2027

Déterminer les extrema de la fonction f définie sur R? par :

f(z;y) = 2° + 329* — 152 — 12y.
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CCINP PSI 2015

On consideére les deux ensembles suivants :

K={(z;y) eR*|0<r<Tet 0<y <7},
T={(ry) eR*|0<a<y<T}
On considere la fonction F(z;y) = a(r —y) pour 0 <z <y < wet F(z;y) = y(m — x)
pour 0 <y <z <.
1. La fonction F' admet-elle des extrema locaux sur 7'7?

2. La fonction F' admet-elle un minimum sur K ? un maximum ? Si oui, déterminer
leur valeur.

CCINP MP 2022

On considére la fonction f définie sur R* x R par f(z;y) = z((In(z))? + y*) et X la
surface représentative de f dans un repere orthonormé.

1. Déterminer les points critiques de f. La fonction f admet-elle un extremum
global 7

2. Soit (a;b) un point critique de f. Déterminer 1’équation du plan tangent a ¥ en
(a;0; f(a;b)).
3. Exprimer I’équation du plan tangent en (1;1;1).

4. Exprimer la différentielle en (1;1), puis g telle que g(z;vy) = (f(z;v); f(z;v)).

1.5.33 | Mines-Ponts PSI 2014

Soit g : R? — R continue. Soit C le cercle de centre O et de rayon R > 0.

1. Montrer qu’il existe deux points A et B de C diamétralement opposés tels que
9(A) = g(B).
2. En est-il de méme pour deux points de C séparés d’un quart de tour?

CCINP PSI 2017

On note f la fonction :
(25y) — 2%y +In(4 +y°).
1. Montrer que f admet sur R? un unique point critique.
2. On note g : z +— f(z;2%) — f(0;0). Trouver un équivalent simple de g en 0.

3. La fonction f admet-elle des extrema locaux ?

1.5.35 | Centrale-Supélec PC 2023
On définit :
f - [—2 ; 2] xR — R
2

(z;y) — % — V4 — 22 cos(y)

Montrer que f possede un maximum et un minimum, puis déterminer leur valeur.
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CCINP PC 2019

Pour tout (z;y) € R?, on pose :
f(x;y) = cosh(2x) — cos(2y).
On considere les deux ensembles suivants :

D ={(xy) e R | 2® +y* < 1}

D ={(z;y) e R* | 22 +¢* < 1}
1. Pour tout t positif, montrer les inégalités sin(¢) < t et sinh(¢) > t.
2. Montrer que f admet un minimum nul sur R2.

3. Montrer que D est fermé et borné. En déduire que f admet un maximum sur
D.

4. Montrer que D" est un ouvert et déterminer les points critiques de f dans D’.

5. En déduire qu’il existe tg € {0 ; g} tel que le maximum de f sur D soit égal a
f(cos(tp); sin(to)).

6. Etudier les variations sur [O ; g} de la fonction ¢ : 6 — f(cos(#);sin(6)).
Conclure.

CCINP TSI 2019
Soit
f R3 — R
(z5y:2) — (@®+y* +2°+3)7 = 16(2” + 3%
et S la surface d’équation f(x;y;z) =0.
1. Montrer que S est réguliére en tout point.

2. Soit M (3;0;0). Trouver une équation cartésienne du plan tangent & S passant
par M.

1.5.38 Centrale-Supélec PC 2016

Soit A une fonction de R dans R. On pose A = {(z;y) € R? | z =y} et

h(z) — h(y)
T —y

fi(zy) ERP\A— € R.

1. On suppose que h est de classe C'. Montrer que f se prolonge en une fonction
continue de R? dans R.

2. On suppose que h est de classe C2. Montrer que f se prolonge en une fonction
de classe O de R? dans R.

1.5.39 | Mines-Ponts MP 2023

On considére R™ muni de la structure euclidienne usuelle. Soit N une norme sur R” et
a > 0. Soit f:R"™ — R de classe C'! tel que pour tous z,y € R" :

(V@)= Vf(y),z—y)>aN(x—y)

Montrer que f(z) tend vers +oo quand N(z) tend vers +oo.
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ENS MP 2022

1. Soit u € C*®(R™,R) telle que Au > 0 sur B(0,1). Montrer que u atteint son
maximum sur la sphere S(0;1).

2. Démontrer le méme résultat en supposant uniquement que Awu > 0 sur B(0,1).

3. Soit V telle que :

1 1 1
€ X2 T,
Ve e R", V(z) = .
ot gt !

Montrer que AV = 0.

GoINg PG 2018

1. Soit
g : R* —»

R
1
r > Texp <x> + exp(z)

Montrer que g est croissante et calculer g(—1).

2. Soit
f: R — R

(z;y) — zexp(y) +yexp(x)

Montrer que si (zo; yo) est un point critique, alors xg < 0, xoyo = 1 et g(z¢) = 0.
Déterminer le(s) point(s) critique(s).

3. Soit z — f(—1+ ax;—1+ z) ou a € R. Donner un développement limité en 0
a l'ordre 2.

4. Montrer que f n’admet pas d’extremum local.

5. Notons D = {(z;y) € R? | |z| < 1 et |y| < 1}. Déterminer le minimum et le
maximum de f sur D en justifiant leur existence.

1.5.42 | Mines-Télécom PSI 2022

Etudier la continuité en (0;0) de chacune des fonctions suivantes, toutes supposées
nulles en (0;0). Elles sont définies pour tout (z;y) € R?\ {(0;0)} par :

zy Ty

3y
ma 9<xay)—ma

«T2+y2+$y

f(xsy) = h(z;y) =

TPE/EIVP PSI 2017
Posons f(x;y) = (z — y)*(1 — 22 — y?) pour (z;y) € R%
1. Préciser le signe de f.
2. Déterminer les points critiques de f.
3. La fonction f possede-t-elle un minimum global ?
4. Montrer que f possede un maximum global et préciser les points ot il est atteint.
5

. Préciser les extrema locaux de f.
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CCINP PC 2015
Soit
f: R — R
(r;y) +— e+ eV +e ™Y
1. Montrer que :
VieR, ' >14t

2. Déterminer tous les points critiques de f et donner leur nature. Existe-t-il un
maximum ?

CCINP MP 2023

On note, pour tous réels x et y :
f(z;y) = y*sin <x> siy#0 et f(z;0)=0.
Yy

1. On pose Xy = (z0;0) ou z € R.
(a) Montrer que f est continue en (zg;0).
(b) Montrer que f est continue sur R2.

2. On considere X = (z1;y1) € R? avec y; # 0.
(a) Calculer les dérivées partielles de f en Xj.

(b) La fonction f est-elle différentiable en X; 7 Si oui, donner la différentielle de
f en Xy, puis en (0;1).

3. Calculer les dérivées partielles de f en Xy. Si on suppose que f est différentiable
en Xy, que vaut sa différentielle ?

CCINP MP 2012

1. Déterminer les extrema de la fonction
[ (z;y) — sin(z) cos(z) cos(z + y)
sur le domaine

A:{<xay)€R2|x>07y>0€tx+y<g}

2. Soit (z;y;2) € RY tel que x +y + 2 < 3.

Montrer que sin(z)sin(y)sin(z) < ;.

1.5.47 | Mines-Ponts MP 2014

Montrer que
+oo

flay) ="

n=0

(n? = nz — )’
2n

est définie sur R?, qu’elle posséde un minimum et trouver pour quel couple (z;y) elle
I’atteint.
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CCINP PC 2024

Soit h une application de R dans R, & valeurs positives, de classe C?, convexe et de
dérivée strictement négative.

1. Montrer que = — e~ vérifie ces hypotheses.

2. Soit
g : R — R
r — x+h'(z)

(a) Montrer que g est strictement croissante, et vérifier que g(0) < 0.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 a une et une seule solution. On la notera a.
g

3. Soit f lapplication de classe C? de R? dans R, qui a (x;y) associe
x? = 2zy + 2y + h(z).
(a) Montrer que (a; %) est I'unique point critique de f.
(b) Montrer que f admet un extremum local et déterminer sa nature.
4. On pose :
¢ ((z;9); (24y) — @’ —ay’ — 2’y + 2yy’.

On admet que ¢ est un produit scalaire sur R2. Montrer que :
3k >0, V(z;y) € R?, 2% — 2zy + 2% > k(2® +4?).

5. Montrer que 'extremum de f est global.

[1.5.49) ENsAM 2015

Déterminer les fonctions g € C'(R, R) telles que le champ de vecteurs

= (4 0)

soit le gradient d'une fonction f. Calculer alors cette (ces) fonction(s) f.

ENS MP 2019

On définit les intégrales doubles des fonctions de [0;1]? dans R continues : on intégre
successivement et les deux variables jouent des roles équivalents i.e.

/Ol/olf(%y)dxdyz/Ol/olf(x;y)dydx.

On définit une norme :
1 1
MF¢A£ﬂmﬁ@m

On considére I'ensemble A des g € C([0;1]%,R) telles qu'il existe r, s : [0;1] — R avec,
pour tous z,y, g(z;y) = r(z)s(y).

Soit f € C([0;1]*,R). Supposons que, pour tout g € A, ||f + gl = || f]I-

Montrer que f est la fonction nulle.
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CCINP PC 2024
Soit
f: R — R
(w;y) — 2’ =y
Soit 'ensemble C' = {(z;y) | h(z;y) = 0}.

1. Montrer que h est une fonction de classe C'!, puis montrer que (0;0) est le seul
point critique de h. La fonction h admet-elle un extremum local en (0;0) ?

2. Soit f : R? — R, une fonction de classe C' et telle que f(z;y) = 0 pour
(x;y) € C.

(a) Justifier que pour tout t € R, f(t%t3) = 0.

0
(b) En déduire que —f(O; 0)=0.

ox
3. Soit
th . R — R

u — f(t%u)
Justifier que ; est dérivable sur R et montrer qu’il existe y(t) €] — t*;3[ tel
que ;(y(t)) = 0.
4. Conclure que (0;0) est un point critique pour f.

5. Représenter dans un repere orthonormé I’ensemble C.

1.5.52 | Mines-Ponts MP 2024

Posons D = R*+2. Montrer que I'ensemble

S = {9 € C'(D,R) | 3f € CY(RY,R), V(x;y) € D, g(z;y) = [ @}

est 'ensemble des solutions sur D d’une équation aux dérivées partielles a préciser.

CCINP PSI 2014

On pose D = {(z;y) € R? | 2? + 3y® + zy < 1}.
1. L’ensemble D est-il borné?

2. A Paide du changement de variable u = = + 2 et v = 2, calculer I'aire de D.

27
1.5.54| TPE/EIVP MP 2018

On définit : .
f (R%) — R

(T15.. . 52n) (i%) (i;)

La fonction f admet-elle des extrema ? Si oui, lesquels ?

1.5.55 | Mines-Télécom MP 2018

Etudier la fonction f définie par :

f(x;y) = arctan(x) + arctan(y) — arctan (195 Ty ) :
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1.5.56 | Mines-Ponts MP 2019
Soit D =R x R’ et A =R% x R. On définit, pour tout (u;v) € D :
u® +v* u)

M%@Z( 5 iy

v

1. Montrer que ¢ est une bijection de D dans A.
2. Montrer que ¢ et ¢~ ! sont de classe C*.

1.5.57 Centrale-Supélec PC 2022

Soit f € C?(]0; +oo[, R). On définit :

® : ]0;+oofP — R
xQ—I—yz
(T3y;2) V> f( > )

Déterminer les choix de f tels que :

Fo o P
oz Oy 022

CCINP PC 2018

Soit g : R? — R harmonique, c’est-a-dire g est de classe C? et :

0? 0?
P9 P9,
ox?  Oy?
1. Trouver a, b des réels tels que :
1 a b

e 1+t 1-¢
2. Résoudre I’équation différentielle suivante :
(1—t*)y" — 2ty = 0.

Soit f : R — R une fonction dérivable deux fois et F' = fog.
3. Exprimer az—F et 82l
0x? 0y?
4. On suppose que f” ne s’annule pas. Montrer que F' est harmonique si et seule-
ment si g est une constante.

Soit A : R — R une fonction dérivable deux fois et :

=5t

5. Déterminer les applications h telles que G soit harmonique.

240




1.5.59 | Mines 2015

Résoudre I'équation aux dérivées partielles

af o
f+%£— = —(a% + 9%

"9

dans le domaine U = R? \ {(x;0) | z € R_}, en passant en coordonnées polaires.

1.5.60 | Mines-Ponts PSI 2019
Soit
(x + y)
n?

f@yMZ

1. Quel est le domaine de définition de f?

2. Déterminer les extrema locaux de f.

ENS MP 2013

On suppose disposer d’une fonction f de deux variables (¢;2) € R2, positive, de classe
C1, telle que, pour tout z € Ry, f(0;z) = 0, et vérifiant I'inégalité :

of _ of _

ot 8:76 S KT,

ol c et K sont deux constantes réelles avec ¢ > 0. Montrer que f est nulle.

NS MP 2013

Soit v une fonction de deux variables (t;x) € R, x R, lipschitzienne et bornée.

Montrer qu’étant donnée une fonction ug € C'(R,R), il existe une unique fonction
u € C'(Ry x R, R) vérifiant :

Ou N Iuv)
ot ox
u(0;-) = ug

1.5.63 Centrale-Supélec MP 2013

On considere R™ comme espace euclidien.
Soit f une fonction croissante de R, dans R de classe C' avec f(0) =1 et f'(0) =
On note N : z — |jz|| et F: x— f(||z])z.
1. La fonction N est-elle de classe C! sur R™\ {0} ?
Quelle est la différentielle de N 7
2. La fonction F est-elle de classe C' sur R™ \ {0} ?
Quelle est la différentielle de F' 7

3. La fonction F est-elle continue en 07 Est-elle différentiable en 07
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CCINP MP 2023

Soit f: R* — R telle que f(0;0) =0 et

of
. RZ o
V(x;y) € R, 9 (z5y) >

0
Lo

On pose u:z — f(z;z), v:x— flx;—x) et w, : y— f(z;y).
1. Calculer les dérivées de u, v et w,.
2. Montrer que pour tout x € R, il existe un unique y, € R tel que |y,| < |z| et
W, (yz) = 0.
3. On pose ¢ : z +— y,. On suppose que ¢ est dérivable.

Exprimer ¢'(z) en fonction des dérivées partielles de f en (z;p(z)). Montrer
que ¢ est de classe C1.

ENS MP 2014

Soit u € C*(R™,R), et x € C'(R",R) & support compact. Montrer que :

LIv0al? = [ 1900l = [ udp

1.5.66 | TPE/EIVP MP 2016

Soit S une matrice symétrique réelle. On note

_XTSX

R(X) ~TX

pour tout vecteur colonne X non nul.
Montrer que P(z) = det(S—x1,) admet comme racines les valeurs prises par la fonction
R en ses points critiques.

1.5.67 | Mines-Ponts PC 2013

Soit
f:C — C\{-2}
2z+1
z
z42

Onpose S={z€C||z|=1},D={z€C||z|<1}et E={z€C||z| < 1}.

1. Montrer que sous réserve de restrictions, f définit une bijection sur chacun de
ces ensembles.

2. On pose z = x + iy, u: (z;y) — Re(f(2)) et v : (z;y) — Im(f(z2)).
Montrer que u et v sont de classe C*° sur R? \ {(—2;0)}.
3. Déterminer f~1.

4. Déterminer le jacobien de (z;y) — (u(z;y);v(z;y)).

1
. Caleul // . dud
5. Calculer b [z + 2)1] xdy

242




CCINP PSI 2019
Soit
f: R — R
22 sin (ﬂ) six#0
(z;y) — { ‘

0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Calculer les dérivées partielles de f. Montrer qu’elles sont continues en (0;0).

*f 0

. lcul
3. Calculer 0$0ye yor

. Interpréter le résultat.

CCINP MP 2022

Soit Q = {(x;y) € R* |z >0 et y > 0} et

o Q — 0
X
(z3y) — | 2y; —

Y
1. Montrer que ® est bijective et déterminer &1,
2. On pose (u;v) = ®(z;y) et f(x;y) = F(u;v).
of of o*f 0*f

Exprimer s a—y, 2y et 8Ty en fonction des dérivées partielles de F'.
3. Résoudre : 5 9
w'ai(:v;y) + yai(x;y) —2f(zy) +2=0.
4. Résoudre :
YT
0%z 0%y
CCINP MP 2022
Soit
f: R — R
ry .
—— i (7 0;0
0 sinon

1. Prouver que f € C(R* R).
2. On pose uj = (cos(f);sin(f)) avec 0 €] — ;7).
Trouver les 0 tels que la dérivée partielle de f en (0;0) selon uj existe.
3. Existe-t-il des dérivées partielles de f en (0;0) 7
0
4. Calculer af(a:;y) avec (z;y) # (0;0).
x

5. Est-ce qu’il existe des dérivées partielles d’ordre 2 de f sur R??
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1.5.71 | Mines-Ponts PSI 2013
Soit f € CYR?,R), (p;q) € R? tel que (p;q) # (0;0), et c € R.
Montrer que les restrictions de f aux droites d’équation px + qy = ¢ sont constantes si

et seulement si qa—f = p%
oxr oy

1.5.72 | Mines-Ponts MP 2016

Déterminer les extrema de la fonction f définie sur R? par :
fri(my) a2t +yt =2z —y)°

et donner leur nature.

1.5.73 | Mines-Ponts MP 2021
Soit g € C*(R,R). On considére la fonction f définie sur R? par :

g(r) —g(y) .
flay) = T —y sy
g'(x) stz =y

Montrer que f est de classe C*.

1.5.74 Centrale-Supélec PSI 2013

Soit f la fonction définie sur [0;1]? telle que :

ry(l —y)(1 —2)
1—xy

V(z;y) € [0; 12\ {(L; D}, f(ziy) = et f(1;1) =0.

1. Montrer que f est continue sur [0; 1]2.

2. Déterminer sup(f) sur son ensemble de définition.

ENS PC 2025
Soit
+oo cos(xr) sin(yr)

f(x;y) :/0 (ESE
1. Montrer que cette fonction est bien définie et continue sur R2.
2. Montrer qu’elle est C! sur R? \ {(z;y) € R* | z = y}.
3. Montrer que x +— f(z;x) est C! sur R*.
4. Bonus : la fonction f est-elle C*' sur R? \ {(0;0)} ?

dr.
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6 Topologie

cep

Soit F un espace vectoriel normé. Soit A et B deux parties non vides de F.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d’un ensemble a 'aide des suites.
(b) On suppose A C B. Montrer que A C B.
2. Montrer que AUB = AU B.
3. (a) Montrer que AN B C AN B.

(b) Montrer, a l'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n’est pas forcément
vérifiée. On pourra prendre F = R.

S

Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu’une partie
d’un espace vectoriel normé est fermée et, pour chacun d’eux, donner un exemple
concret d’utilisation dans R2. Les théorémes utilisés pourront étre énoncés oralement
a travers les exemples choisis.

Remarques :
1. On utilisera au moins une fois des suites.
2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire.

3. Ne pas utiliser le fait que R? et l'ensemble vide sont des parties ouvertes et
fermées.

CCP MP

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

Soit E un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E. On note A 'adhé-
rence de A.

1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

2. On pose, pour tout = € E, da(z) = in£||x —al|.
ac

(a) Soit x € E. Prouver que :
da(r)=0 = z € A

(b) On suppose que A est fermée et que, pour tout (x;y) € E?, pour tout
tel0;1],
dA<t$ + (1 - t)y) < tdA(x) + (1 — t)dA<y)

Prouver que A est convexe.

X PC 2019

On considére 'ensemble des couples de vecteurs de R? formant une famille libre. Mon-
trer que cet ensemble est ouvert dans R? x R3.
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Mines-Ponts MP 2024

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer qu’une intersection
décroissante de boules fermées de E' est encore une boule fermée.

CCP MP

Soit E = C([0;1],R). On munit F des normes |[|-||o, et ||-||1 définies par :
1
Vf € B, ||flee = sup [F®] et IIfli= [ 1F(@)]at
te[0;1] 0

Onpose O ={f e E| f(1) >0} etF:{f€F|f01f(t)<0}.
1. Montrer que O est ouvert pour la norme |[|-||s.
2. Montrer que F' est fermé pour les normes |||« €t ||||1-

3. L’ensemble O est-il ouvert pour la norme ||-||; 7

CCINP 2024

On note E 'espace vectoriel des applications continues sur [0 ; 1] a valeurs dans R. Pour
tout f € E, on pose :

1
1l = sup £ et 1l = [ 1F(2)]dt.
t€[0;1] 0

1. Les normes ||-||oo et ||-||1 sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit £ de la norme ||| s.
(a) Soit u: E — R, f+— f(0).
Prouver que u est une application continue sur E.

(b) On pose F' = {f € E | f(0) = 0}. Prouver que F' est une partie fermée de
E pour la norme ||-||oo-

3. Dans cette question, on munit £ de la norme |[|-||;.
Soit ¢: [0;1] = R, t +— 1.
Pour tout n € N*, on pose :

nt si 0<t
n(t) =
= 4 2%

NN
— 3=

1 si

(a) Soit n € N*. Calculer || f, — cl|1.
(b) On pose F'={f € E| f(0) =0} et on note F I'adhérence de F.
Prouver que ¢ € F. L’ensemble F est-il fermé pour la norme ||-||; ?

[1.6.8] xuns

Soit A C R tel que tout a € A est isolé. Montrer que ’ensemble A est au plus dénom-
brable.

[1.6.0] x-Ens

Donner un exemple de forme linéaire non continue.
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cop wp

Soit n € N* et K le corps des réels ou des complexes.
1. Montrer que GL,(K) est un ouvert dense de M, (K).
2. Montrer que O, (R) est un compact d’intérieur vide de M, (R).

cop wp

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel réel normé E.

1. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de
boules.

2. Démontrer que :

r €A <= J(z,)nen telle que, Vn € N, z, € Aet lim =z, = x.

n—-+00

3. Démontrer que si A est un sous-espace vectoriel de F, alors A est un sous-espace
vectoriel de F.

4. Démontrer que si A est convexe, alors A est convexe.

cop wp

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés.

1. Soit f une application de F dans F' et a un point de E.
Montrer que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

i) L’application f est continue en a.

ii) Pour tout suite (x,)neny d’éléments de E telle que lim =z, = a,
n—-+00

alors nglfoof@") = f(a).

2. Soit. A une partie dense dans E, et soit f et g deux applications continues de F
dans F'. Démontrer que si, pour tout z € A, f(z) = g(x), alors f = g.

CCP MP

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur le corps R.

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
i) L’application f est continue sur E.
ii) L’application f est continue en Op.
iii) Il existe & > 0 tel que : Vo € E, || f(2)||r < k||z|| -

2. Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la
norme définie par :

1flloe = Sup}lf(w)

z€[0;1

On considere 'application ¢ de E dans R définie par :

o) = [ f0yae

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.
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cop wp

Soit ' = C([0;1],R) muni de la norme ||| définie par :

Vf€E, ||fllw= sup|f()
te[0;1]

On considére I'ensemble A = {f € E'| f(0) et [y f(t)dt > 1}.
1. Montrer que A est une partie fermée de F.
2. Montrer que si f € A, alors |||l > 1.
3. Soit n > 1. On considere

1 1 .
(1—1—):5 si <o
fn:x|—> o 1 n
14— Si x>«
n

Montrer que 'on peut choisir « € [0; 1] tel que f, € A.
En déduire la distance de Of a A.

CCINP 2024

1. Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d'une partie com-
pacte d’un espace vectoriel normé.

2. Démontrer qu'une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie
fermée de cet espace.

3. Démontrer qu’'une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie
bornée de cet espace.

Indication : on pourra raisonner par ’absurde.

4. On se place sur F = R[X]| muni de la norme ||-||; définie pour tout
P=ay+a X+ -+ a, X" de E par ||P|ly = _|a;].
i=0
(a) Justifier que S(0;1) = {P € R[X] | ||P|ls = 1} est une partie fermée et
bornée de E.
(b) Calculer || X™ — X™]|; pour m et n des entiers naturels distincts.
L’ensemble S(0;1) est-il une partie compacte de E 7 Justifier.

1.6.16 | Mines-Ponts

Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. Montrer que I’application

T

frx— ——mr
1+ [l

réalise une bijection continue de E dans la boule ouverte centrée en O et de rayon 1.

1.6.17 | Mines-Ponts MP 2021

Soit X une partie de GL,(C) non vide, compacte et stable par produit. Montrer que
X est un sous-groupe de GL,,(C).
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CCP PSI

Soit F I'espace vectoriel des suites bornées complexes.

= Junl = Jun]
1. Montrer que Ny(u) =Y 53 et Na(u) =) E sont deux normes sur F.
n=0 n=0 :

2. Les normes N; et N, sont-elles équivalentes ?

1.6.19 | Centrale PSI

On note SL,(R) I'ensemble des matrices de M, (R) dont le déterminant vaut 1. L’en-

semble SL,(R) est-il un espace vectoriel 7 un groupe multiplicatif ? un fermé de M,,(R) ?
un ouvert de M,(R)?

1.6.20 | X-ENS

On munit R"™ de la norme euclidienne canonique et M, (R) de la norme d’opérateur
associée. Montrer que ’enveloppe convexe de O, (R) est la boule unité fermée de M, (R).

1.6.21 | X-ENS

Soit (E, [|-]]) un espace normé réel de dimension finie, K un compact non vide de F.
Montrer qu’il existe une boule fermée de rayon minimal contenant K. Cette boule est-
elle unique ?

1.6.22| x

Décrire les composantes connexes par arcs de GL,(C) et de GL,(R).

1.6.23 | x

Décrire les composantes connexes par arcs de O, (R) et de SO, (R).

1.6.24| x

Montrer que SL,(C) est connexe par arcs.

Mines-Télécom MP 2024

Soit E le plan euclidien.
1. L’ensemble A = {(z;y) € R? | y* — 2% = 1} est-il un fermé de E'?
2. Donner la définition d’un partie connexe par arcs.

3. Montrer que le cercle de centre O et de rayon 1 est une partie connexe par arcs
de R2.

4. Soit f : F — R continue. Montrer que 'image par f d’une partie connexe par
arcs, fermée et bornée, est un segment.

1.6.26 | x
Soit K un voisinage compact de 0 dans R™. On pose A = {u € L(R") | u(K) C K}.
1. Montrer que A est compact.

2. Montrer que, pour u € A, |det(u)| < 1.
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[1.6.27] x

Soit K un compact de R™ convexe non vide et v un endomorphisme de R" tel que
u(K) C K. Montrer que u admet un point fixe dans K.

1.6.28 Centrale-Supélec MP 2025

1. Montrer que les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.
Soit Q une partie de E = R. On note (C') la propriété suivante :
Pour toute fonction f : € — {0;1} continue sur €2, f est constante.

2. Montrer que si ) est connexe par arcs, alors ) vérifie (C).

Soit B =R? et Q= {(z;sin (1)) | = € Ry J U ({0} x [-1;1]).
3. (a) Montrer que 2 vérifie (C).
(b) Montrer que €2 n’est pas connexe par arcs.

Centrale

Soit F un espace vectoriel réel normé et f une forme linéaire de E. Montrer que :

f est continue <= Ker(f) est fermé.

1.6.30 | Mines-Télécom PSI 2025

Soit n € N*. Soit U,, '’ensemble des polyndémes de R[X] unitaires de degré n et scindés
sur R. On se propose de démontrer que U, est un fermé de R, [X].

1. Soit P € R[X], unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et
seulement si

Vz € C, [Im(2)[" < |P(2)].

2. Conclure.

1.6.31 | Mines-Télécom MP 2024

Soit E un espace euclidien de dimension n. On identifiera M, 1 (R) et R™. Soit M un
matrice symétrique de M,(R). On note \; < --- < A, ses valeurs propres comptées
avec leur multiplicité. On pose p4(X) = XTAX, pour X € M, (R).

1. Montrer que :
VX € Muyxa(R), M [ X7 < pa(X) < Nl X2

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que @' ({1}) soit un compact
non vide.

1.6.32 | Mines-Télécom MPI 2024

Soit E un espace vectoriel réel normé et A, B des sous-ensembles de E. On pose :
A+B={a+blacAbec B}

1. Montrer que si A et B son compacts, alors A + B est compact.

2. Montrer que si A est fermé et B compact, alors A + B est fermé.
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ENS MPI 2025

Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. Soit K une partie de F, non vide,
bornée et dont la frontiere est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide.

1.6.34 | Mines-Ponts MP 2023

Montrer que I’ensemble des suites réelles convergentes est un fermé de .

CCINP MP 2018

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. On note A Dintérieur
de A.

1. Montrer que A est un ouvert.

2. On suppose que A est un sous-espace vectoriel de E. Montrer que, si A # (),
alors A = F.

3. On pose E = M,(R) et A I'ensemble des matrices nilpotentes de E. On veut
montrer que A = ().

(a) Montrer que si A # (), alors 'intérieur de Vect(A) est non vide.
(b) Aboutir a une contradiction.

COINP PO 2018

On étudie £ = {(a:, y) € R?

1

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (z;y) € E.

(i y) est diagonalisable dans R}.

2. Montrer que E est un ouvert de R2.

1.6.37 | Mines-Télécom MP 2019

Soit E un espace vectoriel normé.
1. Donner la définition d’un ouvert de E.
2. Montrer que toute boule ouverte de E est un ouvert de E.

3. Montrer que tout ouvert est réunion de boules ouvertes.

1.6.38 | Mines-Ponts MP 2023

Soit p un entier naturel non nul et a, b des réels tels que a < b.
On note Z, = {f € C([a;b],R) | Card({x € [a;b]}) | f(z) = 0}) > p}.

Déterminer 'adhérence de Z, pour la norme infinie.

1.6.39 | Mines-Ponts MP 2021

1. Montrer que 'ensemble des matrices de M,,(C) de rang inférieur ou égal a r
(avec 0 < 7 < n) est un fermé.

2. Déterminer I’adhérence de I’ensemble des matrices de rang exactement 7.

X MP 2018

Soit E' I'ensemble des polynémes a coefficients dans {—1;0;1}. Notons A I'ensemble
des racines des polynomes de E. Quelle est 'adhérence de A?
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1.6.41 | Centrale-Supélec MP 2018

Soit (E; ||-||) un espace vectoriel normé.
Soit A un compact de E.

1. Montrer que A x A est un compact.
2. Soit f: A — A telle que :

Veye A, xFy = |If() = f)ll <llz—yl.

Montrer que f admet un unique point fixe.
3. Soit f: A— A telle que :

Vo,y € A [[f(x) = FW)ll = [l =yl

Montrer que f est bijective et préserve les distances. (Montrer que 'inégalité de
I'hypothese est un fait une égalité.)

ENS Ulm 2022

Montrer que l'application M — Tr(exp(M)) est convexe sur S, (R).

Centrale 2023

Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie A de E est conneze s’il n’existe
aucun couple de fermés disjoints non vides (F'; G) tel que A= F UG.

1. Montrer que 'on peut remplacer « fermés » par « ouverts » dans la définition
ci-dessus.

2. Montrer que A est connexe si, et seulement si, toute application continue de A
dans N est constante.

3. Montrer que si A est connexe par arcs, alors A est connexe.
4. Quelles sont les parties connexes de R?

5. Soit u € RN telle que (U1 — Un)nen converge vers 0. On note V (u) 'ensemble
des valeurs d’adhérence de u. Montrer que V(u) est un intervalle.

6. Soit u € EN bornée telle que (11 — Uy )nen converge vers 0. Montrer que V (u)
est connexe.

Centrale 2022

Soit B un compact convexe de R™ et u un endomorphisme de R". On suppose que
uw(B) C B.
On pose ug = Id, et u,, = Tllnz_:luk pour n > 1.
1. Quels sont les COHlpa(I:t_SO convexes de R 7
2. On pose A = ﬁoun(B). Montrer que z € A si, et seulement si, u(z) = = et
r € B. "

3. Montrer que A # ().
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ENS 2022

Montrer que les morphismes continus de SL,(R) vers GL,(R) sont a valeurs dans

SL,(R).

1.6.46 | Mines 2024

On note I = [1;+o0] et on considere les ensembles :
e E={feC(I,R)]| f aune limite en + 0o},
e F={feR'|IneN,IPeR,[X],Vtel, f(t)=P(t)t ™}
1. Montrer que (E, ||-||) est un espace vectoriel normé, et que I'ensemble F' est
un sous-espace vectoriel de E.

2. Montrer que F' est dense dans F.

1.6.47 | ENS 2022
Soit A C R? bornée et z € conv(A).
Montrer que, pour tout n > 1, il existe xy,...,z, € A tels que :

1 diam(A
z-= > 1 fam(4) avec diam(A) = sup ||z —y||.
i=1

\/ﬁ T,yeEA

<

1.6.48 | Mines-Télécom PSI 2023

1. Soit N la norme définie sur R? par :

N(z;y) = max <|y\, :E—I—% ;\x—l—y\) :
Représenter la boule unité pour cette norme.
2. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. Soit {¢1;...;¢,} une famille de

formes linéaires sur E. A quelle condition I'application N : £ — Ry, qui a x
associe max|;(x)|, est-elle une norme ?
1<i<p

1.6.49 | Mines-Télécom MP 2018

Soit £ = C([0;1],R) muni de la norme de la convergence uniforme.
On pose A= {f € E| f(0)=0cet [y f(t)dt > 1}. Montrer que A est un fermé de E.

ENS MP 2018

Que dire d’un sous-groupe strict fermé de U ?

1.6.51 | TPE/EIVP MP 2018

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé.
1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est un sous-espace vectoriel.

2. Soit F' un hyperplan de E. Montrer que F est fermé ou dense dans E.
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1.6.52 Centrale-Supélec MP 2021

Soit E 'espace vectoriel des suites réelles bornées. Montrer que les deux applications
suivantes sont des normes sur E :

e La norme infinie des suites ;

X |, |

n

e« N:uwr

1. Ces deux normes sont-elles équivalentes ?

2. Soit Z l'ensemble des suites nulles a partir d'un certain rang. Montrer que
I'intérieur de Z est vide, et déterminer son adhérence.

1.6.53 | Centrale-Supélec MP 2016

Soit I un segment de |0;1[ et £ = C(I,R) muni de la norme infinie.
1. Enoncer le théoréme d’approximation de Weierstrass.

2. On pose f(x) = 2z(1 — x). Etudier les convergences simple et uniforme sur I de
la suite de fonctions (f,),>2 définie par :

fa=fofo-of.
| S ———

n fois

3. Montrer que Z[X] est dense dans F.

ENS MP 2019

Existe-t-il un espace vectoriel muni de deux normes et une suite dans cet espace tels
que cette suite converge pour les deux normes mais vers des limites différentes ?

o

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et K un compact de E.
Soit f: K — K telle que

Vwy) € K o #y = (=) = [l < llz —yll.

1. (a) Montrer que si f admet un point fixe, alors ce point est unique.
(b) En étudiant application g : x — || f(z) — z|| définie sur K, montrer que f
admet un unique point fixe.

2. On considére une suite (2, ),ey définie par :

ro € K
{Vn eN, z, 11 = f(z,)
Montrer, a partir de la suite définie par :
Yn €N, v, = ||z, — a,

ou a est le point fixe de f, que (x,),en converge vers une limite a déterminer.
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X MP 2019

On note E l'ensemble des applications continues de [0; 1] dans R. On le munit de la
norme infinie sur [0;1]. Pour tous m € N* et € > 0, on définit :

Qe ={f € E|Vze(0;1], Iy elz—c;x+e |[f(z) - fly)| > mlz -y}

1. Montrer que, pour tous m € N* et € > 0, (2,,, . est un ouvert dense.

2. On admet le théoreme de Baire : une intersection dénombrable d’ouverts denses
est dense. Montrer que ’ensemble des applications continues de [0;1] dans R
nulle part dérivables est dense dans F.

X MP 2013

On note €, I'ensemble des matrices de M, (C) dont le polynéme caractéristique est
égal au polynéome minimal.

1. Démontrer que C,, est un ouvert dense de M,(C).
2. L’application qui a une matrice associe son polynoéme minimal est-elle continue ?

3. Montrer que GL,(C) est connexe par arcs.

I1.6.58 | Mines-Ponts MP 2017

Soit n € N. On considere les ensembles suivants :
Ay ={(zy) eR* |2? + 4> =n} et A, ={(z;9) € Q* |2 +y* =n}.

L’ensemble A; est-il dense dans A; ?
L’ensemble A, est-il dense dans Ay ?

L’ensemble Aj est-il dense dans Az ?

Ll A

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A,, soit dense dans A,,.

1.6.59 | Mines-Ponts MP 2018

Soit F un espace vectoriel réel de dimension infinie.

1. Soit C' un convexe de E et D un ensemble tel que C € D C C. Montrer que D
est connexe par arcs.

2. Soit H un hyperplan de E. Montrer que E'\ H est connexe par arcs si et seulement
si H n’est pas fermé.

Centrale-Supélec MP 2017

On note A, I'ensemble des matrices M de M, (R), dont le polynéme caractéristique
est scindé a racines simples. On note B,, 'ensemble des matrices M de M, (R), dont le
n

polynome caractéristique est (X — my).
i=1
1. Rappeler la définition d'un fermé.
2. Montrer que B,, est un fermé. Montrer que A, est un ouvert.

3. Quelle est la dimension maximale d’un espace vectoriel inclus dans B,, ?
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1.6.61 | Mines-Ponts MP 2022

Soit E un espace vectoriel réel ou complexe, A une partie de E et f une fonction
continue de [0;1] dans F telle que f(0) € A et f(1) € E'\ A. Montrer qu’il existe un
élément de f([0;1]) qui appartient a la frontiere de A.

X MP 2024

Soit f:]0;1] — R et G son graphe. Les deux affirmations suivantes sont-elles vraies
ou fausses?

1. La fonction f est continue si et seulement G est fermé.

2. La fonction f est continue si et seulement Gy est compact.

1.6.63 | Mines-Ponts MP 2018

Soit E un espace vectoriel normé et K un compact non vide de E. Montrer qu’il existe
un segment de longueur maximale dans K.
On rappelle que [a;b] = {ta+ (1 —t)b |0 <t < 1}

X MP 2019

1. Montrer que I’ensemble A défini par
A ={P € R,[X] | P simplement scindé¢ et deg(P) =n}

est ouvert dans R, [X].
2. Quelle est 'adhérence de A7

1.6.65 | Mines-Ponts

Soit E = C([0;1],R) et (f;9) € E* On pose Ny(f) = [|gf]|oo-
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N, soit une norme.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que Ny, soit équivalente
a la norme infinie.

[1.6.66] s

Soit P € C[X] non constant. Montrer que l'image par P d’une partie fermée (resp.
ouverte) de C est fermée (resp. ouverte).

1.6.67 | ENSEA/ENSIIE 2012

Un espace vectoriel réel normé E est dit uniformément convexe si et seulement si :

Ve >0, 30 > 0, V(r;y) € E?,
Tty

Izl < L flyll < Let flo —yl| 2 e = |—;

H<1—&

Etudier si R?, pour les trois normes usuelles ||-||1, ||/l et ||lso, est uniformément
convexe.
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Mines-Ponts

Soit £ = C'([0;1],R). Pour tout f € E, on pose :

N(f) = \/fQ(O) + /Ol(f’(t))th.

1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Montrer que, pour tout f € E, ||flloc < V2N(f).

3. Les normes N et ||-|| sont-elles équivalentes ?

1.6.69 | Mines-Ponts

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2. Soit :
P={uec L(E) | v =1dg}.

1. L’ensemble P est-il fermé? compact ?

Soit. E un espace topologique, A une partie non vide de E et a € A. On dit que
le point a € A est isolé dans A §’il existe un voisinage V' de a dans E tel que

VNA=/{a}.
2. Caractériser T'= {Tr(u) | u € P}. En déduire que Idg est un point isolé de P.

3. Déterminer tous les points isolés de P.

1.6.70 Centrale-Supélec MP 2023

Soit (E,N) et (E',N') des espaces vectoriels réels normés de dimension finie. Soit
d € N. On note ||-|| 'application de R4[X] définie par :

d
Z aka

= max |ay].
=0 ke[0;d]
1. Montrer que ||-|| est une norme sur R,[X].

2. (a) Soit (yn)nen € (E')N telle que 1_1}111 Yn = L.

Montrer que Y = {¢} U{y, | n € N} est un compact de E’.

(b) Soit f: E — E’ continue telle que pour tout compact K de E’, f~1(K) soit

un compact de E. Montrer alors que pour tout fermé F' de E, f(F') est un
fermé de E'.

3. Soit P € Ry[X] unitaire, x une racine réelle de P telle que |z| > 1. Montrer que
2| < [P} + 1.
En déduire que I'ensemble des polynémes unitaires et scindés de Ry[X ] est un
fermé de R,[X].

Mines-Ponts MP 2013
1. Montrer que GL,(C) est dense dans M,,(C).

2. En déduire qu’il existe une base de M,,(C) constituée de matrices inversibles.
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1.6.72 | Mines-Ponts MP 2017

Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie n. Pour u € L(FE), on pose :
[ull = sup{N(u(z)) | z € E, N(x) <1},
1. Montrer que ||| est bien définie et que :

Yy € E, N(u(y)) < |lul|N(y).

2. Montrer que l'on a ainsi bien défini une norme sur L(E).

3. Soit (ug)ken une suite dans L(E). Montrer que (uy)gen converge pour la norme
|||l si et seulement si (uy)gen converge simplement pour N.

1.6.73 | Mines-Télécom MP 2018

1. Dans un espace vectoriel normé, donner la définition d'un point adhérent a une
)
partie, et une caractérisation de I’adhérence d’une partie.

2. Soit M € M,(R). Montrer que M est adhérent & GL,(R). L’ensemble GL,(R)
est-il un fermé de M, (R)?

1.6.74 | Mines-Ponts MP 2017

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de classe C' de [0;1] dans R et ¢ une forme
linéaire positive non nulle. Soit

o fr—s |gz5(f)|+/01|f’(a:)|d:c.

Par exemple, pour ¢ : f — f(0), on note py la fonction associée.

1. Montrer que pour tout f :

()] < (D] floo-

En déduire que py est une norme.

2. Montrer que py et py sont équivalentes.

1.6.75 | Mines-Ponts MP 2024

Soit F un espace euclidien, A un compact et u un endomorphisme orthogonal tel que
u(A) C A.

1. Montrer que u(A) = A.
2. On note :
r=inf{s e Ry |z € E, AC B(z,s)}.
Montrer qu’il existe une unique boule fermée de rayon r contenant A.

3. Montrer que u admet un point fixe.
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X MP 2025

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie.
1. Montrer que tout convexe fermé non borné contient une demi-droite.

2. Montrer que le résultat est encore vrai sans I’hypothese « fermé ».

I1.6.77 | Mines-Télécom MP 2024

On appelle matrice stochastique de M, (R) toute matrice carrée d’ordre n dont les
coefficients sont des réels positifs et la somme de chaque coefficient de la méme ligne
vaut 1. On note S 'ensemble des matrices stochastiques de M, (R).

1. Montrer que S est stable par produit matriciel.

2. Etudier la topologie de S (ouvert, fermé, compact, connexité par arcs).

1.6.78 | Mines-Ponts PSI 2023

Soit £ = C([0;1],R). Si f € E, on note :

o(f) :xr—>/0mtf(t)dt.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.

2. Trouver le plus petit £ > 0 tel que :

Vi€ E, lo(fllee < EllLflloe-

3. Trouver le plus petit £ > 0 tel que :

1.6.79 Centrale-Supélec MP 2024

Soit n € N*.

1. (a) Rappeler la définition de || - || sur M, (C).

A) = .
(b) On note p(A) ,\gslg(}ix)‘)\l

L’application A — p(A) est-elle une norme ?
2. Montrer que :
1
VA € M,(C), Vk € N*, p(A) < [|A*|*.

3. Soit N une norme quelconque sur M,(C). Montrer que :

p(A) = lim [N (A%)[F,

k—+o00

1.6.80 | Mines-Ponts MP 2023

Soit S un segment non trivial de R, f une fonction de classe C? de S dans R.
Montrer que f est convexe si, et seulement si, il existe une suite de polynémes convexes
convergeant uniformément vers f.
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X MP 2021

Soit K une partie d'un espace vectoriel normé E. On dit que K est précompacte lorsque,

pour tout § > 0, il existe une liste finie (z1;...;x,) d’éléments de E telle que
K c | B(zy,9),
k=1

et on note alors n(K, d) le plus petit de ces entiers n.
1. Montrer que si K est compact alors il est précompact.
2. On suppose F de dimension finie d. Soit K un compact d’intérieur non vide.
Déterminer un équivalent de In(n(K,d)) lorsque ¢ tend vers 0.
On pourra commencer par le cas ott £ = R? muni de la norme infinie.
3. On considere ici l'espace vectoriel E = C([0;1],R) muni de la norme infinie.

On note K l'ensemble des fonctions 1-lipschitziennes de [0; 1] dans R qui s’an-

nulent en 0. Montrer que K est précompact, puis déterminer un équivalent de
In(In(n(K,0))) quand ¢ tend vers 0.

ENS MP 2025

On note E I'ensemble des fonctions de R dans R lipschitziennes et 1-périodiques. Pour
tout a €10; 1], on note :

1lle = suplf(@)] + sup LD =IO
z€R (r;y;eRZ |aj — y|a

1. Montrer que ||-||, est une norme sur F pour tout a €1]0;1].

2. Montrer que I’ensemble des fonctions de R dans R de classe C?! et 1-périodiques
est un fermé de E pour la norme ||-||;.

1.6.83 | Mines-Ponts PC 2022

1. Donner la norme euclidienne habituelle sur R". Existe-t-il d’autres normes eu-
clidiennes sur R"?

Dans la suite, la norme euclidienne habituelle sur R™ est notée ||-||. La sphere
unité correspondante est notée S.

2. Soit f € L(R™). Montrer que la fonction x +— || f(z)|| admet un maximum sur
S. Ce maximum est noté || f]|-

3. Pour tout couple (f;g) d’éléments de L(R™), prouver I'inégalité :

LS o gll < WA Mgl

4. Soit f € L(R™) tel que ||f|| < 1. Montrer que la série Y f* est convergente et
k>0
que sa somme est un automorphisme de R".
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Mines-Télécom MP 2022
On pose pour tout 'exercice £ = C([a;b],R).
1. Donner les normes ||-||; et |||« sur E.

2. Justifier, oralement, en ne donnant que les arguments importants, que ||-||; est
une norme.

3. Montrer que si (f,)nen € EN converge au sens de |||, alors elle converge au
sens de ||||1-

4. Les normes ||-||1 et ||||oo sont-elles équivalentes ?

CCINP MP 2022

1. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé, et K un compact de E.
Montrer que K est fermé et borné.

On s’intéresse a lespace vectoriel E = C([0;27],C) muni de la norme |[|-||2
définie par :

27
Ifll =/ [ 1f @) d.

2. On admet dans un premier temps que ||-||2 est une norme sur E.
Pour tout n € N, on pose f,, : x + e,

(a) Montrer que pour tous entiers n et p distincts, || f, — fpll2 = 2¢/7.
(b) En déduire que la boule fermée B(0,1) n’est pas compacte.

3. (a) Démontrer pour tous complexes u et v I'inégalité :

=2 2

En déduire que pour toutes fonctions f et g de E, et pour tout A € R :

2 )\2 27 1 27
|1 @g@)lde < 5 [T @) ar+ 55 [lg@)? da.

(b) Soit (f;g) € E?. En déterminant le minimum de la fonction :
A2 p2m 1

h:A— 5 |f(z)?
0

27
démontrer que /0 |f(z)g(x)| dz < || fll2llgll2-

(¢) En déduire que ||-||o vérifie I'inégalité triangulaire, puis que c¢’est une norme.

1.6.86 | TPE/EIVP MP 2016

Soit E un espace vectoriel réel. On considere une application N de E dans R telle que :
e« Vx e E\{0}, N(z) >0
« N(0)=0
o V(z;y) € B2, VA€ R, N(A\x +y) < [M\N(z) + N(y)

Montrer que N est une norme sur £.

261




1.6.87 | Mines-Ponts MP

Soit (a;b) € R? tel que a < b, n € N*, (2;)1<icnn € [a; 0|5 et () 1<icn € [a; 0],
On note E I'ensemble C([a;b],R) muni de la norme de la convergence uniforme, et P
I'ensemble des applications polynomiales de [a;b] dans R.

Montrer que I'adhérence de 1’ensemble
{peP|Vie[l;n], plz;) =y}

est {feE|Vie[l;n], f(x;) =y}

1.6.88 Centrale-Supélec MP 2018

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie.
Soit K un compact de F.
Soit f: K — K une fonction continue telle que :

Vwy) e Kz #y = (=) = f@)ll < llz —yll.

Le but de cet exercice est de montrer que la fonction f admet un point fixe.

1. Montrer que I'hypothese K compact est nécessaire, en considérant la fonction :
foo 400 — [1;+400]
x — T+ —
x
2. Montrer que, si f admet un point fixe, alors celui-ci est unique.

3. Montrer que f admet un point fixe.

4. On considere zy € K et la suite (u,),en definie par :

Ug = X
Vn € N7 Up+1 = f(un>
Pour tout N € N, on pose :

Uv={u,|n>=N} et A= () Uy.

NeN

(a) Montrer que f(A) = A.
(b) Montrer que A est ’ensemble des points fixes de f. Conclure.

1.6.89 | TPE/EIVP MP 2012

1. Soit N4 : R[X] — R, telle que P+ sup|P(z)].

€A
A quelle condition sur A, 'application N4 est-elle une norme ?
2. Soit A et B deux parties de R telles que N4 et N soient des normes.
Comparer N4 et Np.

ENS MP 2023

Montrer que Uintervalle |0 ; 1[ n’est pas réunion disjointe de fermés d’intérieur non vide.
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X MP 2017

Soit w = (wy;...;wy,) dans R™ et G, le groupe défini par G, = wR 4+ 27Z". On suppose
que les w; sont liés dans Q. Montrer que G, n’est pas dense dans R™.
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