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Introduction

Ce document est un recueil de questions d’oraux de mathématiques des concours d’entrée
aux ENS (Ecoles normales supérieures) et a de grandes écoles d’ingénieurs frangaises. 11
rassemble notamment des questions provenant de :

ENS (Ulm (Paris), Lyon, Paris-Saclay, Rennes)

X (Ecole Polytechnique (Paris))

Centrale

Centrale-Supélec

Mines

Mines-Ponts

Mines-Télécom

ENTPE (Ecole Nationale des Travaux Publics de 1'Etat)

EIVP (Ecole des Ingénieurs de la Ville de Paris)

ENSEA (Ecole Nationale Supérieure de 'Electronique et de ses Applications)
ENSIIE (Ecole Nationale Supérieure d’Informatique pour 'Industrie et I’Entreprise)
ENSAM (Ecole Nationale Supérieure d’Arts et Métiers)

CCINP (anciennement CCP) : Concours Commun INP (Instituts Nationaux Poly-
techniques)

La majorité des questions provient du site BEOS (Base d’épreuves orales scientifiques
de concours aux grandes écoles) ainsi que de vidéos disponibles en ligne. Je remercie
chaleureusement tous les internautes dont les contributions ont permis la réalisation de
ce document.

Les exercices sont numérotés et, dans la mesure du possible, chaque énoncé est précédé
du nom de Iécole, de la filiere (par exemple MP, PC, PSI, etc.) ainsi que de "année du
concours. Aucune des questions présentées dans ce document ne requiert la maitrise du
langage de programmation Python ni d’'un quelconque autre logiciel.

Une grande partie des exercices est issue des concours de mathématiques du CCINP
(anciennement CCP) destinés aux étudiants de classes préparatoires scientifiques et visant
I’admission dans les écoles d’ingénieurs du groupe INP.

Les questions ne se sont classées ni par école, ni par filiere, ni par année, ni par niveau de

difficulté!

Certaines questions comportaient un temps de préparation, tandis que d’autres devaient
étre traitées immédiatement.

Presque toutes les questions devaient étre résolues sans recours a une calculatrice, a un
formulaire ou & un dictionnaire.

En regle générale, les exercices les plus exigeants proviennent des concours des ENS (en
particulier celui de Ulm) et de I’Ecole Polytechnique, notamment pour la filiere MP.
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ensemble vide

ensemble des nombres naturels

ensemble des nombres naturels non nuls
ensemble des entiers relatifs

ensemble des entiers relatifs non nuls
ensemble des entiers relatifs négatifs
ensemble des nombres rationnels
ensemble des nombres rationnels non nuls
ensemble des nombres réels

R U {—00, 400}

ensemble des nombres réels non nuls
ensemble des nombres réels positifs
ensemble des nombres réels strictement positifs
ensemble des nombres réels négatifs
ensemble des nombres complexes
ensemble des nombres complexes non nuls

ensemble des nombres complexes de module 1
ensemble des racines n®™° de 'unité

ensemble des nombres entiers k avec a < k < b (a, b entiers)

le nombre complexe solution de I'équation 2% = —1,
d’affixe (0, 1) dans un repere orthonormé direct
nombre d’Euler

2mi

e 3
plus petit commun multiple de aq,...,a,
plus grand commun diviseur de aq,...,a,

le plus grand commun diviseur de a et b
a divise b

n!

El(n—k)!
somme des diviseurs de n

(coefficient binomial)

cardinal de I’ensemble F
cardinal de I’ensemble F
ensemble des parties de E

partie entiere de x
partie fractionnaire de x
signe de z

corps commutatif

ensemble des éléments non nuls de K
ensemble des polynomes a coefficients dans K
degré du polynome P



| | ensemble des polynémes en X, ..., X,, a coefficients dans K
| | ensemble des polynomes a coefficients dans Z
(P) | contenu du polynéme P € Z[X]
) | corps des fractions de K[X]
[X] | ensemble des polynomes a coefficients dans K de degré au plus n
K_,[X] | ensemble des polynémes de K[X] de degré égal a n
K<, [X] | ensemble des polynémes de K[X| de degré inférieur a n

a=b modn | aetbcongrus modulo n
T | classe de l'entier z modulo n
Z/nZ | anneau des entiers modulo n
(Z/nZ)* | ensemble des inversibles de Z/nZ
F, | corps des entiers modulo p (p premier)
[~ | ensemble des éléments non nuls de F,

Nil(A) | ensemble des éléments nilpotents de 'anneau A

Aut(G) | ensemble des automorphismes de G
Sy, | groupe symétrique de [1,n]
A, | groupe alterné de degré n
o) | signature de la permutation o
B | A isomorphe & B

Dy | ensemble de définition de f
Zy | ensemble des zéros de f
Gy | graphe de f
f ~g | f équivalent a g
o(g(z)) | f(z) négligeable devant g(z)
f(z) =O(g(x)) | f(z) ne croit pas plus vite que g(x)

Vf | gradient de f

Af | Laplacien de f

Hy | matrice hessienne de f
J¢(z) | jacobienne de f en x

X« | polynome caractéristique de u
7, | polyndme minimal de u
(u) | noyau de u
(u) | image de u
rang(u) | rang de u
det(u) | déterminant de u
|A| | déterminant de la matrice A
) | permanent de la matrice A
[€1,...,2,) | produit mixte de zq,...,z,
) | comatrice de A
A ® B | produit tensoriel de A et B
C(u) | commutant de u
) | bicommutant de u
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cond(A)
(2,y)
TAY
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trace de u

spectre de u

spectre de u sur K

espace vectoriel engendré par le vecteur v

espace vectoriel engendré par les éléments de S
espace vectoriel engendré par les éléments de S sur A
orthogonal de I’ensemble S

dimension de 'espace vectoriel

dimension du K-espace vectoriel F

somme directe de G et H
somme directe orthogonale de G et H

ensemble des endomorphismes de E
groupe linéaire général de 'espace vectoriel £
dual (algébrique) de £

ensemble des applications linéaires de E vers F
ensemble des matrices n x n a coefficients dans K
ensemble des matrices n x n a coefficients dans Z
ensemble des matrices m x n a coefficients dans K
ensemble des matrices inversibles de M, (K)
ensemble des matrices inversibles de M, (Z
noyau du morphisme de groupes det : GL

)
(K) - K*
noyau du morphisme de groupes det : GL,(

n
n(Z) — Z*
adjoint de f

application identité

matrice identité de taille n

matrice de f relativement aux bases B et B’

matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont Aq, ...

transposée de la matrice A

norme subordonnée (& la norme ||-||) de A
conditionnement de la matrice A

produit scalaire de x et y

produit vectoriel de x et y (x,y € R?)

ensemble des matrices symétriques de M, (R)

ensemble des matrices positives (semi-définies positives) de M, (R)

ensemble des matrices définies positives de M, (R)
ensemble des matrices orthogonales de M, (R)
noyau du morphisme de groupes det : O,(R) — {—1,1}
ensemble des matrices antisymétriques de M,,(R)
ensemble des isométries de E

ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

ensemble des suites bornées
ensemble des suites sommables pour la norme ||-||,
norme infinie



cot
arccos
arcsin
arctan
arccot

cosh
sinh
tanh
arcosh
arsinh
artanh

A
A
conv(A)
diam(A)
dist(A, B)

P(E)

p-norme
boule ouverte de centre x et de rayon R
boule fermée de centre = et de rayon R
sphere de centre = et de rayon R

ensemble des nombres premiers

valuation p-adique de n (p € P)

valeur absolue p-adique

distance p-adique entre z et y

complété du corps Q pour la distance p-adique

ensemble des fonctions f de E vers F

restriction de la fonction f a A (A C E)

fonction indicatrice de E

ensemble des fonctions continues sur £ a valeurs réelles
ensemble des fonctions continues sur £ a valeurs dans F'
ensemble des fonctions de classe C* sur E & valeurs dans F'
ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur F,

a valeurs dans F

ensemble des fonctions différentiables sur E a valeurs dans F’

ensemble des fonctions réelles Lebesgue-intégrables sur F
ensemble des fonctions réelles de carré Lebesgue-intégrable sur
ensemble des fonctions réelles bornées et Lebesgue-mesurables sur

cosinus

sinus
tangente
cotangente
arccosinus
arcsinus
arctangente
arccotangente

cosinus hyperbolique

sinus hyperbolique

tangente hyperbolique

argument cosinus hyperbolique
argument sinus hyperbolique
argument tangente hyperbolique

adhérence de ’ensemble A
intérieur de I'ensemble A
enveloppe convexe de ’ensemble A
diametre de I’ensemble A

distance entre A et B

probabilité de I’évenement E



probabilité conditionnelle de E sachant F
complémentaire de I’événement E
espérance de la variable aléatoire X
variance de la variable aléatoire X
covariance des variables aléatoires X et Y
fonction génératrice des probabilités de X

loi de Bernoulli de parametre p

loi binomiale de parameétres n, p
loi géométrique de parametre p

loi de Poisson de parametre A

la variable aléatoire X suit la loi £



1 Arithmétique et algebre

X-ENS
Soit P,@, R € C[X] et n > 3 un entier. On suppose P" + Q" = R".
Montrer que P, (Q, R sont égaux, a une constante multiplicative pres.

Mines MP 2019

Pour tout (z,y) € Z?%, on pose z xy = x + (—1)%y. Montrer que (Z,*) est un groupe.

X-BNS

Déterminer tous les morphismes de groupes de (R, +) dans GL,,(C) qui sont continus.

X-ENS

Soit n € N*. Une permutation o € S,, est un dérangement si et seulement si o n’a pas
de point fixe. Y-a-t-il plus de dérangements pairs ou impairs ?

BN MP

Trouver tous les groupes finis tels que 'identité soit le seul automorphisme.

I1.1.6 | Mines-Ponts MP 2021

Montrer que 2021 a un multiple dont tous les chiffres en base 10 sont égaux a 1.

CCP MP

Soit I un idéal d’un anneau commutatif A.

On note I = {x € A|3In € N*, 2" € I} le radical de I.

1. Montrer que v/0 = {z € A| In € N*, 2" = 0} est un idéal de A.
2. Montrer que v/T est un idéal et qu’il contient 1.
3. Soit I et J deux idéaux de A. Montrer que

() IcJ = VIcVJ

(b) VINJT =VINVJ

4. Montrer que \/\/7 = 1.

X PC 2020

Trouver les polynémes P appartenant Z[X] tels que, pour tout n € Z, P(n) est premier.

I1.1.9| Mines-Ponts

Soit n > 2 un entier.

1. Déterminer un groupe multiplicatif de M, (C) qui n’est pas un sous-groupe
de GL,(C).

2. Soit G un groupe multiplicatif de M,,(C) qui n’est pas un sous-groupe de G'L,,(C).
Montrer que tous les éléments de G ont le méme rang.
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Mines-Ponts
On pose Zl[i| = {a + bi | (a,b) € Z*}.
Montrer que Zli] est un anneau. Quels sont les éléments inversibles ?

I1.1.11 | Mines-Ponts

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).

Mines
Soit G un sous-groupe fini de GL,(C) tel que GN SL,(C) ={I,}.
Montrer que G est cyclique.

I1.1.13 | Mines-Ponts MP 2021

Quel est le chiffre des unités de 20222022°%** 7

[1L.1.14] x

Soit n > 2 un nombre naturel. Montrer que les deux affirmations suivantes sont équi-
valentes :

i) n est premier;
ii) (n—1)!'= -1 mod n.

X-ENS

Soit n € N*. Montrer qu’il existe V,, € N tel que tout sous-groupe fini de G L, (Z) est
de cardinal inférieur ou égal a N,,.

X-ENS

Soit V' un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie et G un sous-groupe fini
de GL(V). On note V¢ = {z € V | Vg € G, g(x) = z}. Montrer que

1

Card(G) Z Tr(g) = dim(VG)- (formule de Burnside)

geG

ENS Ulm

Soit € R*%. On appelle spectre de x, noté spec(z), la suite réelle (u,(z))nen+ dont le
terme général est défini par w, = |nz| (partie entiere de nz). Si x € Ry \ Q, on dit
que la suite (u,(2))nen+ est une suite de Beatty.

Démontrer le théoréme de Beatty :

Soit a et b deux nombres réels supérieurs a 1. Les deux affirmations suivantes sont
équivalentes :

i) Les ensembles A = {u,(a) | n € N*} et B = {u,(b) | n € N*} forment une
partition de N*.

1 1
i) —+ 5= 1 et a,b sont irrationnels.
a




X-ENS

Un nombre complexe z € C est transcendant si et seulement s’il n’est racine d’aucun
polynéme non nul de Q[X].
1. Soit a € R annulé par un polynome irréductible P € Z[X] de degré d > 1.
Soit (pn)ns0 € ZN et (gn)ns0 € (N*)N telles que lim Do _ a,

—+oo g,

avec 22 # a.
dn

Montrer le critére de Liouville :

1
2. Montrer que le nombre Z 1o est transcendant.
n=1

I1.1.19| Mines-Ponts MP

Soit (G, -) un groupe abélien d’élément neutre e. On suppose qu'il existe n € N* tel
que, pour tout z € G, =" = e.

1. On suppose n = ab avec a A b= 1.
On pose G, = {z2° |z € G} et G, = {2* | x € G}.
Montrer que G, est un sous-groupe de G.
Montrer que pour tout x € G, il existe un unique couple (u,v) € G, X G, tel
que T = uv.

2. On suppose n impair.

(a) Montrer que l'application ®; : z + z?

préciser sa réciproque.

(b) Soit k € N* tel que k An = 1.
Montrer que l'application &, : * — =
préciser sa réciproque.

est un automorphisme de G et

¥ est un automorphisme de G et

ENS

Soit n € N* et G un sous-groupe fini de GL,(C). On suppose que »  Tr(M) = 0.
MeG
Montrer que Z M = 0.
MeG

I1.1.21 | Mines-Ponts MP 2023

1. Soit a et n deux nombres naturels avec a > 2 et n > 2. On suppose que a™ — 1
est premier. Montrer que a = 2 et que n est premier.

2. Soit p un nombre premier impair et d un diviseur de 2P — 1.
Montrer que d =1 mod 2p.




X-BNS

Soit f un morphisme de (ZY, +) vers (Z, +) tel que, pour tout k € N, f(e,) = 0, ol ey,
est la suite définie par ey(n) = d,,. Montrer que f = 0.

I1.1.23 | Mines-Ponts MP 2022

Soit n > 2 un entier. On veut montrer que n ne divise pas 2" — 1. Par ’absurde, on
suppose que n divise 2" — 1. Soit p un diviseur premier de n.

1. Montrer que 2 est inversible modulo p. On note k 'ordre de 2 modulo p.
Montrer que k | n et que k | p — 1.

2. Conclure.

X-ENS

Pour tout n € N, soit d, le nombre de couples (a,b) € [1,n]? tels que a et b soient
premiers entre eux. Soit pu: N* — C la fonction de Mebius définie par :

1 sin=1

p(n) =<9 (=1)" si n=p;---p, (p1,...,p, premiers distincts)
0 si n est divisible par un carré parfait différent de 1

n 2
1. Montrer que d,, = > p(d) {ZJ :
d=1

d, 6
2. En déduire que 1_131OO 2= 2

X-ENS

Soit n > 2 un entier et K un corps, |K| > 3. Démontrer que D(GL,(K)) = SL,(K),
ou D(GL,(K)) = (ABA™'B™!' | A, B € GL,(K)). (Lensemble D(GL,(K)) est appelé
le groupe dérivé de GL,(K).)

I1.1.26 | Mines-Ponts

1. Le polynéme X* 4+ 4 est-il irréductible sur Q?

2. En déduire les entiers n tels que n* 4 4 est premier.

ENS Ulm

Pour toute permutation o de S,, on note £(0) la signature de o et inv(o) le nombre
d’invariants de o. Calculer :

Z 5(‘7)

ocs, inv(o) +1

X-ENS

Trouver tous les morphismes de (Q, +) dans (Q*,-).
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I1.1.29| X-ENS

Soit p > 3 premier et ¢ : GL,(Z) — GL,(Z/pZ) la réduction canonique. Soit G un
sous-groupe fini de GL,(Z). Montrer que ¢|s est injective.

I1.1.30| X-ENS

Soit G un groupe fini. On suppose que pour tous z,y appartenant a G \ {e}, il existe
7 € Aut(G) tel que 7(x) = y. Le groupe G est-il abélien ?

I1.1.31| x PC 2019

Soit m,n des entiers positifs. Déterminer un polynome unitaire de degré maximal
divisant X™ — 1 et X" — 1.

11.1.32 | X MP 2021
Pour n € N*, on note C,, = {(z,y) € Q** | 22 + y* = n}.
1. Montrer que C est non vide.
2. Montrer que C7 est vide.
3. Soit n € N*. On suppose C,, non vide. Montrer que C,, est infini.

I11.1.33 | X MP 2021

1 n
Résoudre I'équation —+ — =
a

P> d’inconnue (a, b, n) € N*3,

I11.1.34| ccp MmP

On note p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére dans Z la relation
d’équivalence R définie par :

xRy PN dk € Z tel que x —y = kp.
On note Z/pZ I'ensemble des classes d’équivalence pour cette relation R.
1. Quelle est la classe d’équivalence de 07 Quelle est celle de p?

2. Donner soigneusement la définition de I'addition usuelle et de la multiplication
usuelle dans Z/pZ. On justifiera que ces définitions sont cohérentes.

3. On admet que, muni de ces opérations, Z/pZ est un anneau.
Démontrer que Z/pZ est un corps si et seulement si p est premier.
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CoP MP 2025

1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors pAab=1.

2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que pour tout k € [1,p — 1], p divise (i) k!.

En déduire que p divise <£>

(b) Prouver que :
VneN, nP=n modp.

Indication : procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que :

p ne divise pasn = n” ' =1 mod p.

cop wp

1. Enoncer le théoréeme de Bézout dans Z.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit ¢ € N. Prouver que :
alcetb|c < ab]ec.

3. On considere le systeme (.5) :

r=6 mod 17
=4 mod 15

dans lequel I'inconnue x appartient a Z.

(a) Déterminer une solution particuliere zy de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systeme (5).

X P 2021
Pour o € S,,, on pose A(c) = o(1)o(2) + 0(2)0(3) +--- + a(n — 1)o(n).
Déterminer le maximum de A.

X ESPCI

Soit ¢ > 2 un entier fixé.

1. Soit d et n deux naturels non nuls. Montrer que, si d divise n, alors ¢¢ — 1
divise ¢" — 1.

2. La réciproque est-elle vraie ?

I1.1.39| x
Soit p premier et C, = {z € C| In € N, z¢" = 1}.
Montrer que C), est un sous-groupe de (C*,-) et en déterminer les sous-groupes.
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Centrale PC

Pour tout n € N, on note (f) ou H, le polynome
On pose A: P e R[X]— P(X +1)— P(X) € RIX].
1. On dit qu'un polynéme P stabilise Z si, pour tout k € Z, P(k) € Z. Montrer
que, pour tout n € N, H,, stabilise Z.
2. Déterminer Ker(A) et calculer A(H,,) pour tout n € N.

3. Soit P € R,[X] stabilisant Z. Montrer qu’il existe (cg,...,c,) € Z""! tel que
P:CoH0+"'+Can.

X(X-1)-(X—n+1)
n! :

ENS MP/MPI

Soit G un groupe fini. Si X et Y sont des parties non vides de G, alors on pose
Xt={o'|zeX}et XY = {2y | (r,y) € X X Y}. Dans la suite, X désigne une
partie non vide de G.

1. On suppose que | X X| < 2|X|. Montrer que XX ' = X1 X.

2. On suppose que [ XX | < 3|X|. Montrer que X 'X est un sous-groupe de G.

X BSPOI

On veut montrer que, pour tout n € N*, il existe m € N* et (e1,...,6,) € {—1,1}"
m

tel que n = Z eik?.
k=1

1. Prouver la propriété pour tout n € {1,2,3}.
2. Développer les polynéomes (X +3)? — (X +1)% et (X +4)% — (X +2)? et conclure.

I1.1.43 | ENS MP MPI

Soit n € N* et une transposition (ab) telle que 1 < a <b < n.

1. Soit n € N*. Montrer que la transposition (12) et le cycle ¢ = (12---n) en-
gendrent le groupe symétrique .S,,.

2. Montrer que la transposition 7 = (13) et le cycle ¢ = (1234) n’engendrent pas le
groupe symétrique Sy. (On pourra s’intéresser a la parité de 7(i) —i et de c(i) —1i
pour tout i € [1,4].)

3. Montrer que la transposition (ab) et le cycle ¢ = (12---n) engendrent S, si, et
seulement si, b — a et n sont premiers entre eux.

I1.1.44 | Mines-Ponts MP MPI

Déterminer tous les couples (m,n) € N? tels que 3™ = 8 + n?,

X-ENS

Calculer le nombre d’involutions du groupe S,,.

X MP 2019

Quels sont les idéaux maximaux de 'anneau C([0, 1]) des fonctions réelles définies et
continues sur [0, 1] qui sont strictement inclus dans C([0, 1]) ?

13




X MP 2019

1. Pour n un nombre premier, montrer que :
n|1m 2 e (=) L
2. Trouver tous les nombres entiers n > 1 tels que :

n|1"4+2"+---+(n—1)"

I1.1.48 | Mines-Télécom MP 2022

1. Le groupe (Z/10Z)* est-il cyclique ?
2. Le groupe (Z/127Z)* est-il cyclique ?

3. Soit des entiers p > 2 et ¢ > 2 premiers entre eux. Montrer que :

Z|pgZ = 7./pZ x Z]qZ.

I1.1.49| Mines-Télécom MP 2022

Soit f : R — R un morphisme de corps.

—_

. Déterminer f sur Z puis sur Q.
2. Montrer que f(Ry) C R,.

3. Etudier la monotonie de f.
4

. Déterminer entierement f.

I1.1.50 | Mines-Télécom MP 2018

Résoudre dans Z/117Z le systéme suivant :

r+y=4
xy =10

I1.1.51 | Mines-Télécom MP 2016

Soit E l'ensemble des matrices réelles de la forme (_ab 2)

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M(R) et donner sa dimension.

2. Montrer que FE est un sous-anneau de My(R). Est-ce un corps?

I1.1.52 | Mines-Télécom MP 2022

Pour un anneau A, on dit qu’un idéal I de A est premier si et seulement si :
V(z,y) € A%, zyel — xzclouycl.

Soit A un anneau commutatif dont tous les idéaux sont premiers. Montrer que A est
un anneau integre, puis que A est un corps.
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CCINP MP

Soit (A, +, ) un anneau commutatif.

1. (a) Rappeler la définition d'un anneau.
(b) Rappeler la définition d’un idéal.

. Soit I un idéal de A. Montrer que si 14 € I, alors I = A.

wW N

. Soit x € A. On pose I, = {a-x | a € A}. Montrer que I, est un idéal de A.

W

. On suppose que A n’est pas 'anneau nul. Démontrer :

A est un corps <= Les seuls idéaux de A sont {04} et A.

I1.1.54 | Mines-Ponts MP 2021

Soit G un groupe fini. On suppose que tous les éléments de G sont d’ordre au plus 2.
Que peut-on dire du cardinal de G 7

I1.1.55 | Mines-Ponts MP 2024

Montrer que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

I1.1.56 | Mines-Télécom MP 2024
Soit anneau A = (R®, +,-) et, pour tout x € R, I, = {f € A| f(z) = 0}.
1. Montrer que I, est un idéal.

2. Montrer que si x1 # x9, alors A = I, + [,,,.

I1.1.57 | Mines-Ponts MP 2018

Déterminer le plus petit entier n pour lequel il existe un groupe G de cardinal n non
abélien.

I1.1.58 | Mines-Télécom MPI 2024

Résoudre 'équation 2? + x + 1 = 0 dans Z/7Z et Z/6Z.

I1.1.59 | Mines-Ponts MP 2019

Soit a € [1,p — 1] avec p premier.
1. Montrer qu’il existe un unique b € [1,p — 1] tel que ab =1 mod p.

2. Quels sont les a tels que a = b7

11.1.60 | TPE/EIVP MP 2017

1. Soit p un nombre premier. Résoudre I’équation x? = T dans Z/pZ, puis montrer
que (p— 1) = -1 mod p.

2. Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de (n — 1)! par n.
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I1.1.61 Centrale-Supélec 2017

Soit p un nombre premier. On note :
« F,=7Z/pZ,
o I3 le groupe des inversibles de Z/pZ,

. F;QZ{?|x¢pZ}.

L o 2rxi 2myi
1. Montrer que siz =7, alorse » =e» .
On notera 7(a) = »_ ak®,
keF,

2. Montrer que si a € F;?, alors 7(a) = 7(1).
3. Montrer que si b € F \ F3?, alors 7(b) + 7(1) = 0.

I11.1.62 | TPE/EIVP MP 2017

Résoudre dans Z/143Z P'équation x? — 3z + 2 = 0.

I11.1.63 Centrale-Supélec MP 2019

On dit qu’'un anneau A est régulier si, pour tout x appartenant a A, il existe un u
appartenant a A tel que ruxr = x.
1. (a) L’anneau (Z,+, ) est-il régulier ?
(b) Un corps est-il un anneau régulier 7
(c) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que (L(E), +,0) est
un anneau régulier.

2. Soit A la matrice de M, (R) ayant ses coefficients a;;.; égaux a 1, les autres
coefficients étant nuls. Exhiber U tel que AUA = A.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (Z/nZ, +, -) soit un anneau
régulier.

I1.1.64 Centrale-Supélec MP 2022

Soit A un anneau commutatif. On dit qu’un idéal I de A est de type fini s’il est engendré
par un nombre fini d’éléments, c’est-a-dire :

p
El)\l,...7ApE],VJIGI,E'CH,...,GP€A7 ZE:Z)\ZCLZ
i=1

On écrit aussi I = Vecta({A1,...,A,}). On dit qu'un anneau est noethérien si tous ses
idéaux sont de type fini.

1. Montrer que (Z,+,-) et (K[X], +, ) sont noethériens.

2. Montrer que l'anneau (A,+,-) est noethérien si et seulement si toute suite
d’idéaux croissante pour 'inclusion est stationnaire a partir d’'un certain rang.

I1.1.65 | Mines-Ponts MPI 2025

Soit p un nombre premier et g = (p* — p)(p* — 1).
1. Calculer le cardinal de GLy(Z/pZ).
2. Montrer que pour tout A € My(Z/pZ), AT? = A2
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I1.1.66 | Mines-Ponts MP 2023

Soit G’ un groupe abélien d’ordre pgq, ou p et ¢ sont deux premiers distincts.
1. Montrer que G est cyclique.

2. Montrer I'importance de la commutativité.

I1.1.67 | Mines-Ponts MP

Soit K un corps (commutatif) fini de cardinal g.
On considere le groupe quotient GL,(K)/SL, (K).

1. Montrer que GL,(K)/SL,(K) est isomorphe a K*.
On pourra utiliser I’application déterminant.

2. Déterminer le cardinal de GL,,(K)/SL, (K).
3. Déterminer les cardinaux de GL,(K) et de SL,(K).

4. Soit L un autre corps (commutatif) tel que SL,(K) et SL, (L) soient isomorphes.
Que peut-on dire de K et L 7

I1.1.68 | Mines-Télécom MP 2018

Montrer qu’il existe un nombre infini de nombres premiers congrus a —1 modulo 4.

I1.1.69| Mines-Ponts MP

Soit G’ un groupe cyclique de cardinal n, d’élément neutre e.
1. Montrer que pour tout a € G, a™ = e.
2. Soit H un sous-groupe de G.

(a) Montrer que H est cyclique.
(b) Montrer que le cardinal de H divise le cardinal de G.

3. Montrer que n = Z (d), ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
dn

I1.1.70 | Mines-Ponts MP 2017

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie supérieure ou égale a 1, f un endomor-
phisme de F et P son polynéome minimal. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur P pour que K[f] soit un corps.

I1.1.71 | Mines-Télécom MP 2021

1. Résoudre I'équation 2 = x dans Z/pZ, p premier.

2. Résoudre I'équation 2% = z dans Z/347Z.

ENS MP 2019

Soit G' un groupe. Est-il vrai que :

G est fini <= L’ensemble des sous-groupes de G est fini?
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I1.1.73 Centrale-Supélec MP 2019

On note F, = Z/pZ avec p premier et impair, et C = {z* | x € F}.
1. (a) Que dire de la structure algébrique de F}, et de C?
(b) Expliciter C pour p = 11.

2. Soit P un polynome de degré strictement inférieur a d et a coefficients entiers,
avec d € N*. Soit aq,...,aq € Z tels que

Vi e [1,d], p| P(a;) avec les a; distincts modulo p.

Montrer que, pour tout n € N, p | P(n).
3. Montrer que C = {:c elF, |z b= 1}

GOINP PG 2014

Soit a € R et f une fonction de R dans R.
1. Montrer que 'ensemble aZ = {an | n € Z} est un sous-groupe de R.

2. Montrer que I'ensemble des périodes de f est un sous-groupe de R.

X MP 2019

1. Montrer que Z

[iv3] C Z[j], on j = e
2. Montrer que Z[j] est un sous-anneau de C.
3. Montrer que Z[iv/3] n’est pas factoriel.

4. Montrer que Z[j] est euclidien.

I1.1.76 Centrale-Supélec MP 2025

Soit un entier n > 2 et K un sous-corps de C.

1. (a) Enoncer le théoreme de la division euclidienne dans K[X].
(b) Soit P € K[X] et a € K. Donner le reste de la division euclidienne de P
par (z — a)?.
(c) En déduire une caractérisation des racines de P.
2. Posons T,, = X" — X + (—1)". Quel est le nombre de racines de T,, dans Q,R,C?

ENS 2023

Montrer que SLy(Z) est un groupe, engendré par S = <(1J _01> et T = ((1) 1)

Mines 2023

Onnote K=Q+v2Q+v3Q+ vV6Q.
Montrer que K est un Q-espace vectoriel dont {1,v/2,/3,v/6} est une base, puis que
K est un sous-corps de R.
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Centrale 2022

Soit (A, +,-) un anneau.
1. (a) Montrer que I'unique morphisme d’anneaux Z — A est donné par :

f 7z — A
k’i—>k‘1A

(b) Montrer qu’il existe un unique x4 € N tel que Ker(fa) = raZ. (Le
nombre k4 est appelé la caractéristique de 'anneau A.)
2. (a) Montrer que si A est un corps, alors k4 = 0 ou k4 est un nombre premier.
(b) Montrer que si A est un corps fini, alors k4 # 0.
3. (a) On suppose que A est un corps fini de cardinal p™ avec n > 1 et p premier.
Montrer que I'application F': x — xP est un automorphisme de corps de A.
(b) Déterminer 'ordre de F' dans le groupe des automorphismes de A.

Centrale 2024

1. (a) Enoncer le théoréme de Gauss dans Z, ainsi que le petit théoréme de Fermat.

(b) Rappeler la définition d’un idéal d'un anneau commutatif. Montrer que pour
tout a € Z, I'ensemble aZ[X] est un idéal de Z[X].

(c) Soit R un anneau commutatif et p € Z. Montrer que pR = {pr | r € R} est
un idéal de R, puis montrer que pour tous z,y € R, (z+y)? — (2P +y”) € pR.

2. Soit p un nombre premier.
(a) Soit n € N*, R un anneau commutatif et / un idéal de R. On se donne

A, B € M,(R) et on suppose que tous les coefficients de B appartiennent
a I. Montrer que det(A + B) —det(A) € 1.

(b) Soit P € Z[X]. Montrer que P(X?) — (P(X))? € pZ[X].
(c) Soit M € M, (Z). Montrer que Tr(M?) = Tr(M) mod p.

I1.1.81 | Mines 2023
Soit A € M,(Z). Pour z = (x1,...,x,) € Z™, on note T'(z) = pged(xy, ..., x,).
Montrer ’équivalence entre les assertions suivantes :

i) det(A) € {—1,1}
ii) Vo € Z", T(Ax) = T(z)

I1.1.82 | Mines 2024

Soit G et G’ deux groupes, et f : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer que f
est surjectif si, et seulement si, 'image par f de toute partie génératrice de G est G'.

X 2022

On pose G = SO3(R) et on considére un sous-groupe H de G tel que :
Vge G,Yhe H, ghg™' e H.

Montrer que H = {I3} ou H = G.
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ENS 2022

On considere le groupe :

G—{(g _045> ‘(a,ﬂ)e@z et \oz\z—l—]ﬁ\Q—l}.

Si B est un sous-groupe de G, on définit C(B) = {g~'Bg | g € G}. Montrer qu'il existe
un unique sous-groupe non trivial H de G tel que C(H) = H.

ENS 2023

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On considére deux vecteurs vy, v,
non colinéaires de R?, on pose L = v,Z + v57Z, et on note vol(L) = |det (v, va)|.

1. Soit B une boule d’aire strictement supérieure a vol(L). Montrer qu’il existe
r,y € Btelsquex —y € L.

2. Montrer que :

I(L
Ves 030 L, <201+ e)y T

3. Soit p un nombre premier tel que p = 1 mod 4. Montrer que —1 est un carré
modulo p.

4. Montrer que p est somme de deux carrés.

I1.1.86 | Mines-Ponts MP 2024

1. Soit (G, ) un groupe et (H,*) un sous-groupe de G. Déterminer le plus petit
sous-groupe de GG contenant le complémentaire de H.

2. On suppose G fini. Soit S un sous-ensemble de G. Montrer que (S,*) est un
sous-groupe de G si et seulement si S est stable pour la loi *.

CCINP MP 2022

On considere un groupe (G, -) cyclique d’ordre n, engendré par a. On fixe r € N* et on
pose f:x € G+ z". Soit encore d = pged(r,n).

—_

. Montrer que f est un morphisme de groupes.

2. Déterminer le noyau de f.

3. Montrer que I'image de f est le sous-groupe de G engendré par a?.
4

. Soit g € G. Déterminer le nombre de solutions de ’équation y = z".

I1.1.88 | Mines-Ponts MP 2022

Soit G un sous-groupe de GL,(K) tel que, pour tout M € G, M? = I,,.
1. Montrer que G est abélien.
2. Montrer que |G| < 2™

3. Soit (n,p) € N* x N*. Montrer que les deux groupes GL,(K) et GL,(K) sont
isomorphes si et seulement si n = p.
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ENS MP 2022

Soit p = @, ... @'’ un nombre premier (écriture en base 10).

On pose P = a, X" + - - - + ag. Montrer que P est irréductible dans Z[X].

I1.1.90 | Mines-Ponts MP 2021

Soit A et B dans M, (R) avec :

0 1 0 0 0 0 0 1
1 O 0 0 1 0 0 0
A=|0 0 1 . et B=|0 1 0 0
: . 0 : STl el
0O ««+ -« 0 1 O --- 0 1 0

1. Déterminer le sous-groupe engendré par A et B.

2. Que dire des éléments qui commutent avec A et B 7

I1.1.91 | Mines-Ponts MP 2021

Une application p d’un ensemble E dans E est dite idempotente si pop = p.
1. (a) Montrer que si p est injective et idempotente, alors p = Idg.
(b) Montrer que si p est surjective et idempotente, alors p = Idg.
(c) Construire une application idempotente p différente de 'identité pour 1’en-
semble F = {a,b}.
2. Montrer que p est idempotente si et seulement si, pour tout x € P(E), p(z) = z.

3. Donner les trois applications idempotentes pour E = {a, b}, et les dix applications
idempotentes pour E = {a,b, c}.

I1.1.92| Centrale-Supélec MP 2021

Soit A une R-algebre commutative inteégre de dimension finie n > 2.

1. Soit a € A\ {0}. Montrer que f : x — ax est un automorphisme. En déduire
que a est inversible.

2. Soit a € A\ R. Montrer que {1,a} est libre et que {1,a,a?} est liée.

3. Montrer 'existence de i € A tel que i> = —1, puis que A est isomorphe a C.

11.1.93 | X ESPCI 2016
Soit n = 10101010 - - - 101 tel qu’il y a 2016 fois le chiffre 0.
Montrer que n n’est pas un nombre premier.

I1.1.94 | Mines-Télécom MP 2019

1. Soit n € N* tel que n A 10 = 1. Montrer que n* =1 mod 10.
2. On suppose a A 10 = 1 et k € N. Montrer que a*'% =1 mod 10%*.
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I11.1.95 Centrale-Supélec MP 2019

Soit G un sous-groupe de (C*,-) et (g1, g2) € G x G. On suppose que pour tout g € G,
il existe un voisinage V de g tel que G NV = {g}. Soit G; le sous-groupe engendré
par g; et G les sous-groupe engendré par g; et gs.

1. Décrire les éléments de G;.

2. Décrire les éléments de (Gs.

3. Soit K une partie compacte de C*. Montrer que G N K est fini.
4

. Montrer que U N G est monogene.

I1.1.96 | Mines-Ponts MP 2015

Pour n entier naturel non nul, on note S(n) la somme de ses diviseurs positifs.
Montrer que S(n) < n+ nln(n).

CCINP MP 2016

Soit (A, +,-) un anneau d’élément unité 1.

1. Soit (a,b) € A% Supposons que 1 — ab soit inversible dans A. Montrer que 1 — ba
est inversible dans A et préciser son inverse.

2. Soit a un élément de a tel qu’il existe un entier naturel non nul n tel que a™ = 0.

(a) Montrer que 1 — a est inversible et préciser son inverse.

(b) En déduire que b = 1+ 2a + -+ + na™ ! est inversible dans A et préciser
son inverse.

3. Soit (a,b) € A? tel que ab est nilpotent. Montrer que ba est nilpotent.

4. On suppose A commutatif. On note Nil(A) 'ensemble des éléments nilpotents de
A. Montrer que Nil(A) est un idéal de A.

NS MP 2013

Soit (A, x) un magma associatif. Démontrer la proposition suivante généralement ad-
mise : pour tout n € N* tout n-uplet (aq,...,a,) d’éléments de A et tout paren-
thésage « admissible » de la multiplication a; X --- X a, (par exemple, pour n = 4,
(a1 X az) X (az X ayq), a; X (az X (ag X a4)), (a1 X (ag X az)) x a4 sont des parenthésages
admissibles), le résultat de la multiplication est le méme.

I1.1.99 | Mines-Ponts MP 2016

1. Soit n > 1 entier. Montrer que si 2" 4+ 1 est premier, alors il existe p € N tel
que n = 2P,

2. Pour tout p € N, on pose f, = 22" + 1. Montrer que :
Vp,a €N, p#q = fNf=1

3. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.
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Mines-Ponts

Soit (E,+,-) un anneau non commutatif. On munit £ d'une loi de composition in-
terne [+, -] (crochets de Lie) définie par :

Y(a,b) € E?, [a,b] = ab — ba.
1. Montrer 'identité de Jacobi :
V(a,b,c) € E*, [a, b, c]} + [b, c, a]} + {c, [a,b]} =0.

2. On note, pour a € F fixé, I'application ¢,, qui va de E dans lui-méme, définie
par ¢, (z) = [a, z]. Montrer que :
(a) Pour tout (x,y) € E?, pu(x +y) = pa(x) + pa(y)-
(b) Pour tout (z,y) € E?, a(zy) = ¢a(2)y + 204 (y).
(¢) Pour tout (z,y) € E?, pour tout n € N :

itan =3 ()bt

k=0

(d) Pour tout (z,y) € E?, pour tout n € N* :
n—1
@a<xn) — Z [Ekgoa(l‘)l’n_l_k.
k=0

(e) Montrer que si a est nilpotent, c’est-a-dire s’il existe p € N tel que a? = O,
alors ¢, est également nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € N tel que ¢? est
I’application nulle de E dans E.

ENS MP 2010

Soit G un groupe fini de cardinal n. On dit que G vérifie la propriété P si pour tout
entier d divisant n, il existe au plus un sous-groupe de G de cardinal d.

1. On suppose G cyclique. Montrer que GG vérifie la propriété P.
2. Réciproquement, si G vérifie la propriété P, montrer que G est cyclique.

3. Soit K un corps fini. On note K* I’ensemble des éléments non nuls de K et on
rappelle que (K*, ) est un groupe. Montrer que K* est cyclique.

4. On suppose que |K| = p?, oll p est un premier supérieur ou égal a 3. Montrer
que X* 4 1 admet une racine dans K.

X-BNS

Soit p un nombre premier, G un sous-groupe de G L, (Z) et ¢ le morphisme de réduction
modulo p :
o G — GL,(F))
M +~— M modp

Quand l'application ¢ est-elle injective ?
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X MP 2021

Soit G’ un sous-groupe du groupe des bijections du plan complexe. On suppose que :
o ( est cyclique d’ordre 2™ avec n > 2,
« (G contient la conjugaison z > Z,
e YmeZ,Vge G, VzeC, gimz) =mg(z).

(2)

. . g\z
1. Montrer que pour tout z € C\ R, il existe g € G tel que —= ¢ {—1,1}.
z

2. Déterminer les sous-groupes de G' d’ordre 271,

3. On regarde C comme R-espace vectoriel. Est-il possible que GG ne soit composé
que d’applications linéaires 7

CCINP MP 2025
1. Calculer d = pged(473, 220).

2. Existe-t-il un couple (u,v) € Z? tel que 473u + 220v = d? Si oui, en déterminer
un.

3. Les équations suivantes ont-elles des solutions (u,v) € Z?? Si oui, les déterminer.
(a) (Eq):473u+220v =1
(b) (Ep) : 473u + 220v = 11
(c) (E.):473u+ 220v = 22

ENS MP 2018

Donner, & isomorphisme pres, les sous-groupes finis de Oy(R).

I1.1.106 | Mines-Télécom MPI 2024

Soit (G, x) un groupe. On note Aut(G) I’ensemble des automorphismes de G. Soit a € G

et
b : G — G

r —> axxrrka !

1. On considere :
¢ : G — Aut(G)
a —> O
Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

2. Montrer que {¢, | a € R} est un sous-groupe de Aut(G).

GOINP PC 2022
Soit
f: N N
(n,m) — 2"(2m+1)
1. Trouver un antécédent de 56 par f.
2. L’application f est-elle injective ?
3. L’application f est-elle surjective ?
4

. L’ensemble N2 est-il dénombrable ?
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NS MP1 2022

On munit R™ d’une structure d’espace euclidien.
Soit e = (eq, ..., e,) une base de R".
On dit qu’un sous-groupe L de (R",+) est un réseau si :

o Vect(L) =R";

e Yz € R" VR > 0,B(z, R) N L est fini.

1. Déterminer L pour n = 1.

2. On note L(e) = {ae1 + - + aney | (a1,...,a,) € Z™}.
Montrer que L(e) est un réseau.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que L(e) = L(¢’).

I1.1.109 | ENS Ulm MP 2023

Soit p premier. Montrer que n divise le cardinal de GL,,_1(Z/pZ).

I1.1.110| ENS MP 2017

Soit G’ un sous-groupe fini de GL,,(7Z).
Montrer que G s’injecte dans GL,(Z/pZ) pour p > 3 premier.

CCINP MP 2019

Soit f : R — R un morphisme de corps.
1. Soit x € R,. Montrer que f(x) = (f(y/7))?. En déduire que f est croissante.
2. Soit (n,z) € N x R. Montrer que f(nz)=nf(x).
3. Soit x € Q. Montrer que f(z) = .
4. Montrer que f = Idg.

I1.1.112 | Mines-Télécom MP 2019

Soit E l'ensemble des matrices

a

b
M(a,b) = (—b a> avec a,b € R.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ms(R).

2. Montrer que E est un anneau.

3. Soit la fonction ¢ telle que p(a+bi) = M (a,b). Montrer que ¢ est un morphisme
de R-espaces vectoriels de C dans F.

4. L’application ¢ est-elle un morphisme d’anneaux ?

NS MP 2024

Montrer qu'un sous-groupe discret de R"™ admet une Z-base.
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I1.1.114| Centrale-Supélec MP 2019

Soit (G, -) un groupe abélien fini d’élément neutre e.
Le groupe des automorphismes de G est supposé d’ordre 3.
1. Montrer que
o . G — G

r —> 7!

est un automorphisme, puis que pour tout x € G, 22 = e.

2. Montrer qu’il existe un sous-groupe V' de G d’ordre 4. Déterminer les automor-
phismes de V.

3. Montrer qu’il existe r € N tel que G soit isomorphe a V' x (Z/27Z)", en conclure
une absurdité.

I1.1.115 | Mines-Ponts MP 2018

Soit p(n) le cardinal des éléments inversibles de Z/nZ pour tout n € N*.

—_

. Déterminer o(p) pour p premier, puis ¢(p®) pour a € N*.

2. Redémontrer le théoreme chinois.

3. En déduire que si m,n € N* sont tels que m An = 1, alors ¢(mn) = ¢(m)p(n).
4

. En déduire une expression générale de p(n).

I1.1.116 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A un anneau commutatif et  un idéal de A.

1. On définit 'ensemble quotient A/l avec la relation d’équivalence suivante :
V(a,b) € A*>, a~b < a—-beEl.

Montrer que A/l est un anneau pour certaines lois que 1’on précisera.

2. En déduire que si a est un entier et p un nombre premier tel que p ne divise pas a,
alors a?~! =1 mod p.

I1.1.117| Mines-Ponts MP 2015

Soit £ = R x R euclidien muni de son produit scalaire canonique. On définit un arc I'
sur E par z(t) = cos3(t) et y(t) = sin3(¢).
1. Trouver toutes les isométries de E qui conservent I'.

2. Soit G = {f € O(E) | f(I') = I'}. Montrer que G est un groupe pour la loi o.
Puis trouver les sous-groupes de G.

I11.1.118 | TPE/EIVP MP 2015

On considere un groupe fini (G, -) d’élément neutre e tel que, pour tout x € G, 2?2 = e.
1. Montrer que G est commutatif.

2. On considere un sous-groupe H de G, différent de GG, et x un élément de G qui
n’est pas dans H. On note K le sous-groupe engendré par H et x. Montrer que
Card(K) = 2Card(H). En déduire que le cardinal de G est une puissance de 2.
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X MP 2017

Soit @ € R\ (§ +nZ). On pose :

T 1 d~7 tan(a)
" —d1 tan(a) 1 ’
1. Trouver le lien entre T,y et T, - Tj,.

2. Soit d € N, d > 2, sans valuation paire dans sa décomposition en facteurs pre-
miers. On note :
Aq={a+0bVd]| (a,b) € Q*}.
Montrer que Ay est un corps.

3. On note :
o Ad — Ad

a+bv/d — a—bJ/d

Montrer que ¢ est un automorphisme de corps.

4. Soit p,q € Z* vérifiant p A g =1 et ¢ > 3 impair.
Montrer que tan 7T£ ne peut s’écrire sous la forme z = r - dt avec d entier
q

vérifiant les conditions de la question 2 et r € Q.

ENS Ulm

Soit A un anneau tel que tout a € A est soit nilpotent, soit idempotent.
1. Montrer que a? = a pour tout a € A et que A est commutatif.

2. Si A est fini, montrer qu’il existe n € N tel que A = F7 en tant qu’anneau.

[1L.1.121] x

1. Soit a et r premiers entre eux.
Montrer quil existe k € N* tel que a* =1 mod r.
2. Soit a et r deux entiers relatifs avec a > r > 2. Montrer que la progression

arithmétique de premier terme a et de raison r contient une infinité de termes
ayant tous les mémes diviseurs premiers.

I11.1.122 Mines-ponts MP 2017

Soit @ un nombre impair positif et n un entier supérieur a 3.
1. Montrer que a2* =1 mod 2"

2. En déduire les entiers n pour lesquels le groupe des inversibles de 'anneau Z/2"7Z
est cyclique.

X-ENS

Soit G' un groupe fini et f un morphisme de G dans G. Montrer que :

Ker(f) = Ker(f*) <= Im(f) = Im(f*).
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X MP 2017

Soit A une algebre et V' un espace vectoriel. Si 7 € L(A, V), on dit que T est une trace
si:
V(A,B) € A, T(AB) = 7(BA).
On note T(A, V) I'ensemble des traces de A sur V.
On note [A, B = AB — BA et [A, A] = Vect({[A, B] | (A, B) € A?}).

1. On dit que A est équivalent a B si A — B € [A, A]. Montrer que cette relation
est effectivement une relation d’équivalence.

2. On note L[A] I’ensemble des classes d’équivalence et on considére I'application T’
de A dans L[A] qui & un élément associe sa classe d’équivalence. Montrer que L[.A]
est un espace vectoriel et que T est sa trace.

3. Soit 7 € T(A, V). Montrer qu’il existe un unique 7 € L(L[A], V) tel que :
VAe A, 7(A) =7(T(A)).

4. Montrer que T'(A, V) = L(L([A],V).

X 2022

Soit (A, +, ) un anneau commutatif. On dit que a € A est un diviseur de zéro lorsqu’il
existe b € A\ {0} tel que ab = 0.

1. Montrer que si A est fini et sans diviseur de zéro, alors A est un corps.

2. Soit f € A[X] \ {0}. Montrer que si f est un diviseur de zéro, alors il existe
a € A\ {0} tel que af =0.

11.1.126 Centrale-Supélec MP

1. Rappeler la définition de ¢ la fonction indicatrice d’Euler et calculer ¢(1176).

2. Soit pi1,...,p, des premiers distincts. Soit ¢ € N* un multiple de pips---p,.
Calculer le cardinal de I’ensemble

E(qg,p1,...,pr) ={keN|1<k<qget kApips---p, = 1}.

3. En déduire une propriété connue de la fonction indicatrice d’Euler.

ENS MP 2018

Soit f un morphisme de groupe de U muni du produit usuel, dans lui-méme.
1. Supposons f injectif. Montrer que f est I'identité ou I'application z +— 271

2. Dans le cas général, montrer que f est de la forme z — 2", ou n est fixé dans Z.

ENS MP 2015

Déterminer les entiers n vérifiant n? | 2" + 1.
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NS MP 2024

On note S3(Z) 'ensemble des matrices de taille 2 x 2 a coefficients entiers et de déter-

minant 1. On définit :
0 —1 1 1
o0 ) w 1)

1. Montrer que S3(Z) est un groupe.
2. Montrer que S et T engendrent Sy(Z).

17 29

3. On admet que A = (7 12

) est dans Sy(Z). Déterminer sa décomposition avec

les matrices S et T

11.1.130 Centrale-Supélec MP 2022

1. Soit M € M, (Z). Montrer que M € GL,(Z) si et seulement si |det(M)| = 1.

M -1,
2. Soit M € M, (C) telle que M? = I,,. On pose A = B

Etudier la convergence de la suite (A*)gen.

3. Montrer qu’il existe une constante K, qui majore le cardinal de tous les
sous-groupes de GL,,(Z).

I1.1.131 | Mines-Ponts MP 2015

Soit p un premier impair.
1. Montrer que le nombre de carrés dans Z/pZ est %.
2. Montrer que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p =1 mod 4.

3. Montrer que tout élément de Z/pZ est somme de deux carrés.

11.1.132 Centrale-Supélec MP 2022

Soit n € N*. On note w = el .
n—1 n—1

Pour P € C,_1[X], on pose F(P) = Y P(w") X" et F(P) = > Plw ) X",
k=0 k=0

1. Montrer que F et F sont des endomorphismes de C,_;[X].

2. Calculer F o F. Montrer que F induit un automorphisme sur C,,_;[X]. Exprimer
sa réciproque.

3. Soit P € Z[X]. On suppose que :
(a) Vz € U,, |P(2)| < 1;
(b) P admet une racine dans U,,.
Montrer que X™ — 1 divise P.

On admet que si A, P € Z[X], A # 0 et A de coefficient dominant 1 ou —1, le
reste R dans la division euclidienne de P par A est aussi dans Z[X].

29




11.1.133 | TPE/EIVP MP 2013

Montrer que :

Y(a,b) € Z*Yn €N, a=b modn = a" =0" mod n’.

I1.1.134 | Mines-Ponts MP 2019

On considere comme loi la multiplication matricielle. Décrire G, inclus dans M, (R),
tel que G soit un groupe.

ENS MP 2015

1. Soit G un groupe fini. Soit f un automorphisme involutif dont le seul point fixe
est e. Montrer que G est abélien.

2. Soit G un groupe abélien fini. Tous les automorphismes involutifs ont-ils seule-
ment e comme point fixe?

3. Soit G un groupe fini et a € G. On suppose que a est d’ordre 2, et tel que pour
tout x # e et x # a, ar # xa. Que peut-on dire?

I1.1.136 | Mines-Ponts MP 2018

Soit aq,...,a, € N*, deux a deux premiers entre eux.

.,
1. On pose, pour 1 < k< r, ¢ = Hai.
=1
2k
Montrer que les ¢, sont premiers entre eux dans leur ensemble.

2. Soit b € Z.

Montrer qu'il existe un unique (y,zi,...,z,) € Z™ avec 0 < x5, < ap pour

tout k, tel que :
b T
- —y+
e aT y Z

T,
@1 k=1 Ok

X P 2015

Pour £ € N, on note d(k) le nombre de diviseurs positifs de k. Montrer que :
> d(k) =nln(n) +n(2y — 1) + O(v/n),
k=1

ou v est la constante d’Euler.
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I1.1.138 | ENS Lyon MP 2022

Soit p un nombre premier. On note pour tout ¢ € Q, |q|, = p~»?.

1. Montrer que pour tous x,y € Q :

{|xy|p = |z[plyl,

|z + y‘p < maX(’x‘m |y‘p)

Que peut-on dire si |z|, # |y, ?
On note Q, le complété de Q pour la distance associée a |-|,.
2. Montrer que Q, est un corps.

3. Montrer que pour toute suite de Cauchy (u,)neny de Q,, la suite (|uy|p)nen est
stationnaire.

4. Soit (un)nen dans Q,. Montrer I'équivalence suivante :

Z u, converge <= lim w, = 0.
>0 n—-+0o0o

5. Montrer que Q, et R ne sont pas isomorphes en tant que corps.

X MP 2021

Soit p un nombre premier et o € N*. Dénombrer les carrés de 'anneau Z/p®Z.

X MP 2021

A quelle condition une permutation de {1,...,n} est-elle un carré?

X MP 2021

Soit G' un groupe d’ordre 8 non cyclique.

1. Montrer que G admet un élément d’ordre 2 et que tous les éléments sont d’ordre
1, 2 ou 4.

2. On suppose que tous les éléments sont d’ordre au plus 2. Que dire de G 7

On suppose désormais qu’il existe un élément a d’ordre 4. On note H le sous-
groupe engendré par a.

Montrer que xHa~! = H pour tout z € G.
Soit b € G\ H. Montrer que bab™! vaut a ou a?.

En déduire qu’il existe, a isomorphisme pres, au plus cinq groupes d’ordre 8.

o Ot W

Exhiber cing groupes d’ordre 8 deux a deux non isomorphes.

I11.1.142 | ENS Ulm MP 2019

Soit n > 1 un entier naturel et S, le groupe des permutations de {1,...,n}. On définit :

g(n) = max (min ({k >1|o" = Id})) :

oc€Sh

Déterminer les entiers naturels n tels que g(n) est impair.
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NS MP 2022

On note A = C[X,Y]. Pour tout v C C%, on pose :
I{v) ={P € A|V(z,y) € v, P(z,y) = 0}.

1. Soit v C C2. Montrer que I(v) est un idéal de A.
2. On pose P(X,Y) =Y — X2 et on note :

v(P) ={(z,y) €C*| P(z,y) = O}.

Montrer que A/I(v(p)) est isomorphe a C[X].

I11.1.144 | Mines-Ponts MP 2013

Soit a € R. On suppose qu'il existe P € Q[X] irréductible de degré supérieur ou égal
a 2 tel que P(a) = 0.

1. (a) Montrer que {Q(a) | @ € Q[X]} est un sous-espace vectoriel de dimension
finie.

(b) Que peut-on dire de sa dimension ?

2. Montrer que c’est un sous-corps de R.

X MP 2023

Pour o € S,,, on note z(o) I'ensemble des éléments de S,, commutant avec o.
1. Montrer que z(¢) est un groupe, puis que pour tout automorphisme ¢ de S, on
a 2(¢(0)) = ¢(2(0)).
2. Déterminer le cardinal de ce groupe pour une transposition et pour une compo-
sition de transpositions a supports disjoints.

3. Montrer que si n # 6, alors pour toute transposition ¢ et pour tout automor-
phisme ¢ de S, ¢(o) est une transposition.

ENS MP 2018

On consideére un anneau commutatif A. On suppose que A possede n diviseurs de zéro,
avec n > 1.

1. Montrer que A posséde au plus (n + 1)? éléments.

2. Trouver une infinité d’anneaux du méme type que A, et qui ont exactement
(n + 1) éléments.

ENS MP 2018

Classifier les sous-groupes de U.

ENS MP 2017

Soit n un entier naturel non nul. Exprimer la permutation qui a k associen+1—k a
I’aide de transpositions de la forme (z 1+ 1).
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X MP 2018

Soit d € Z et (x) I'équation 2% — dy? = 1 dont on cherche les solutions dans Z2.
1. (a) On suppose d < 0. Résoudre (x).
(b) On suppose vd € N. Résoudre ().
On suppose dans la suite d > 0 et v/d & N.
2. (a) Soit (zq,yo) une solution de (*) telle que yo # 0. On pose z = xq + Yo/ d.
i. Montrer que |z| # 1.

ii. Montrer que 'on peut construire une suite (z,,y,) de couples d’entiers
telle que pour tout entier naturel n on a 2"*! = x,, + y,V/d.

(b) En déduire que I’équation (x) admet une infinité de solutions.
3. On admet le résultat suivant :
Pour tout « réel irrationnel, il existe une infinité de rationnels r = g avec p et ¢

premiers entre eux, tels que 0 < |a — 7| < q%

Montrer qu’il existe une solution (z¢,yo) de ’équation (x) telle que yo # 0.

I1.1.150 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A, B € My(Z) telles que pour tout entier k avec 0 < k < 4, la matrice A+ kB soit
inversible a coefficients dans Z. Montrer qu’il en est de méme pour la matrice A+ 5B.

ENS MP 2013

Soit K = Z/pZ, avec p > 3 premier, et v un entier avec 0 < v < p — 1.
1. Montrer qu’il existe y € K tel que y* # 1.
2. Calculer, pour u € N, Z xt.

zeK

I1.1.152 | Mines-Ponts MP 2025

Soit P, @ € Q[X], scindés dans C[X], que I'on pourra écrire :
—aH —ag) et Q:bHX Br),

ou les a4, sont deux a deux distincts et les (3, sont deux a deux distincts.
On pose x = oy et y = [y, et pour tout t € Q, 2z, = x +ty et Ry = P(z, —tX).
1. Justifier qu’il existe to € Q tel que Ry, (y) = 0 et pour tout j > 2, Ry, (5;) # 0.

On pose Q[z,] = Vectg({z | m € N}) € C. On admet que Q[z,] est un
sous-espace vectoriel de dimension finie.

2. Montrer que Q[z,] est un corps.

3. Montrer que = et y appartiennent a Q|z,].
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X MP 2020
0 -1

On considére un corps quelconque K et J = (1 0 ) € My(K).

1. Soit A I'ensemble des combinaisons linéaires dans K des matrices Iy et J. Que
dire de la structure algébrique de A?

2. Soit B 'ensemble des matrices de My(K) qui commutent avec tout élément de A.
Que dire de B?
Dorénavant, on cherche a résoudre ’équation X" = J dans M5(K) en distinguant
selon si K =R ou C.

3. On suppose que K = R.

(a) Déterminer un isomorphisme d’anneaux entre A et un autre ensemble clas-
sique. En déduire la résolution de I'’équation X" = J et son nombre de
solutions.

(b) En fait, quelle est la structure algébrique de A ici?
4. On suppose que K = C.
(a) L’ensemble A garde-t-il la méme structure algébrique ?

(b) En s’inspirant de la méthode de 3(a), résoudre de nouveau l'équation X" = J
et dénombrer ’ensemble des solutions.

Centrale MP

Soit p premier avec p =3 mod 4 et C = {y =a®|a € Z/pZ}.
Pour tout = € C, posons :

yeC
y#z

Montrer que m, = 1.

I1.1.155 | Mines-Ponts MNP 2022

Soit n un entier naturel non nul. On note, pour tout X € Z", A(X) le plus grand
commun diviseur des coefficients de X. Soit A € M, (Z). Montrer I’équivalence des
deux propositions suivantes :

i) det(A) = £1
i) VX € Z", A(X) = A(AX)

X MP 2016

1. Soit G un groupe non abélien de cardinal 8. Montrer qu’il est engendré par 2
¢léments dont 1'un, au moins, est d’ordre 4.

2. Déterminer des relations pertinentes entre les éléments de G dans le but de dresser
sa table de loi.

3. Etude d'un exemple : caractériser le sous-groupe multiplicatif de G Ly(C) engen-

, . i 0 0 1
dré par les matrices <() —i) et <_1 O)'
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ENS MP 2015

Soit ¢ € N* et H un sous-groupe propre de (Z/qZ)*. Montrer qu’il existe une infinité
de nombres premiers qui ne sont congrus a aucun élément de H modulo gq.

I1.1.158 | Centrale MP

Soit u =2+ V3 et v=2—3.

Pour tout entier n > 2, on pose s, = u?" +v?" et M, = 2" — 1 (nombre de Mersenne).
Montrer que si M,, divise s,,_s, alors M, est premier.

I1.1.159 | Mines-Ponts MP 2022

Soit P un polynome a coefficients entiers unitaire de degré n.

On note P = (X — A1) --- (X — \,), pour certains Aq,..., A\, € C.

Montrer que pour tout ¢ € N*, (X —A{)--- (X — \?) est lui aussi unitaire & coefficients
entiers.

[11.1.160] x mp

Soit S,, 'ensemble des permutations de {1,...,n}.

1. Montrer que toute permutation de .S,, se décompose en produit de cycles a sup-
ports disjoints et ce de fagon unique. Les supports des cycles sont appelés orbites,
un point fixe comptant pour une orbite.

2. Si o € S, on note w(o) le nombre d’orbites de o. Soit

P,= > X+,
O’ES’n
Factoriser P,.
C.C.E. Mines MP 2015
Soit a € RY,
a0 0
Ah)=10 1 h
0 0 1

et E={A(h)|h € R}.
1. Montrer que F est un groupe multiplicatif isomorphe a (R, +).
2. Calculer exp(tV') avec V = A’(0).

ENS MP 2023

1. Montrer que les sous-groupes de Z/nZ sont cycliques.

2. Alice et Barbara jouent a un jeu. Elles choisissent a tour de role un élément
de Z/nZ sans remise qu’elles ajoutent a un ensemble S. Le jeu s’arréte quand S
engendre Z/nZ et la joueuse ayant tiré le dernier numéro perd. Selon n, y a-t-il
une stratégie gagnante pour la premiere joueuse ?

3. Méme question avec le groupe S,,.
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I11.1.163 | x MP 2025

On dit que deux séries entieres

Alz) =) Inon ot B(z) = b—nz”

n! n!
sont congrues modulo m si et seulement si
vn, a,=0b, modm.
1. Montrer que si p est premier, alors
—k(p=1)

(k(p—1))!

2. Montrer que si m > 4 est non premier, alors m | (m — 1)! et

mod p.

(=1 t=)"

(e —=1)™1'=0 mod m.

X P 2025
Soit d € N* et E = C?. Pour A € My(C), on note N(A) = Tr(AA").
On suppose que Uy est un sous-groupe de G L4(C) vérifiant :

« Si A, B € Uy sont telles que N(I; — A) < 3, N(I; — B) < 4, C = ABA™'B™!
vérifie N(I; — C) < 4 et C' commute avec A, alors C' = I,;.

e Si A, B € U, alors :
N(I; — ABA7'B™Y) < 2N(I; — A)N(I; — B).
e SiAeUjet Be GLy(C) alors :
N(AB) = N(BA) = N(B).

1. Soit G un sous-groupe fini de U,. Soit A, B € G telles que N(I; — A) <
et N(I; — B) < 4.
Montrer que AB = BA.

2. Soit H le sous-groupe de G engendré par les éléments A appartenant a G tels
que N(I; — A) < 1.
Montrer que H est abélien.

3. Pour g € E, on définit gh = {gh | h € H}.
Montrer qu’il existe une constante Ky qui ne dépend pas du sous-groupe G telle
que :

1
2

G= |J gH.

au plus Ky
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X MP 2025

Soit A € N* et P(t) =t*> +t + A tels que :
Vne{l,...,A—2}, P(n) est premier.
Montrer que pour tout 0 <k < A—1on a:

P(A + k) est premier <= k + 1 n’est pas un carré parfait.

X MP 2025

On considere 1’équation suivante :

X24+Y?

m = (1) avec (X, Y) < Z27N < N.

1. Résoudre (1) si X =Y.

2. Résoudre (1) pour N =0, N = 1.

3. Soit (X,Y) solution de (1) pour N > 1 tel que X #Y.
Montrer qu’il existe (U, V') solution de (1) tel que U >V > 0.

4. Pour (X,Y) solution de (1), montrer qu'il existe Z € Z tel que (Y, Z) est solution
et Y > 7.

5. Soit (X,Y) solution de (1). Montrer que N est un carré parfait.
6. Soit (X,Y) € Z? et N € N* tels que

X2+
1+XY

Montrer que N = 5.

X MP 2025

Soit D = {¢ : ZY — 7Z | ¢ morphisme de groupes}. Pour tout a = (a;);eny € Z", on
note m;(a) = a;. Soit e; € ZN définie par m;(e;) = 1 et pour tout j # i, m;(e;) = 0.
1. Soit ¢ € D tel que, pour tout n € N, ¢(e,) = 0. Montrer que ¢ = 0.
Indication : montrer que pour tout x € Z, pour tout n € N, il existe (a,b) € Z>
tels que x = 2"a + 3"D.
2. Soit @ € D et (A\y)nen € ZN. On note z, = ¢(e,). Supposons que pour tout
neN, Ay >n+1+ ZMZ%] et que pour tout i € N, \; divise Aj;1.
<n
On note £ = ¢(A).
Montrer que ¢ = Z NiZi.

i<||

N
3. Soit ¢ € D. Montrer qu’il existe N € N tel que ¢ = Z AT
=0

NS MP 2014

Déterminer les morphismes de groupes de (GL,(C),-) dans (C*, ).
On commencera par chercher les morphismes continus puis on traitera le cas général.
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X MP 2014

n
Soit P un polynoéme a coefficients entiers donné par P = Z a, X", avec a, non nul.

k=0
ag

Qp

On pose H = max
0<k<n

1. Soit a une racine de P. Montrer que |a| < H + 1.

2. Supposons disposer de k entier supérieur a H + 2 tel que P(k) soit premier.
Montrer que P est irréductible dans Z[X].

I1.1.170| X-ENS Cachan MP 2025

Soit A un anneau fini dont on note 1 'unité et (a,b) € A? vérifiant (ab — 1)b = 0.
Montrer que b(ab — 1) = 0.

I1.1.171| Mines-Ponts MP 2017

Soit G un sous-groupe de GL,(C) fini de cardinal d. On pose :
1
A=ty m
d MeG

1. Déterminer la nature de A et Im(A).

2. Etudier le cas ou G est engendré par

0 1 0 0
J = 0
1 0 0

CCINP MP 2025
Soit E=RN et F = {(z,)nexy € E | Ik €N, Vn > k, z,, = 0}.
Soit
d : E — E
(xo,z1,...) — (0,20, 21,...)
1. Montrer que F' est stable par d.
2. Soit x € E et
I, ={P € RIX]| P(d)(x) € F}.
Montrer que I, est un idéal de R[X].
Soit 7, un polynéme unitaire tel que I, = m,R[X].
3. Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur x pour que 7, =17
4. Soit (x,)nen € RY telle que, pour tout n € N, z,, = (—1)™.
Montrer que I(;,),.. 7# {0}
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X MP 2026

Déterminer

Card({(2)r=0 € {0,1,...,9} | ¥n > 1, a> =a, mod 10"}),

n—1
ou a, = Z 10% 2y,
k=0

I11.1.174 | Mines-Ponts MP 2026

1. Soit n > 2. Trouver tous les morphismes de groupes x : .5, — C*.

2. Pour n =1, que se passe-t-il ?

NS MP 2022

Soit n et N deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.
On considere un sous-groupe G de (GL(C"),-).

On suppose que, pour tout g € G, ¢V = Id.

Montrer que G est fini.

X 2018

Soit G C G L4(C) fini, non vide, stable par produit et passage a I'inverse.
1. Soit z € C*. On suppose que {z* | k € N} est fini.
Montrer que z est une racine de I'unité.
2. Montrer que pour tout g € G il existe k € N tel que ¢* = Id.
3. Soit g € G'\ {Id}.
Montrer que Tr(g) # d.

NS MP 2024

Soit
0 0 -1
A=110 1| e MFsy).
01 0
On admet que A = —1I5.
1. Quels calculs auriez-vous fait pour justifier que A'® = —I37

2. Montrer que A € GL3(F3) et que A est d’ordre 26 dans ce groupe.
3. On note G le sous-groupe de G L3(F3) engendré par A, et on pose V = G U {0}.
Montrer que V' = Vect({I3, A, A*}).
4. On pose W = Vect({I3, A}).
Montrer que, pour tout M € G, il existe N, P € W \ {0} telles que M = P~'N.
5. On note H le sous-groupe de G L3(F3) engendré par A%
Montrer que H est isomorphe & Z/13Z, puis que |H N W| = 4.
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ENS MP 2018

1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

2. Soit k un entier naturel non nul tel que p = 3k+2 soit premier. On fixe une partie
A de Fj et un un élément z € F,. On note B I’ensemble des classes modulo p des
¢léments de [k + 1,2k + 1] et By = AN (zB). Montrer que By est sans somme,
autrement dit, pour tout (z,y) € B2, v +y ¢ By.

3. Soit A une partie de Z*. On admet qu’il existe une infinité de nombres premiers
congrus a 2 modulo 3. Montrer qu’il existe une partie B C A sans somme et telle

A
que |B| > |3|
Indication : considérer une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ;.

4. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 2 modulo 3.

NS MP 2024

Soit p un nombre premier impair.
z : 2 *
1. Déterminer Card({z* | x € F;}).
2. Démontrer que :

p—1

a2 =1 modp <= a est un carré non nul modulo p.
p—1
2
3. On pose a = [[ (2k). Démontrer que :
k=1

1

= -1
(a) sip=1 mod 4, alors a = (—1) * <p2 )! mod p;

pt1 —1
(b) sip=—1 mod 4, alorsaz(—l)% <p2 )! mod p.

I1.1.180 | ENS Lyon MP 2022

On note
Z[iV?2] = {a +ibv2 | (a,b) € Z*}.
1. Montrer que Z[i\/i] est un sous-anneau de Q.
On note A ce sous-anneau.

2. Montrer que 'anneau A est euclidien, c’est-a-dire qu’il existe N : A — N telle
que, pour tout (a,b) € A x (A\ {0}), il existe un couple (¢,r) € A? tel que
a=bg+ret N(r)<N(b).

3. Enoncer et démontrer un théoréme d’existence et d’unicité d’une décomposition
en facteurs irréductibles dans Z[iv/2].

I1.1.181 | ENS Lyon MP 2021

Soit n € N* et K un corps. Déterminer les automorphismes de I'algebre M,,(K).
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I1.1.182 | ENS Lyon MP 2022

Si A est un anneau commutatif et 7 un idéal de A, on dit que I est premier si A\ I est
stable par multiplication, que I est mazimal si le seul idéal de A contenant strictement I
est A.

1. Montrer que tout idéal maximal est premier.

27i

2. Soit n > 3 un nombre premier et A =7Z [e n }
Montrer que tout idéal premier non nul de A est maximal.

BNS MP 2024

Soit p un nombre premier impair.

1. Quel est le cardinal du groupe des inversibles de Z/pZ?
2. Montrer que I'équation 2% = 1 posséde exactement deux solutions dans Z/pZ.
3. En déduire le cardinal de {z? | x € Z/pZ}.
4. Soit x : Z — {—1,0, 1} telle que :
e xX(n)=1sinAp=1etsinest un carré modulo p;
e xX(n)=—1sinAp=1etsinn’est pas un carré modulo p;
e x(n)=0sip]|n.
Montrer que :
Y(a,b) € Z*, x(ab) = x(a)x(b).
p—1
5. Déterminer »  x(k)
k=0
N
6. En déduire une majoration de |» X(l{;)‘ pour N € N.
k=0
On pose & = e’r . Montrer que :
119 1p—1
Z Z X gk‘ a—n)
R ==
Pour k € [1,p — 1], on note Sx(N Z gk,

7. Montrer que :

9. Trouver une majoration similaire pour £ > 7

p—1
10. On pose G, = Y | x(a)€*®. Montrer que |G| = VP
a=0
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NS MP 2021

Soit (A, +,-) un anneau commutatif et M un idéal de A. On dit que M est mazimal
si M est différent de A et si tout idéal de A contenant M est égal a M ou a A.

1. Soit M un idéal de A. Montrer que M est maximal si et seulement si, pour tout
a ¢ M, il existe x € M et u € A tels que 1 = z + ua.

2. Soit (B, +, ) un anneau commutatif et f : A — B un morphisme surjectif de A
sur B. Montrer que si M est un idéal maximal de A, alors soit f(M) = B, soit
f(M) est un idéal maximal de B.

3. Soit K un corps. Déterminer les idéaux maximaux de K[X].
4. Soit M un idéal maximal de Z[X] tel que M NZ # {0}.

(a) Montrer qu’il existe p premier tel que M NZ = pZ.
(b) Montrer qu’il existe des éléments irréductibles P et @ de Z[X] tels que
M = (P) +(Q).

11.1.185 | ENS MP/MPI 2023

Soit p et ¢ deux nombres premiers distincts. On note v,(n) la valuation p-adique d’un
entier n. Pour tout m € N*, on pose :

N(m)=(1-q)(L—¢*)-(1—q").
Trouver une constante ¢ > 0 telle que, pour tout m € N avec m > 2,

v, (N(m)) < ¢ mIn(m).

I1.1.186 | ENS MP/MPI 2021

Soit r € N*, dy,...,d, des entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que dy | dy | --- | d,.
Déterminer le plus petit n € N* tel que GL,(C) contienne un sous-groupe isomorphe

AZJLT X - x T)d, 7.

I1.1.187 | ENS MP/MPI 2023

1. Calculer > ¢(d) ot ¢ est I'indicatrice d’Euler.

2. Calculer Y p(d) ot p est la fonction de Mcbius définie par :
dln

(1) =1;

(p) = —1;

o u(p®) =0 pour k > 2 si p est une nombre premier ;

=

=

o p(nm) = p(n)u(m)sinAm=1.
3. On pose F': z € R* — ‘{%G 0,1] | qéx}‘.
Montrer que :

F(x) = ix2 + O(z In(x)).

:v—>_+oo T2
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Mines

Soit K un corps et A =K x K.
1. Définir la structure d’anneau canonique sur A.
2. L’anneau A est-il un corps?

3. Déterminer les idéaux de A.

I1.1.189| Mines

Soit G un groupe fini de centre Z. Le cardinal de Z peut-il étre la moitié de G ou le
tiers de G 7

Mines

1. Soit K un corps et a € K. Pour tout (z,y) € K2, on pose M(z,y) = (; axy>

Montrer que I’ensemble des matrices M (x,y) lorsque (x,y) décrit K? est un corps
si et seulement si a n’est pas le carré d'un élément de K.

2. Montrer I'existence d’un corps a 25 éléments.

3. Soit p un nombre premier impair. Montrer 1’existence d’un corps a p? éléments.

[11.1.191] x

Dénombrer les nilpotents de Z/nZ.

Mines 2015

Pour X € M,,»1(Z), on note d(X) le plus grand commun diviseur de ses coordonnées.
Soit A € M,,(Z). Montrer que :

det(A) € {—1,1} <= VX € M,,1(Z), d(AX) = d(X).

[11.1.193] x

1. Montrer qu’il existe un multiple de 23 qui s’écrit uniquement avec des 1 en base 10.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur m € N* existe-t-il un multiple de m
s’écrivant uniquement avec des 17

ENS

Soit p un nombre premier impair.
1. Montrer que I’équation 2%+ y* = 1 a au plus deux solutions sur la droite d’équa-
tion y = ax + b de F,.

2. Déterminer le cardinal de C, = {(z,y) € F> | 2* +y*> = 1}. On recherchera ces
solutions sur toutes les droites passant par une solution qu’on s’est fixée, par
exemple (—1,0).
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BNS

Soit a et p deux éléments de N* tels que a?"* =1 mod p, et p # 1.

1. On suppose que pour tout diviseur d de p — 1 distinct de p— 1, a? — 1 est premier
avec p. Montrer que p est premier.

2. On suppose que p — 1 se décompose en p — 1 = rs, ou r et s sont des engiers tels
que > s, et tels que pour tout diviseur ¢ de r distinct de 1, Uentier a”t — 1 est
premier avec p. Montrer que p est premier.

COINP

1. En raisonnant par ’absurde, montrer que le systéme

=5 mod?6
(S):q
=4 mod 8

n’a pas de solution x appartenant a Z.

2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers eux.
Soit ¢ € N.

Prouver que :
alc et b|lc < ab|c

3. On considere le systeme

=6 mod 17
(S):{x=5 mod 16
=4 mod 15

dans lequel I'inconnue x appartient a Z.
(a) Déterminer une solution particuliere zy de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systeme (5).

On exprimera les solutions en fonction de la solution particuliere x.

BNS

1. Montrer que tout entier n > 6 s’écrit comme somme de deux entiers premiers
entre eux, supérieurs a 1.

2. Soit (pp)nen la suite croissante des nombres premiers. Déduire de la question
précédente que pour tout k > 2, pry1 + prao < p1pe - - D

3. Soit, pour tout n € N*| ¢, le plus petit nombre premier ne divisant pas n.

Montrer que lim n _ 0.
n—-+oo n

ENS 2025
1. Dénombrer les morphismes de (Z/4Z,+) dans Aut(Z/13Z).

2. Généraliser.
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BNS

Soit G un groupe fini non trivial, d’élément neutre e. On suppose que deux éléments
quelconques de G\ {e} sont systématiquement conjugués. Montrer que G est isomorphe
a Z/27.

[11.1.200] x

Montrer que, pour tout n > 1, il existe un unique sous-groupe de (Q/Z,+) de cardi-
nal n.

ENS

1. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe strict de G. Montrer qu’il existe z € G
tel que la classe de conjugaison de x ne rencontre pas H.

2. Donner un contre-exemple si G' n’est pas fini.

ENS

Soit n > 2. Quel est le nombre minimal de transpositions engendrant le groupe symé-
trique S, 7

ENS

Déterminer les morphismes du groupe S dans le groupe Ss.

I1.1.204 | ENS

Soit A un anneau tel que 2°

= x pour tout z € A.
1. Déterminer les éléments nilpotents de A.
2. Soit e € Atel que e* =¢,a € Aet b=-ea(l—e).

Calculer b? et en déduire que ea = ae. En déduire que pour tout z € A, 22 € Z(A),
ou Z(A) désigne le centre de A.

3. Montrer que A est commutatif.

BNS

Soit A un anneau commutatif. Pour a,b dans A, montrer que si l'idéal (a) + (b) est
principal, il est est de méme de idéal (a) N (b).

[11.1.206] x

Soit D 'anneau des nombres décimaux :
D={zxecQ|3IneZ, z-10" € Z}.

Montrer que D est principal.

ENS

1. L’anneau Z[X] est-il principal ?

2. Soit A un anneau commutatif. A quelle condition A[X] est-il principal ?
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[11.1.208] x

Montrer que pour tout nombre premier p, il existe un entier naturel n tel que :

6n’+5n+1=0 mod p.

[11.1.209] x

Soit p un nombre premier et k € N*. Montrer que

>

x€L/PL

est égal a 0 ou —1. Préciser a quelle condition on obtient 0 ou —1.

ENS

On note o(n) la somme des diviseurs de n € N*.
1. Montrer que o(n) est impair si et seulement si n est de la forme 2%¢? avec q impair.

2. Résoudre I'équation 30(n) = 4n — 17.

ENS

Soit p premier congru a 1 modulo 4, p = 4k + 1. On considére I’ensemble
S ={(a,b,c) € N* X Z | 4ab + ¢* = p}.

1. Montrer que S est non vide, fini et inclus dans (N*)? x Z*.
Prouver que S; = {(a,b,¢) € S|a>b+c} et Sy = {(a,b,c) € S |a<b+c}
forment une partition de S. Exhiber une bijection de S; sur S,.

2. Montrer que
f:(a,b,c)— (a—b—c,b,—2b—c)
est une involution de S;. Chercher les points fixes et en déduire que le cardinal
de S est congru a 2 modulo 4.

3. Montrer que S3 = {(a,b,c) € S| a # b} a un cardinal divisible par 4. En déduire
que p est somme de deux carrés.

ENS

Soit k£ > 2. Montrer que le produit de trois entiers naturels non nuls consécutifs ne
peut pas étre une puissance k®™e,

BNS

Pour n € N*, on note o(n) la somme des diviseurs de n.
Montrer que o(n) < n+ nln(n).

ENS

Soit n € N. On suppose que n est la somme des carrés de trois rationnels. Montrer
que n est la somme des carrés de trois entiers.
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ENS

Soit A la sous-algebre de R[X] engendrée par X? et X3. Montrer que A n’est pas
isomorphe a R[X].

ENS

Soit G un groupe de cardinal 2p avec p premier. Montrer que GG contient un élément
d’ordre p.

[11.1.217] x

Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. On suppose que Card(G) = pCard(H),
ou p est le plus petit diviseur premier de Card(G). Montrer que H est distingué dans G,
c’est-a-dire que I'on a, pour tout x € G, vHx ' = H.

ENS

Soit P = {z € C | Im(2) > 0} le demi-plan de Poincaré.

A toute matrice A = | Z) de SLy(Z) on associe la fonction homographique f4
défni cp falz) = az+b
éfinie pour z par fa(z) =

1. Montrer que l'application ¥ : A +— fa est un morphisme de groupes de SLy(Z)
dans le groupe des permutations de P. Déterminer Ker()). On note G I'image
de v ; on I'appelle le groupe modulaire.

2. Pour z € P, on pose I, = {Im(g(2)) | ¢ € G}. Montrer que I, est une partie
de R* admettant un plus grand élément. (On pourra prouver que pour tout réel
a > 0, P'ensemble des g € G tels que Im(g(z)) > « est fini.)

3. On note Gy le sous-groupe de G engendré par u: z +— z+1letv:z— —5 Soit
z € P. Montrer qu'il existe gy € Gy tel que, pour tout g € Gy, Im(g(2)) < Im(zo),
ou 2y = go(2).

4. Soit D = {z € P | |Re(z)| < i, |2| > 1} le domaine fondamental du groupe
modulaire. Montrer que I'on peut choisir zg dans D.

5. En déduire que Gy = G.

ENS

Soit p € N* un entier premier et U, le groupe multiplicatif de C* engendré par I'en-
2im

semble des nombres exp (), ou « décrit N.

pOé

1. Quels sont les sous-groupes de U, ?

2. Montrer que U, est indécomposable, c’est-a-dire n’est pas isomorphe a un produit
direct de deux groupes non triviaux.

ENS

Soit n € N*, n # 6. Montrer que les automorphismes de S,, sont intérieurs, i.e. de la
forme s+ cosoo~!, ol ¢ € S,. On s’intéressera aux images des transpositions.
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ENS

Soit A un anneau integre. On dit que A est euclidien lorsqu’il existe une application
¢ : A\ {0} — N telle que, pour a € A et b € A\ {0}, il existe (¢,r) € A% tel que :

a=bg+r et r=0 ou ¢(r) < D). (*)

1. Donner des exemples d’anneaux euclidiens.
2. Montrer qu'un anneau euclidien est principal.

3. On suppose de plus que A est un corps et que, pour tous a et b, le couple (g, )
défini par (x) est unique. Montrer que A est isomorphe & 'anneau des polynomes
sur un certain corps.

BNS

On consideére Panneau Z[i] = {u+iv € C | (u,v) € Z*} et lapplication suivante :
¢ :a € L[] — aa € N.

1. Déterminer le groupe multiplicatif des éléments inversibles de Z[i].

2. Montrer que Z[i] est euclidien pour ¢, i.e. que pour tout couple (a, b) € Z[i] x Z[i]*,
il existe (q,7) € Z[i]* tel que a = bq + r avec p(r) < p(b).

3. En déduire que Zli] est factoriel.
4. Montrer que si ¢(a) est premier, alors a est irréductible dans Zli].
5. Soit p un nombre premier. Montrer ’équivalence entre les propriétés suivantes :
i) p est irréductible dans Z[i] ;
ii) p=3 mod 4;
iii) il n’existe pas de a dans Zli] tel que p = ¢(a).
On admettra que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p n’est pas congru
a 3 modulo 4.

6. En déduire tous les irréductibles de Z[i].

ENS

Soit p un nombre premier. On note SOz (Z/pZ) I'ensemble des matrices M de My (Z/pZ)
telles que MM = I, et det(M) = 1. Soit u, le cardinal de SOy(Z/pZ). Montrer que
Up =2, que u, =p—1sip=1 mod 4 et enfin que u, =p+1si p=3 mod 4.

ENS MP Lyon
n

Montrer que, si m et n sont dans N*, n divise Z mFm,
k=1
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ENS

Soit G un groupe abélien fini. Pour tout « € G, on note O(z) l'ordre de x.

1. Soit (z,y) € G*, m = O(z), n = O(y). On suppose que m et n sont premiers
entre eux. Montrer que O(xy) = mn. Si on ne suppose plus m premier avec n,
a-t-on O(zy) = ppem(m,n)?

2. Soit (m,n) € (N*)2 Montrer I'existence de (m’,n’) € (N*)? tel que m | m’, n | n’,
pged(m/,n') =1 et ppem(m,n) = m'n’.

3. Montrer qu’il existe z € G tel que O(z) soit le ppem des ordres des éléments de
G. (Ce ppem est appelé I'ezposant du groupe G.)

4. Soit K un corps commutatif, G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif K*.
Montrer que GG est cyclique.

[11.1.226] x

Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible a droite s'il existe b tel que
ab = 1. On dit que a et un diviseur de 0 a droite s’il existe ¢ # 0 tel que ac = 0. On
définit les mémes notions a gauche.

1. Montrer que si a est inversible a droite, il ne peut pas étre diviseur de 0 a gauche.
Donner un exemple montrant que a peut étre inversible a droite et diviseur de 0
a droite.

2. Montrer que si a est inversible a droite et non diviseur de 0 a droite, alors il est
inversible.

3. Prouver en fait que si a est inversible a droite et non inversible a gauche, alors il
admet une infinité d’inverses a droite.

[11.1.227] x

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A distinct de A.

1. Montrer que I est maximal pour 'inclusion parmi les idéaux de A distincts de A
si et seulement si pour tout a € A\ I, [ +aA = A.

On dit qu'un idéal I est premier si A\ I est stable pour le produit.
2. Montrer que tout idéal maximal est premier.
3. Donner un exemple d’idéal premier.

4. Soit A I'anneau des fonctions de classe C*° de R dans R et I I'idéal des fonctions
de A s’annulant en 0. L’idéal I est-il principal ? premier 7 maximal ?

5. Soit J l'ensemble des fonctions de A telles que f*)(0) = 0 pour tout & € N.
L’ensemble J est-il un idéal ? Si oui, est-il principal ? premier 7 maximal ?

[11.1.228] x

Dans quels corps a-t-on X% — X2+ 1= (X2 -5X +1)(X?2+5X +1)?

ENS

Montrer que le groupe GLo(Q) ne contient pas d’élément d’ordre 5.
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BNS

Soit A un anneau integre. Un élément p € A* est dit irréductible s’il n’est pas inversible
et si, pour toute écriture p = uw, avec u et v dans A, on a u ou v inversible. Si (a, b) € A?,
a et bsont dits associés si a s’écrit a = ub, avec u inversible. La relation « Etre associés »
est une relation d’équivalence sur A.

L’anneau A est dit factoriel si tout a € A* peut s’écrire a = upi™ - - - p®" avec u inver-
sible, les p; irréductibles deux a deux non associés, et les a; € N*. De plus cette écriture
est unique au sens suivant : si a = U(]l’B L. P avec v inversible, les ¢; irréductibles deux
a deux non associés, les 3; € N*, on a r = s et quitte a renuméroter les ¢;, p; et ¢; sont
associés et o; = [; pour tout 1 <7 < r.

Montrer qu’un anneau principal est factoriel.

ENS

Soit k € N* et n € N. On pose :

1
Sp — Z Z Clk.
a€Zli]

aa=n
1. Montrer que s,, € Z et que, si k n’est pas un multiple de 4, on a s,, = 0.

2. Calculer s5, s13 et sg; pour k = 4. Que constate-t-on ?

3. Généraliser le résultat de la question précédente.

[11.1.232] x

On considere un corps commutatif M et K C I deux sous-corps de M.
1. Déterminer I’équivalence des deux conditions suivantes :

i) M est un K-espace vectoriel de dimension finie m ;

ii) M est un L-espace vectoriel de dimension n et L un K-espace vectoriel de
dimension finie p.

Vérifier que dans ces conditions m = np.

(a) On suppose que a € M est algébrique sur K : il existe P non nul dans K[X]
tel que P(a) = 0. Démontrer l'existence d’un unique polynéme unitaire g
de K[X] tel que, pour tout polynéme de K[X],

Pla)=0 < u|P.

Vérifier que p est irréductible l(x est appelé le polyndme minimal de a
sur K et 'ensemble K(a) = {Q(a) | @ € K[X]} est a la fois un K- espace
vectoriel de dimension deg(u) et un sous-corps de M.

(b) On dit que a € C est algébrique si a est algébrique sur le corps Q. Démontrer
que a = /2 + /2 est algébrique et déterminer son polynome minimal.

[11.1.233] x

Montrer que pour tout n € N*, 10" =4 mod 7.
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[11.1.234] x

1. Montrer que pour tout n € N, la fraction

5n+1 + 6n+1
H + 6"
est irréductible.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (A, y, o, 3) € N* pour que la

fraction
/\ Ozn+1 + L Bn-i-l

Aar + ppr
soit irréductible pour tout n € N*.

BNS

Soit a,b dans N avec b > a > 2. On suppose que a" — 1 divise b — 1 pour tout n € N*,
Montrer qu'’il existe p € N* tel que b = aP.

BNS

1. Déterminer une condition nécessaire sur m € N pour que le nombre 2™ + 1 soit
premier.

On pose pour tout n € N, F,, = 22" + 1 : F}, est le n®™® nombre de Fermat.

2. Vérifier que Fy, Fy, Fs, F3 et F; sont des nombres premiers. Montrer que Fj est
divisible par 641 (pour cela, on observera que 641 = 5* +2* =1+ 5. 27),

3. Prouver que si n # m, alors F,, et F,, sont premiers entre eux. Retrouver le
théoréme d’Fuclide : il existe un infinité de nombre premiers.

4. Si p est un diviseur premier de F,,, établir que p =1 mod 2"*!.

Expliquer pourquoi on en vient naturellement a essayer 641 comme diviseur de Fs.

[11.1.237] x

Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer que si p est une somme de deux carrés d’entiers, on a alors p =1 mod 4.

On suppose p congru a 1 modulo 4.
2. Dénombrer les carrés dans (Z/pZ)*.
3. En déduire qu'il existe n € Z tel que n? = —1 mod p.
4. Démontrer qu'il existe (a,b) € Z?* tels que :
<

0<b< p et ‘b”—1
P

S/-

5. Montrer que (bn — ab)? + b* = p.
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[11.1.238] x

P k
Soit p premier. Montrer que Z (g) (p—;; > =24+ 1 mod p*
k=0

BNS

1. Etablir que pour tout (a,b,c,d,x,y, z,t) € Z8,
(@ +VP++ ) (2 +y?+ 22+ = (av + by +cz +dt)? + (ay — bx — ct + dz)?
+(az + bt — cx — dy)* + (at — bz + cy — dx)*.

2. Soit p un nombre premier impair. Montrer qu'il existe (a,b) dans Z? tel que p
divise 1 + a? + b2.

3. Soit E l’ensemble des entiers naturels n > 1 tel que np soit somme de quatre

carrés d’entiers. Montrer que E n’est pas vide. On note m son plus petit élément.
Montrer que m < p, puis que m est impair.

4. Supposons que 1 < m et que mp = a®+b* +c* +d?. En considérant les résidus de
a,b, c,d modulo m de valeur absolue minimale, construire m’ < m appartenant
a E. Conclure.

5. En déduire que tout entier naturel peut s’écrire comme somme de quatre carrés.

11.1.240| ENS
Soit K et I deux corps commutatifs de caractéristique différente de 2.

1. Soit G un sous-groupe fini de G L, (K) tel que pour toute matrice A de G, A? = I,,.
Montrer que Card(G) < 2".

2. On suppose qu’il existe un morphisme injectif du groupe G L,,(K) dans le groupe
GL,,(L). Montrer que n < m.

3. Existe-t-il un isomorphisme de groupes entre GL,(Q) et GL,,(R) ? entre GL, (R)
et GL,(C)?

BNS

Pour quelles valeurs de n existe-t-il un sous-groupe de GL,(R) isomorphe au groupe
additif (Z/4Z)*?

I11.1.242| ENS

Déterminer les morphismes f : t +— (fi;j(t))i<ij<n de (R*,-) dans (GL,(C),") tels que
chaque f;; soit une fraction rationnelle.

I11.1.243 | ENS

Soit n > 2, G un groupe abélien fini et K un corps commutatif. Etudier les morphismes
de GL,(K) dans G. On étudiera le cas K = C puis K = R et enfin K = Z/qZ avec
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ENS

Soit M € SLQ(Z)

1. On suppose qu'il existe n € N* tel que M" = I,. Montrer que l'ordre de M dans
SLy(7Z) est au plus 6.

2. On suppose M d’ordre 4.

Montrer que M est conjuguée dans G Ly(7Z) a la matrice <(1) _01)

3. On suppose M d’ordre 3.
Montrer que M est conjuguée dans GLo(Z) a la matrice <? :})

ENS

Soit p > 3 un nombre premier et M une matrice de GLo(Z/pZ).

L’application X + M X est une permutation de (Z/pZ)*. Quelle est sa signature ?
Indication : on pourra utiliser sans le redémontrer le fait que (Z/pZ)* est un groupe
cyclique.

ENS

Soit A un anneau commutatif et G = SLy(A) 'ensemble des matrices 2 x 2 & coefficients
dans A et de déterminant 1.

1. Montrer que GG est un groupe pour le produit matriciel.

2. On prend A = Z/pZ avec p premier. Calculer Card(G). Dans le cas p = 2, étudier
Iordre des éléments de (G, reconnaitre un groupe connu isomorphe a G.

3. On prend A = Z/2"Z. Quel est le cardinal de G 7 Montrer que tout élément de G
a un ordre inférieur ou égal & 3 - 2771,

ENS

1. Soit G un groupe fini de cardinal p™ (avec p premier et m dans N*) qui opeére sur
un ensemble fini non vide de E. On considere

E¢={rcE|VYgeqG, g -v=x}

Montrer que |EY| = |E| mod p.
2. Soit H un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Montrer que
H contient un élément d’ordre p (lemme de Cauchy). On pourra, pour ce faire,

utiliser une opération de Z/pZ sur 'ensemble E des (z1,...,z,) € H? tels que
T1Ty - Ty = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n et m dans N* tel que, pour tout x € H, 2™ = e.
Montrer que n divise une puissance de m.
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[11.1.248] x

Soit G' un groupe fini et a € G.

1. Montrer que le nombre de conjugués de a est égal a I'indice dans G' du centrali-
sateur de a.

On suppose que G est de cardinal p™ avec p premier et m > 1.
2. Montrer que le centre de G est d’ordre p* avec 0 < k < m.

3. On suppsose m = 2. Montrer que GG est abélien.

ENS

Soit GG un groupe et H un sous-groupe de G d’indice infini, c’est-a-dire qu’il existe une
suite infinie (z,)neny d’éléments de G telle que les z,, H soient deux a deux distincts.
Soit Hy, ..., H, des sous-groupes de G tels que G = HU H, U ---U H,,.

Montrer que G = Hy U --- U H,,.

[11.1.250] x

Soit X un ensemble et G' un sous-groupe fini du groupe Sy des bijections de X.
Pour tout y € X, on note X, = {g(y) | g € G} Vorbite de y sous l'action de G et
Gy ={9 € G| g(y) =y} le stabilisateur de y dans G.
1. Pour tout y € X, prouver que |G| = |G, - | X,
2. Montrer que pour tout (z,y) € X?, si x € X, alors X, = X,,.
3. (a) Désormais, X est la sphére unité de R® munie de sa structure euclidienne
canonique et G un sous-groupe fini du groupe des rotations.
Onnote T ={X, |y € X} et pour tout T'= X, € T, v(T) = |G,
Prouver que

2G| 2= > (v(T) - DIT].

TeT

(b) Quelles sont les valeurs possibles de v(T) ?

[11.1.251] x

On considére le sous-ensemble A de CV+>l défini par
A={z— P(x)+Qx)Va® = 1| (P,Q) € C[X]}.

1. Montrer que A est un anneau. Vérifier que tout z € A s’écrit de maniére unique
sous la forme z = P + e@ avec P et ) dans C[X], ou e désigne lapplication
x—va?—1.

2. Montrer que z = P + (@) est une unité de A si, et seulement si,
N(z)=P?—(X?-1)Q? € C~.
3. Montrer qu’il existe zg € A tel que

Uy={z€A|N(z)=1} ={xz | n € Z}.

4. Expliciter les couples (P, Q) € C[X]? qui vérifient P? — (X% —1)Q* = 1.
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ENS

Soit A un anneau et (a,b) € A% On suppose 1 — ab inversible.
Montrer que 1 — ba est inversible.

ENS

On note 7(n) le nombre de diviseurs positifs de I'entier n. Montrer que

n

iﬂm:z{ZJ:?;{ZJ-ﬂ o =Ll

k=1 k=1

ENS

1. Une fonction f : N* — R est dite complétement multiplicative si pour tout couple
(a,b) € (N*)?, on a f(ab) = f(a)f(b). Déterminer toutes les applications comple-
tement multiplicatives. Quelles sont celles qui sont croissantes ?

2. Une application f : N* — R est dite multiplicative si on a f(ab) = f(a)f(b)
lorsque a et b sont des entiers naturels premiers entre eux. Montrer qu’une appli-
cation multiplicative croissante est completement multiplicative.

ENS

Soit n € N, a € N, avec a > n > 2. Montrer que ’équation

2 2
xl_i_..._i_xn:axl...xn

n’a pas de solution entiere autre que (0, ...,0).

ENS

Soit p un nombre premier de Sophie Germain, ¢’est-a-dire un nombre premier impair tel
que g = 2p+ 1 soit premier. On se propose de prouver le théoreme de Sophie Germain :

I n’existe pas de triplet (z,y,z) € Z> tel que xP + yP + 2P = 0 et vérifiant
xyz Z0 mod p.

1. On raisonne par 'absurde. On suppose donné dans la suite un triplet (z,y, 2) € Z*
tel que 2P +yP + 2P = 0 et xyz 0 mod p.
Montrer qu’on peut supposer pged(x,y,z) = 1 et qu’alors, x,y, z sont premiers
entre eux deux a deux.
p—1
2. Montrer qu’il existe deux entiers a et o tels que 42z = a? et Y _(—2)
k=0
Etablir I'existence de deux entiers b, c tels que z +y = c? et © + 2z = DP.

p—1-k P

k:Oé.

Y

3. Si m € 7Z n’est pas divisible par ¢, montrer que m? = +1 mod ¢. En déduire
qu'un et un seul des trois entiers x,y, z est divisible par g. On supposera que
c’est x.

4. Etablir successivement les congruences suivantes, toutes modulo ¢ :
W+ —a?=0, a=0, y=da’ et of =py* '

Obtenir un contradiction et conclure.
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[11.1.257] Bns

1. (a) On dit qu'un polynéme non nul de Z[X] est primitif si le pged de ses co-
efficients est égal a 1. Montrer que le produit de deux polynoémes primitifs
de Z[X] est primitif.

(b) Pour A € Z[X] non nul, on appelle contenu de A, et on note ¢(A) le pged des
coefficients de A. Soit A et B deux polynémes non nuls de Z[X]. Montrer
que c(AB) = ¢(A)e(B).

2. Soit A=a, X"+ -+ a1 X + ayp € Z[X] et p un nombre premier.

On suppose que :
e p ne divise pas a, ;
o pdivise ag, a1, ...,0,_1;
« p? ne divise pas ay.

Montrer que A est irréductible dans Q[X].

[11.1.258 ] BNs

2im

Soit w = e , ol p est premier, et , = XP~ 1+ ..+ X +1 (p°™€ polynéme cyclotomique).

1. On admet que ®, est irréductible dans Q[X]. Démontrer que 'ensemble Z des
polynémes annulateurs de w dans Q[X] est ®,Q[X].

2. Montrer que le polynome (X +1)P"14-. .4 (X +1)+1 est irréductible dans Q[X].

3. En déduire que @, est irréductible dans Q[X].

4. Démontrer que .

Qe | ={QWw) | Q € QIX]}

est un corps, appelé corps cyclotomique. Quelle est sa dimension comme espace
vectoriel sur Q7

[11.1.259] x

1. Déterminer les automorphismes de la K-algebre K[X].

2. Déterminer les automorphismes de la K-algebre K(X) des fractions rationnelles
a une indéterminée.

[11.1.260] x

1. Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. Montrer que G est soit dense
dans R, soit de la forme aZ avec a > 0.

2. Soit a et B deux réels non nuls. Discuter la nature du sous-groupe additif qu’ils
engendrent.

3. Soit 5 ¢ Q. Montrer que SN + Z est dense dans R.

4. Soit 6 ¢ 27Q. Montrer que {e™ | n € N} est dense dans le cercle S* de C. En
déduire I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (sin(n)),>o.

[11.1.261] x

Déterminer le groupe des homographies f de C laissant invariant D, (i.e. telles que
f(Do) = Dyg), ot Dy est le disque fermé de centre 0 et de rayon 1.
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[11.1.262] x

Etant donné un groupe abélien G, on dit que (e1,...,€6,) € G™ est une base de G si
tout élément x de GG s’écrit de maniere unique

x:k1€1+l€262+"'+kn6n7 ou (k’l,k’g,...,]{n>€Zn.

Soit G un groupe abélien possédant une base (eq,...,e,).

1. Si(e1,...,&n) est une famille de m éléments de G, on écrit pour 1 < j < m,

n
g = Z kije; avec les k;; dans Z.

i=1
Montrer que (g1, . .., &,,) est une base de G si, et seulement si, m = n et la matrice
P = (kij)léi,jgn est dans GLH(Z)

2. On considere un sous-groupe G’ de G. Montrer que G’ admet une base de cardinal
r < n.

11.1.263 | x
1. Soit u = (uy,...,u,) € Z" et
u o " — 7
(T1, ..y Tp) +—> Zuzajl
i=1
On suppose qu'il existe z € Z™ tel que u(x) = 1.

Démontrer que Z" = Zx & Ker(u).

2. Prouver que z € Z" est la premiere colonne d’une matrice inversible de M, (7Z)
si, et seulement si, ses composantes sont des nombres premiers entre eux.

[11.1.264] x

Soit G un groupe fini d’ordre 2n avec n impair.
1. Montrer que G possede un élément d’ordre 2.
2. Montrer que GG possede un sous-groupe d’ordre n.

3. Donner un contre-exemple si n est pair.

I1.1.265 | ENS Lyon

1. Soit p un premier impair.
(a) Montrer que (Z/pZ)* contient 2% carrés.
(b) Montrer que tout élément de Z/pZ s’écrit comme somme de deux carrés.

2. Soit n € N* impair. Montrer que tout élément de (Z/nZ)* est somme de deux
carrés.
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x

Soit G un sous-groupe fermé de SL,(R), non commutatif, tel que G = —G et pour
tout M € G\ {Iy, — L}, |Te(M)| > 2.

Soit GO =G \ {[2, —IQ}

1. On munit M5(C) d’une norme d’algebre quelconque. Pour A € My(C) telle que
|A]| < 1, on pose :

+oo An
In(l, + A) = Z(—m“?.
n=0

Montrer que, pour toute matrice A € M,(C) telle que ||[A — L] < 1, on a
exp(In(A)) = A.
On suppose qu'il existe une suite (A, ),en de Go qui converge vers .

2. Montrer qu’il existe une matrice H € My(R) de norme 1 telle que, pour tout
t e R,
exp(tH) € G.

3. En déduire qu’il existe P € GLy(R) telle que

A0

-1

iy 2
soit dans G pour tout A € R*,

Montrer que cela est contradictoire avec G non commutatif. En déduire que Gy
est fermé.

[11.1.267] x

Soit V' un espace euclidien de dimension 3, £ = R x V muni de la structure euclidienne
produit. On note (pg, p) un élément de E. On pose, pour tous p et g dans E,

g = (Pogo — (P, @), pod + qoP’ + DA Q).

On admet que cette loi est associative et que ||pq| = ||p|llq||-

1. On note U la sphere unité de E.
Montrer que U est un groupe (appelé le groupe des quaternions).

2. On pose, pour p € U et z € E, a,(x) = prp~*. Montrer que 'application p — a,
est un morphisme de U dans le groupe des rotations de {0} x V.

BNS Ulm 2025

1. On note G le groupe des déplacements du plan, i.e. des fonctions

f.: C — C
z —> az+b

oua € Uetbe C. Montrer que si H est un sous-groupe de G, alors H est discret
si, et seulement si, 'orbite de tout z € C sous 'action de H n’as pas de point
d’accumulation.

2. Et si G désigne le groupe des similitudes directes ?
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ENS MP

Soit G un groupe, d € R% et s 'ensemble des applications f de G' dans R telles que :

V(z,y) € G, |f(zy) — f(z)f(y)] <0

1. Montrer que, si f € FEjs n’est pas bornée, alors, pour tout (z,y) € G?, on a
flay) = f(@)fy).

2. Trouver C' > 0 tel que, pour tout f € Es, on ait soit pour tout x € G, |f(x)| < C,
soit pour tout (z,y) € G%, f(zy) = f(z)f(y).

ENS MP

Soit (G,-) un groupe. Si f est une fonction de G dans R, on dit que f est un quasi-
morphisme s’il existe C' > 0 tel que :

V(z,y) € G*,  |f(zy) = flz) = fy)l < C
et que f est un quasi-caractére si
V(n,z) € Zx G, f(z")=nf(x).

Montrer que, pour tout quasi-morphisme M de G dans R, il existe un unique quasi-
morphisme qui est aussi un quasi-caractere () de G dans R tel que M — () soit bornée.

ENS

Soit n € N*. Montrer qu’il existe un morphisme injectif de 5, dans A, ;.

ENS MP

Soit G un groupe.

1. On suppose que G possede un nombre fini de sous-groupes. Montrer que G est
fini.

2. Le résultat de la question précédente subsiste-t-il en remplacant « fini » par « dé-
nombrable » 7

[11.1.273] x me

Soit G’ un groupe fini. Pour x € GG, on note 7 la classe de conjugaison de x :

T={gxg™" | g€ G}.

On dit que x est ambivalent si x~! € 7.

1. Montrer que si une classe de conjugaison contient un élément ambivalent, alors
tous ses éléments le sont. Une telle classe est dite ambivalente.

2. Pour x € G, soit p(x) le nombre de g € G tels que g*> = z. Montrer que

> p(x)?

reG

N
|Gl

est le nombre de classes de conjugaison ambivalentes de G.
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ENS

Montrer que l'ordre de toute matrice A de GLo(Z) est infini ou égal a 1, 2, 3, 4, ou 6.
Montrer que dans chaque cas hormis 1, il existe une infinité de matrices de cet ordre.

[11.1.275] x

Soit Ny, ..., N, des entiers non nuls, deux a deux distincts. On pose
q
i=1

pour k € Z et on suppose que pour tout k € Z, P, divise Pj.
1. Montrer qu’il existe i € [1, ¢] tel que |N;| = 1.
2. On suppose de plus que, pour tout 1 <7< g, ona N; > 1.
Montrer que Ny, ..., N, sont les ¢ premiers entiers naturels non nuls.

BN 2021

Soit v = (ay,...,a,) € Z™ tel que pged(ay, ..., a,) = 1.
Montrer qu’il existe M € GL,(Z) telle que la premiere colonne de M est v.

ENS Lyon 2021

Soit ¢ > 2 un nombre premier. On pose F, = Z/qZ.
Soit encore P € F [ X, ..., X,] tel que deg(P) < n(q—1).

Montrer que :
> P(b) =0.
beF?

Rappel : on définit le degré d’un polyndéme a plusieurs indéterminées comme la plus
grande somme des puissances de ses mondmes.

X MP 2021

On fixe un nombre premier p. On note F, le corps Z/pZ, P I'ensemble des polynémes
unitaires de F,[X], H le demi-plan des nombres complexes de partie réelle strictement
supérieure a 1.
1. Soit s € H. Montrer que la famille (p~*48U)) ..p est sommable : on note £(s) sa
somme dans la suite de I’énoncé.

2. On note D l'ensemble des polynémes unitaires de F,[X] qui sont sans facteur
carré, autrement dit sans facteur multiple dans leur décomposition en facteurs
irréductibles. Soit s € H. On note :

Ea(s) = p ),

FeD

Montrer que :
_ &(s)
&a(s)

3. Soit k > 2 entier. Montrer qu’il y a exactement p* — p*~! polyndémes unitaires
de F,[X] de degré k et sans facteur carré.

£(2s)
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[11.1.279] x

1. Démontrer que 1'équation a? —2b* = 1, d’inconnue (a, b) € N2, admet une infinité
de solutions. Déterminer 'ensemble des solutions.

2. Que dire de I’ensemble des solutions de I’équation a? — 2b> = —17

X 2024
Soit n € N et P € Z[X] de degré majoré par n. Soit A le pged de P(0),..., P(n).
Démontrer que A divise P(k) pour tout k € Z.

ENS MP

Soit o € 5. Déterminer la signature de la permutation u, de S,, définie par :

Vg € S, po(g) =0o0g.

ENS Lyon MP

Soit ¢ > 2 un entier. On se donne un caractére non trivial x sur le groupe des inversibles
(Z/qZ)*, c’est-a-dire un morphisme de groupes non constant :

x: ((Z/qz)", ) — (U, ).

Pour tout m € Z, on pose alors x(m) = 0 si g n’est pas premier avec m et x(m) = x(m)
sinon (ou M désigne la classe de m modulo q).
) . x(m) . :
1. Démontrer que la série Z ——— converge sl et seulement si s > 0.

m=>1

+oo
m
2. Démontrer que la fonction s — Z LS)

m=1

est de classe C* sur R%.

Centrale MP

1. Montrer que I’ensemble des nombres premiers est infini.

2. Pour n € N\ {0,1}, on note p(n) le plus grand diviseur premier de n et on note
E={neN\{0,1} | p(n) <p(n+1) < p(n+2)}.
Soit ¢ un nombre premier différent de 2. Pour n € N*, on note
Up=¢> —1 et v, =¢> +1.

Montrer que :
u, ¢ E <= p(u,) = q ou p(v,) < q.
3. Montrer que :

Un

V(m,n) e N*, m#n = (2)/\():1.

4. En déduire que E est infini.
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I1.1.284 | Mines-Ponts 2025

Soit m,n € N* tels que pged(m,n) =1 et p un nombre premier.
On définit la matrice S € M, (Z) par :

1 sii—1=3j
Sij: pm 512:1etj:n
0

sinon

1. Montrer qu’il existe un couple (a,b) € Z? tel que
<paSb)n = p]m

ou I, désigne la matrice identité d’ordre n.
2. On note U = p2S°. Soit (Ag, A\i,..., A1) € Z™ avec A\g Z 0 mod p.
Montrer que

n—1
> MUY € GL,(Q).

k=0

3. Montrer que, pour tout (Ag, A1,..., A,—1) € Q" \ {0}, on a :

n—1
S NUF € GL,(Q).

k=0

4. En déduire que le polynome X" — p™ est irréductible dans Q[X].

[11.1.285] x mp

1. Soit (A, +,) un anneau tel que 2> = x pour tout z € A. Montrer que A est
commutatif.

4

2. Montrer que la conclusion subsiste si on suppose que x* = x pour tout z € A ou

bien si on suppose que x® = x pour tout x € A.

I1.1.286 | Mines-Ponts 2025

On considere 'application
f N — N
n — H d

din
d<n

Déterminer les entiers n tels que f(n) = n.

ENS MP

Pour n € N*| g(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de n comptés avec leur
multiplicité ; par exemple, g(5?) = 2. Calculer, pour n € N*, Z(—l)g(d).
dln
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ENS MP

Si n € N*, on note o(n) la somme des diviseurs de n dans N*. On dit qu'un élément
P € N est parfait si o(P) = 2P.

1. Soit p € N* tel que 2P — 1 premier. Montrer que p est premier.

2. Montrer que, si p est un élément de N* tel que 2P —1 est premier, alors 2°P~1(2F —1)
est parfait.

On admet dans la suite que tout nombre parfait pair est de la forme précédente.
Soit un nombre parfait pair, que I'on écrit donc sous la forme P = 2P~1(2FP — 1)
ou p € N* est tel que 2P — 1 est premier. Dans les questions 3,4, 5, on suppose

p#2
3. Déterminer la classe de P modulo 12.

4. Montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas des carrés.

5. En considérant la classe de P — 1 modulo 4 et celle de P + 1 modulo 3, montrer
que P —1 et P+ 1 ne sont pas parfaits.

6. Montrer qu’il n’existe pas de couple de nombres parfaits consécutifs.

7. Prouver le résultat admis.

I1.1.289 | Mines 2023

Soit A={neN|2"+1=0 mod n}.
1. Montrer que 3 est 'unique nombre premier appartenant a A.

2. Montrer que A contient toutes les puissances entieres de 3.

ENS MP/MPI

Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour tous x,y, s,t € S, la condition
r+y = s+t implique que {x,y} = {s+t}.

1. Les ensembles {1,3,6} et {1, 3,6, 10,15} sont-ils directs ?

2. Trouver un ensemble infini direct.

3. Montrer I'existence de deux constantes A, B > 0 telles que, pour tout n € N* :

(a) pour tout ensemble direct S inclus dans [0,n], on ait |S| < By/n;
(b) il existe un ensemble direct S inclus dans [0, n] tel que A¢/n < |S].

4. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S+ S =N?
5. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S + S 7

6. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que S+ S =77

ENS MP/MPI

Soit A un anneau tel que tout élément a € A est nilpotent ou idempotent, c’est-a-dire
tel que a® = a.

1. Montrer que tout élément de A est idempotent.
2. Montrer que A est commutatif.

3. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n € N* tel que A soit isomorphe
a (Z/nZ)".
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11.1.292| ENS Lyon MP/MPI

On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d = O(n®) pour tout € > 0.

ENS MP/MPI

Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque nz # 0 pour tout
n € N* et tout = € A\ {0}. Un ordre de groupe sur (A,+) est une relation d’ordre
totale < sur I'’ensemble A telle que :

V(z,y,2) €A%, 2<y = v+2<y+z

1. Montrer que si (A, +) posséde un ordre de groupe alors il est sans torsion.
2. Montrer que (Z",+) posséde un ordre de groupe pour tout n € N*.

3. Soit n € N*. Montrer que tout sous-groupe de Z" est isomorphe a Z™ pour un
entier m € [0, n].

ENS MP/MPI

Soit A un anneau commutatif. Pour n € N*, on note
En(A) = {C%—f—---—f-ci | (017---acn) € An}

1. Montrer que ¥5(A) est stable par multiplication.
2. Est-ce que X3(A) est stable par multiplication quel que soit 'anneau A envisagé ?

3. On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est
une puissance de 2. Soit cy,...,c, dans A et s = S7_, c2. Montrer qu'il existe
une matrice M € M, (A) dont la premiere ligne est (61 cn) et qui vérifie
MMT = MTM = sI,.

4. En déduire que gn(A) est stable par multiplication.

ENS MP/MPI

Soit H = G i) € M(Z). On note :

Cy={M e GLy(Z)| MH = HM?.

1. Montrer que Cy est un sous-groupe infini de GLy(Z).
2. Montrer que Cy = Z[H| N GLy(Z), ou Z[H| = {zI, + yH | (z,y) € Z*}.

3. Montrer que Cy est isomorphe a (Z/27) X Z et en donner un systeme de géné-
rateurs.

I1.1.296 | ENS Lyon MP/MPI

Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GLs(C) tel que l'on ait
Vect(G) = Ms(C). Si Gy et G5 conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?
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I1.1.297| ENS Lyon MP/MPI

On considére I’équation 2¢ + 3° = 5¢ ol (a, b, c) € N3,
1. Résoudre I’équation dans le cas ou a = b = c.
2. Traiter le cas b impair.
3. Traiter le cas ¢ impair.

4. Traiter le cas général.

ENS MP/MPI

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que la matrice
(a Cf) soit positive, puis définie positive.
2. Soit (a,b,c) € [~1,1]3. On suppose que 1+ 2abc > a* + b* + ¢*. Démontrer que,

pour tout n € N*,
1+ 2(abe)™ > a® + b*" + ™.

ENS MP/MPI

Soit (m,n,p) € (N*)3, avec p premier supérieur ou égal & 5, m et p premiers entre eux.

1. Montrer que (np) =0 mod p.
m

np =~ (p(n=1)\ (p
2. Mont = :
ontrer que (mp) kZ:% (mp )
3. Montrer que (np) = (n) mod p*.
mp m

2
L’objectif de la suite est de montrer que < p) =2 mod p°.

-1
4. Montrer que, pour tout k € [1,p], (Z 1) =41 mod p.

-1
5. Montrer que Z ( ? ) =0 mod p.
k=1

6. Conclure.

X MP/MPI 2024

Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4 et 'ensemble
S ={(r,y,2) € N’ | p=a® + 4yz}.

Pour tout (x,y,z) € S, on pose :
e siz<y—z flx,y,2) = (x+2z,2,—c+y—2);
e siy—z<x <2y flr,y,2) =y —z,y,x —y+2);
o siz>2y, f(r,y,2) = (x —2y,x —y+ z,y).

Montrer que f définit une involution de S.
En déduire que p s’écrit u? + v? avec (u;v) € N2
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ENS MP

Pour n € N*| soit g(n) des ordres des éléments de S,,. Pour quels n l'entier g(n) est-il
impair ?

[11.1.302] x me

Soit a,b € N, (,)nez €t (Yn)nez deux suites a valeurs dans un ensemble F, respective-
ment a-périodique et b-périodique. On suppose qu’il existe a + b — a A b entiers relatifs
consécutifs tels que z,, = y,,. Montrer que (z,,)nez = (Yn)nez-

[11.1.303] x mp

Soit p > 3 un nombre premier. On définit 'application v de Q dans Z U {+o0} en

posant v(0) = +oo et, si (a,b, k) € Z* X Z* X Z vérifie aNb=abAp =1, v (pkz> = k.
1. Pour tout (z,y) € Q?, montrer que :
v(zy) =v(x) +o(y) et v(zx+y) > min(v(z),v(y)).
2. Pour tout n € N*, montrer que v(n!) < pﬁ T
3. Soit P =" a;X* € Q[X]. Pour i € N, soit v(P) = min{v(a;) | j € N,j > i}.

keN
On fixe m € N, R = (X — m)P. Montrer que :

Vie N, o (R) > oO(P).

4. Soit (dp)nen € ZN et, pour n € N,
" (n
by = <k>dkpk.
k=0

Montrer que, si la suite (b, ),en s’annule une infinité de fois, elle est identiquement
nulle.

[11.1.304] x mp

Soit P I'ensemble des nombres premiers.

On pose :
U(z)= > In(p) et T(z)= > \Il(x>
pEP,aEN* 1<n<z n
p¥<w

1. Montrer que :

T(z)= > In(n)==zIn(z) — =+ O(In(z)) quand n — +oo.

1<n<x

2. Montrer que :

T(z) — 2T (;”) = Y (-1 (”’”) — 2 1n(2) + O(In(z)).

n<x n
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ENS MP

Pour n € N*, on note g(n) le maximum des ordres des éléments de S,,. Montrer que :

N, i 20 oo
n—-+oo n

Mines 2017

Soit GG et H deux groupes cycliques. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que G x H soit cyclique.

Mines 2017

Déterminer les n € Z vérifiant n'> =n mod 42.

ENS MP

Soit (G, +) un groupe abélien. On définit ¢ : P(G) — NU {400} comme suit. Soit A
incluse dans G. On considere les parties B de A telles que pour tous éléments distincts
betd de B, b+ n'est pas dans A. On note p(A) le plus grand cardinal d’une telle
partie B.

1. Déterminer ¢(A) si A est un sous-groupe de G.
2. Montrer que si A est la réunion de k& € N* sous-groupes de G, alors ¢(A) < k.

3. Ici G = Z. On suppose A incluse dans N* et Card(A) = 2%, ou k est un entier
strictement positif. Montrer que p(A) > k + 1.

ENS MP

Soit p un nombre premier. On admet que le groupe multiplicatif du corps F, est cy-
clique. Soit un entier n > 0. Pour tout @) de F,[Xy, ..., X,] on pose :

Sn(Q) = Z Q(z1,. .., xp).

($1,---7$7L)6]F$

1. Soit @ un élément de F,[X] de degré strictement inférieur a p — 1.
Montrer que S;(Q) = 0.

2. On considere des polyndmes de n variables Fi, ..., F,, sur F, dont la somme des
degrés est strictement inférieure a n.

On note :
V={(21,...,2n) €F) | Vi€ [1,m], Fi(x1,...,2,) = 0}.

Montrer que p divise le cardinal de V. Montrer que si le terme constant de

chaque F; est nul, alors V' contient un autre élément que (0, ...,0).
3. On suppose n > 2 et on donne des entiers aq,...,as, 1. Montrer qu’il existe
i1,...,1%, distincts tels que :

a;, +---+a;, =0 mod n.

4. Prouver le résultat admis.
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ENS MP

Soit G un groupe fini de cardinal n > 2. Soit £ un entier strictement positif. Soit
g = (g1,...,9%) un élément de G*; on note k = v(g). On note A(g) I'ensemble des
produits ¢;, - -+ gi,, ou 0 < s < ket 1 <iy <--- <iy <k, et alg) =|A(g)]- On note £
la réunion des G*.

1. Soit g € FE tel que A(g) = G. Montrer que v(g) = logy(n).
2. Soit g € E. Montrer l'existence de = dans G tel que, ¢’ étant (g, z) :

| _ale) (l_a<g>>2

3. Etablir I'existence de g dans F tel que A(g) = G et v(g) < log,(2n1n(n)).

Mines 2017

Déterminer les n € N* tels que ¢(n) divise n, ou ¢ désigne 'indicatrice d’Euler.

ENS MP

Soit p un nombre premier, n4, ..., n, des entiers strictement positifs. On note d le plus
grand commun diviseur des n;. Montrer que le polynéme
X”l—l—-“—i—X"”—p
Xd—1

est irréductible dans Z[X].
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2 Algebre linéaire

X-ENS

Soit n € N, ay,...,ap, b,...,b, des nombres complexes tels que a; + b; # 0 pour tous

1 <1,7 < n. Calculer :
1
det ( > )
a; + bj 1<i,j<n
I1.2.2 | Mines-Ponts

Soit n € N* et f: M, (R) — M, (R) définie par f(M)= M + M”.
1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. L’application f est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer les sous-espaces propres de f.

X PC 2012

Soit A et B deux matrices de M, (C). Montrer que les deux affirmations suivantes sont
équivalentes :

i) Les matrices A et B ont une valeur propre commune.
ii) Il existe M € M,,(C) non nulle telle que AM = MB.

[11.2.4] x

Calculer :

det ((ngd(i> j)) 1<z‘,j<n> '

I1.2.5| Mines-Ponts MP 2018

Soit n > 2 un entier.
Résoudre dans M, (R) I'équation A = com(A), o com(A) est la matrice des cofacteurs
de A.

I1.2.6 | Mines-Ponts MP
Soit A, B deux matrices de M, (R) telles que AB — BA = A. Montrer que la matrice A
est nilpotente.

ENS 2024
Soit A € GL,(R) telle que pour tout k € N*, il existe M € M, (Z) telle que M* = A.
Que dire de la matrice A7

Mines-Ponts PC 2023
Soit n € N* et X, Y deux vecteurs de M, ;(R). On pose M = XYT.
Etudier la diagonalisabilité de M.
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X-ENS

Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) formé unique-
ment de matrices diagonalisables ?

I1.2.10| Mines-Ponts MP 2015

Soit A et B dans M,,(Z) telles que det(A) et det(B) sont premiers entre eux. Montrer
qu’il existe deux matrices U et V dans M, (Z) telles que AU + BV = I,,.

[11.2.11] x

Soit A € M, (R). Résoudre I'équation X + X7 = Tr(X)A, d’inconnue X.

I1.2.12 | Mines-Ponts PC 2024

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit K un corps et A, B deux matrices de M, (K).
L’égalité (AB)? = 0 implique-t-elle (BA)> =07

BNS PO

Soit A € M3(R) une matrice symétrique. On suppose que
Tr(A) =3, Tr(A?) =5, Tr(A%) =0.

On note &€ l'ensemble des matrices M appartenant M3(R), symétriques et telles que
Tr(AM) =1 et Tr(A*M) = 3. Déterminer min {Tr(M?) | M € £}.

I1.2.14 | Mines/Centrale

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit p,q,r trois projecteurs de V
tels que p = \/§q + \/gr. Montrer que p=q =r = 0.

I1.2.15| Mines-Ponts

Montrer que la famille {|z — a| | a € R} est libre dans C(R, R).

I1.2.16 | Mines 2014

Soit A une matrice carrée réelle. On suppose que la suite (A"),cy converge vers une
matrice B. Montrer que la matrice B est diagonalisable et de spectre inclus dans {0, 1}.

I1.2.17 | Mines-Ponts MP/PC 2023

Soit M = (m; ;)1<i j<n Une matrice orthogonale de M, (R). Montrer que

<n< ) [mi| < nt.

1<i,j<n

Z M

1<i,5<n

I1.2.18 | Mines-Ponts MP 2008

Soit 8 € R et n € N*. Calculer le déterminant de taille n :

2cos(f) 1 0
D)= 1
0 1 2cos(0)
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I1.2.19 | Mines-Ponts MP 2023

Soit A et B deux matrices de M, (C).

1. On suppose A inversible.
Montrer que AB et BA sont semblables.

2. Que dire si A n’est pas inversible 7

ENS PC 2023

Soit A, B € M,(R).
1. Si A+iB € GL,(C), montrer qu’il existe ¢t € R tel que A+ tB € GL,(C).

2. Si les matrices A et B sont semblables dans M,,(C), montrer qu’elles sont sem-
blables dans M, (R).

I1.2.21 | Mines-Ponts MP

Trouver toutes les matrices A € M,,(R) telles que det(A+ M) = det(A) +det(M) pour
tout M € M, (R).

Mines-Ponts PC

Soit n € N* et A, B, N € M, (C).
1. On suppose que A et B commutent. Factoriser A" — B™.
2. On suppose N nilpotente. Montrer que la matrice I,, — N est inversible.

3. On suppose N nilpotente et AN = NA. Montrer que A — N est inversible si et
seulement si A est inversible.

Mines
Soit A € M3.4(R) et B € Myy3(R) telles que :
0

1
AB=|1 0
11

[ RS

Montrer que la matrice BA est diagonalisable.

I1.2.24 | Mines-Ponts MP

Soit M € M, (C) possédant une unique valeur propre A € C. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) [N <1
ii) La suite (M").en converge vers la matrice nulle.

iif) La série Y M* converge.
keN

cop wp

Soit A € M,(R) telle que A3 = A+ 1I,,.
1. Montrer que A est diagonalisable dans M,,(C).
2. Montrer que X? — X — 1 admet une seule racine réelle et strictement positive.
3. En déduire que det(A) > 0.
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I1.2.26 | Mines-Télécom MP

Soit p un nombre premier.
On note K = Z/pZ et Ky[X] = {P € K[X] | deg(P) < 2}.

1. Calculer Card(K;y[X]).
2. Calculer le cardinal de I’ensemble des polynémes de Ky[X] non scindés.

3. En déduire qu’il existe des matrices de M»(K) non trigonalisables.

Mines-Ponts PC

Calculer, en fonction de n, le nombre de matrices de M, (R) qui sont orthogonales et a
coefficients entiers.

cop Mp
Soit n € N* et A € M,(R) telle que A*>+ A+ I,, = 0.
Montrer que n est pair.

CCP PSI 2005

Calculer le déterminant de la matrice

—a b c d
b —a d ¢
c d —a b
d c b —a

I1.2.30| Mines-Télécom 2019

, . N L 1 -1
Déterminer le polyndéme caractéristique de A =

2 4
Calculer, pour n € N, A™ de deux maniéeres différentes.

[11.2.31] x mp

Soit E un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de E tels que Im(p) C Ker(g). On
pose r = p+ q — pq. Montrer que r est un projecteur. Trouver son image et son noyau.

Mines

Soit n € N*. Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense

dans M, (C).

11.2.33 | X PC/MP/PSI 2022

Soit A € M, (R) symétrique. Montrer que Tr(A)? < rang(A)Tr(A?).
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CCINP MP 2023

Soit F un espace vectoriel réel et f un endomorphisme de E de rang 1.
1. Montrer qu’il existe A € R tel que f? = \f.
2. A-t-on Im(f) @ Ker(f) = E?
3. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Il existe ¢ € R* tel que ¢f est un projecteur.
i) fof#£0
iii) Im(f) @ Ker(f) = F

I1.2.35 | Mines-Télécom MP 2025
Soit n € N*. Résoudre 1'équation matricielle dans M, (R) :

M?> = M?
Tr(M) =n

I1.2.36 | Mines-Ponts PSI 2015

Soit M € My(Z) telle que M™ = I, pour un n € N*. Montrer que M'? = I,.

cop P 2021
Soit n € N* et A € M,(C) avec Tr(A) # 0.
On considere 'application

f - M(C) — M, (C)
M  — Tr(AM —-Tr(M)A

1. Montrer que f est un endomorphisme de M, (C).
2. Caractériser Ker(f) et Im(f).
3. Montrer que f est diagonalisable.

X-ENS

Soit n € N* et aq, ...,a,_1 € C. Calculer :

Qo a; az an—1
Ap—1 ‘
det : s
a2 a1
ay a2 ap—1 Qg

I1.2.39 | Mines-Ponts PSI 2019

On munit M,(R) de son produit scalaire canonique. Soit V' le sous-espace vectoriel
de M,,(R) formé des matrices de trace nulle. Soit J la matrice dont tous les coefficients
sont égaux a 1. Calculer la distance de J a V.
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I1.2.40| Mines-Ponts PSI

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de V. Prouver
que :
dim(Ker(f)) < dim(Ker(f?)) < 2dim(Ker(f)).

X PC 2016

Soit n,p € N tels que 1 < n < p, K un corps et A € M,.n(K), B € M, x,(K).
Que dire de det(AB)?

Mines-Ponts

Soit A, B € M, (R). Montrer que AB et BA ont les mémes valeurs propres.

11.2.43 | cCINP MP

Soit (E, (-,-)) un espace vectoriel euclidien et B = (e;)1<;<, une base ordonnée de E.
Soit encore f I'application définie, pour tout = € F, par :

flx) = i(x, er)er.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E, que f est symétrique, bijective et
que f admet des valeurs propres toutes strictement positives.

2. Montrer qu'il existe un endomorphisme de E tel que ¢g> = f~1.

3. Montrer que B = (g(€;))1<i<n est une base de E.

X PC 2020

Soit F un espace vectoriel euclidien et x,y deux vecteurs non nuls de E. Montrer que
x Y
2zl Il

1
lz = yll = 5 max (fl]], [ y]]) - ‘

X-ENS
Soit A € M, (C) telle que Tr(A*) = 0 pour tout k € N.
Montrer que la matrice A est nilpotente.

CCINP MP

Soit (E, (-, -)) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 3.
Soit a et b deux vecteurs unitaires et linéairement indépendants de E.
Soit encore u 'application définie, pour tout x € E, par :

u(z) = (x,a)b + (z,b)a.

—_

. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de F.

(\]

. Déterminer Ker(u).

3. En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de w.
(z,a)-(z,b)

4. Déterminer les extrema de f: 2z € E\ {0} — e
x
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Mines-Ponts MP
Soit K un corps et f : M, (K) — K non constante telle que, pour tout (A, B) € M, (K)?,
f(AB) = f(A)f(B). Montrer que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
i) f(A) =0
ii) A¢ GL,(K)

X-BNS

Soit n € N* et K un corps. Montrer que tout hyperplan de M, (K) rencontre G L,,(K).

Mines-Ponts PC 2023

Soit n € N tel que n > 2. Soit A € M,,(R) et H € M,(R) la matrice ayant tous ses
coefficients égaux a 1.

Montrer que pour tout ¢t € R, det(A + tH) det(A — tH) < det(A?).

I1.2.50 | Centrale PC 2010

Soit B = (ey,...,e,) une base ordonnée de R™.

Soit u = uje; + - -+ + upe,, OU U, ..., U, € R.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les composantes de u dans la base B
pour que le n-uplet (e; + u, ..., e, + u) soit une base de R".

X PC 2015

Soit f un endomorphisme de M,,(C).
On suppose que pour tout A, B € M,(C), f(AB) = f(A)f(B).
Montrer que f est soit injectif, soit nul.

X PG 2020

Soit G un sous-ensemble fini de GL,(R), non vide et stable par produit.

1. Montrer que I,, € G. Soit A € G. Montrer que A~! € G.
1

2. P=—— A.
On pose Card(G) %

(a) Soit A € G. Montrer que AP = PA et que P est un projecteur.
(b) Déterminer les ensembles G tels que P = I,,.

Centrale 2018

Une matrice A € M,(C) est dite a diagonale strictement dominante lorsque :
Vi € [[1,71]], ’Clul > Z‘CZZ]’
—
e

Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, alors A est inversible.
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X PC 2020

Soit p,n € N* tels que p < n et K un corps. Soit encore A € M, ,(K) et B € M,y (K).
On suppose que
I, C
AB= (" :
0 D

1. Calculer D.
2. Calculer BA.

I1.2.55 | Mines-Ponts MP /PSI

Quel est le nombre minimal de coefficients & modifier sur une matrice inversible pour
la rendre non inversible ?

I1.2.56 | Mines-Ponts

Soit n € N*; P un polynéme non constant de C[X] et A € M, (C) diagonalisable.
Montrer qu’il existe M € M, (C) telle que P(M) = A.

Mines-Ponts MP 2022

Soit A € M,,(C) telle qu’il existe p € N* vérifiant AP = 0.
1. Montrer que A™ = 0.
2. Calculer det(A + I,,).

3. Soit M € M, (C) telle que AM = M A.
Calculer det(A + M).
On pourra commencer par le cas ou M € GL,(C).

4. Le résultat est-il toujours valable si A et M ne commutent pas?

ENS

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E ayant
n valeurs propres distinctes. Montrer que v admet un nombre fini de sous-espaces
vectoriels stables. Combien y en a-t-il 7 Décrire ces sous-espaces.

[11.2.59] x

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de F nilpotent
d’ordre n. Montrer que u admet exactement n + 1 sous-espaces vectoriels stables, et
que ce sont les Ker(u¥) (0 < k < n).

I1.2.60 | Mines-Ponts

Soit E un espace vectoriel réel et u un endomorphisme de E tel que u® + u = 0. On
suppose que le rang de u est fini. Montrer que le rang de u est pair.

X-ENS

Déterminer l'espace tangent a O, (R) en la matrice identité.
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come

Soit A € M3(R) diagonalisable telle que dim(Ker(A)) = 2.
aA BA

avec a + 5 =~ et «, 3, non nuls.
~yA 0
1. Montrer que Xp = X~y4 - X—pA4-
2. Démontrer que dim(Ker(B)) = 2dim(Ker(A)).

3. Justifier que pour @ = —1, § = 3, la matrice B est diagonalisable, puis la
diagonaliser.

Soit B = (

I1.2.63 | Mines/Centrale

Soit ® I'endomorphisme de M, (C) défini, pour tout A € M,(C), par ®(A) = AT.
Déterminer det(®) et Tr(P).

BNS PO 2024

Résoudre dans M, (R) :

o . (11
wean (1),

Centrale

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢ un endomorphisme de E de rang 1
et f € GL(E). Montrer que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

i) f+9€ GL(E)
i) Tr(go [ ) # -1

Mines-Ponts MP 2019
Soit n,p € N* et A € M,«,(R), B € Myy,(R).
Montrer que p + rang(l, + AB) = n + rang([, + BA).

Mines-Ponts 2019
Soit £ = C*®(R,R) et D : E — E défini par D(f) = f'.
Existe-t-il un endomorphisme ¢ de E tel que ¢* = D?

I1.2.68 | Mines-Ponts PC 2015

Soit «, 5 € R. Pour tout M € M,(R), on pose :
d(M) =aM + BM™.

1. Montrer que ® induit un endomorphisme de M, (R).

2. Calculer le déterminant de ®. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que ¢ appartienne a GL(M,(R)).

3. Déterminer sous réserve de sens ® 1.
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[11.2.69] x mp

Soit F/, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f, g deux applications linéaires
de E vers F. Montrer que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

i) rang(g) < rang(f)

ii) Il existe un automorphisme h de F' et un endomorphisme k de E vérifiant 1’égalité
hog= fok.

X PC 2013

Montrer que toute matrice A de M, (R) est somme de deux matrices diagonalisables.

[11.2.71] x Po

Soit A = (a;j)1<i j<on € M2y (R) une matrice antisymétrique et A € R.
Montrer que le déterminant de A est égal au déterminant de la matrice (a;; +\)1<i j<on-

Mines-Ponts

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit u, v deux endomorphismes diagonalisables tels que u o v = v o u. Démontrer
qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices v et v sont simultanément
diagonales.

2. Plus généralement, soit u, ..., u,, une famille d’endomorphismes diagonalisables
de F commutant deux a deux, m > 1. Montrer qu’il existe une base de E diago-
nalisant tous les u;.

I1.2.73 | Mines-Ponts PC 2015

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Soit F un espace vectoriel réel de dimension n et v un endomorphisme de E tel
que u? = —Idg.

1. Montrer que n est pair.

2. Montrer que u ne laisse stable aucun hyperplan de FE.

Mines
Soit n € N* et A € M, (R) vérifiant A* + A% + 242+ A+ I, = 0.
Montrer que n est pair et que Tr(A) € Z_.

X-ENS

Soit n € N*, K un corps et A € M, (K) une matrice diagonalisable.
On note Aq,..., A, les valeurs propres de A et nq,...,n, leur multiplicité.

1. Calculer la dimension de K[A] et celle du commutant de A noté C'(A).

2. Montrer que dim(C(A)) = n si et seulement si 7 = n si et seulement si
C(A) =K[A].

X-ENS

Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que 'algebre des endomorphismes de E est simple.
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CCINP PSI 2022

Soit A € M, (R) telle que A(ATA)? = I,,.
1. Montrer que A est inversible.
2. Montrer que A est symétrique.
3. Montrer que A = I,,.

I1.2.78 | Mines-Télécom MP

1. Soit A € M5(C) non diagonalisable. Montrer qu’il existe « € C, N € M5(C) non
nulle, nilpotente et vérifiant A = aly + N.

2. Soit n € N. Résoudre I'équation M" = G _01>

X Ps1

Soit n € N* et B = (¢&;)1<i<n la base canonique de R™. Soit v un endomorphisme de R™
tel que u(e;) = e;41 81 € [1,n — 1] et u(e,) = 0.
Trouver les sous-espaces vectoriels de R™ stables par wu.

I1.2.80| Mines-Ponts PSI 2018

Soit P € C[X] de degré n € N. Soit (tg,t1,...,t,) un (n + 1)-uplet de nombres com-
plexes deux a deux distincts. Montrer que (P(X + to), P(X + t1),..., P(X +t,)) est
une base de C,,[X].

I1.2.81 | Mines-Ponts

Soit un polynéme P de R[X], P = a9 + a1 X + -+ + a,X™. Soit n + 1 nombres
réels distincts aqg, aq, ..., a,. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
(P(apX), P( X), ..., P(a, X)) soit une base de R, [X].

I1.2.82 | Mines-Télécom MP 2021

Soit [|-]] une norme sur M, (C) telle que, pour tout A et B appartenant a M, (C),
[AB| < [[Alll|B]]-
“+o0o n
1. Montrer que la série Z — converge vers une matrice que l'on notera e?.
= n!

2. Montrer que det(e?) = ™),

X ESPCI 2024

Montrer que 'espace vectoriel

{1eD 0, +ocl R) |V >0, () =af' (5}

est de dimension infinie.
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I1.2.84 | Mines-Ponts PSI 2023

Soit # €10, w[. On note £ I'ensemble des suites réelles (uy,),en vérifiant, pour tout n € N,
Upta — 2¢08(0)ups1 + u, = 0.

1. Montrer que E est un espace vectoriel réel. Donner une base.

2. Soit p € N*. Pour quelles valeurs de 6 existe-t-il une suite non nulle de E telle
que Uy = Upy =07

3. Soit A € M,(R) telle que pour tout (¢,7) € {1,...,p}*, a;; = 0ji—jj1-
Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

ENS PC 2019

Résoudre dans M, (R) I'équation e = —1,,.

[11.2.86] x

1. Soit aq, ..., a, des réels distincts deux a deux et ¢4, ..., ¢, des réels non tous nuls.
On pose f(t) = c1e™" 4 - - - + ¢,e™". Montrer que f admet au plus p — 1 zéros.
2. Soit a; < --- < apet by <--- < b, des réels.
On pose M = (eaibf) . Montrer que det(M) > 0.

1<i,5<p

X-ENS

Pour tout A € M,,(C), on définit la suite (Ag)r=o en posant Ay = A et pour tout k > 1 :
1
A=A <Ak_1 _ kTr(Ak_l)In) .

Montrer que A,, = 0.

I1.2.88 | Centrale MP 2007

Soit K un corps, n € N* et A € M, (K) une matrice de rang 1.
1. Montrer qu’un polynéme de degré inférieur ou égal a deux annule la matrice A.

2. En déduire que si Tr(A) # 0, alors A est diagonalisable. Que dire si Tr(A) =07

i
j)1<i,j<n
propres et ses vecteurs propres.

3. Montrer que la matrice A = ( est diagonalisable et trouver ses valeurs

[11.2.89] x

Soit E une espace vectoriel complexe de dimension supérieure ou égale a 1, et u un
endomorphisme de E. Montrer I'existence d’un unique couple (d, n) d’endomorphismes
de E tel que :

e u=4d+n,
e d et n commutent,

o d est diagonalisable et n est nilpotent.

Vérifier en outre que d et n sont des polynémes en wu.
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ENS Ulm MP

Soit A = (a;;) € M,(R) une matrice stochastique. Soit A une valeur propre de A de
module 1 et X = (z1,...,2,) € C" un vecteur propre associé.

1. Si z; est une composante de X de module maximal, montrer que Ax; est encore
une composante de X de module maximal.

2. En déduire que )\ est une racine m®¢ de 1'unité avec m < n.

3. On suppose que pour tout i € [1,n], a; # 0. Montrer que la seule valeur propre
de A de module 1 est 1.

I1.2.91 | Mines-Ponts PSI

Soit la matrice complexe

: O . 0 b
hoeee et e b a

Pour quelles valeurs de a et b la matrice A est-elle inversible ?

X MP 2022

Soit ® I’endomorphisme « moyenne de Cesaro » de CN défini par :

u0+...+un)
nEN'

®((un)oen) = (

n—+1

Déterminer le spectre, les sous-espaces propres et I’expression des vecteurs propres de
I’endomorphisme ®.

X MP 2006
Soit A € M,(C). On pose sim(A) = {P'AP | P € GL,(C)}.

Montrer que A est nilpotente si et seulement si 0 € sim(A).

I11.2.94 | Mines

Soit n > 2 et A € M,(C). On pose P4(X) = det(X 1, — A) et on note :

Pa(X) = > (=1 er(A) X",
k=0
1. Rappeler I'expression de x4 en fonction de Tr(A) et det(A).
2. Que valent co(A) et ¢1(A)?

Tr(A)? — Tr(A?
3. Montrer que c3(A) = x(4) 5 x )
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I1.2.95 | Mines-Ponts

Cas particulier :

1 0
Soit A= [1| et B=[1]| appartenant a M3y (R).
0 1

Soit encore M = ABT 4+ BAT.
1. Montrer que M est diagonalisable.

2. Calculer les valeurs propres de M.

3. Déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 et montrer qu’il est
orthogonal & Vect({A, B}). (L’espace est muni du produit scalaire canonique.)

Cas général :
Soit A et B appartenant a M, (R) linéairement indépendants.
1. Montrer que M = ABT 4+ BAT est diagonalisable.

2. Montrer que 0 est une valeur propre de M et déterminer le sous-espace propre
associé.

3. Donner une condition (suffisante) pour que A 4+ B soit un vecteur propre de M.

BNS MP 2023
Soit A € M,(C). On pose sim(A) = {P7'AP | P € GL,(C)}.
Montrer que A est diagonalisable si et seulement si sim(A) est fermée.

CCP MP

1. Soit P(X) = X" — X +1. Montrer que le polynéme P admet n racines complexes

distinctes z1, ..., z,.
1+2 1 .- 1
2. Soit A = 1
: : : 1
1 R

Montrer que det(A) =2 (—1)".

Mines-Ponts MP

Soit (€;)ieq1,....ny une famille libre dans un espace préhilbertien (£, (-,-)). On suppose

que :
n

Ve e B, |zl =) (w, ).

i=1
1. Montrer que pour tout i € {1,...,n}, |le;] < 1.
2. Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n}, |le;]|| > 1.

3. En déduire que (e;)icq1,...n} est une base orthonormée de FE.
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I1.2.99| Centrale PC 2024

Soit E 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour tout x € [0, 1], on définit G : E — E par :

G = [ " min(z, £) £ (1) dt.

1. Montrer que G est bien défini et est un endomorphisme de E.
2. Déterminer le noyau et I'image de G.

3. Déterminer les éléments propres de G.

cop Mp

On munit R™ de son produit scalaire canonique (-, -).
Soit f un endomorphisme symétrique de R™ a valeurs propres strictement positives.

1. Montrer que pour tout z € R™\ {0}, (f(z),z) > 0.
2. Soit u € R™. On considere :
f: R — R
(a) Montrer que les dérivées partielles de g existent, et les calculer.

(b) Montrer que g admet un unique point critique z.

(c) Montrer que g admet un minimum en z.

I1.2.101 | Mines-Ponts PC 2016

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel et soit f un endomorphisme de E tel que

Y(z,y) € E?, (z,y)=0 = (f(x), f(y)) =0.

Montrer qu’il existe k € Ry tel que, pour tout = € E, || f(z)|| = k||=]|.

I1.2.102| Centrale MP 2019

Pour tout n € N*, on pose £ = M, (C).

1. Soit r € [1,n]. Calculer com(diag(1,...,1,0,...,0)).
—_——

2. Montrer que pour tout (A, B) € E?, com(AB) = com(A)com(B).
3. En déduire rang(com(A)) en fonction de rang(A).
4. Soit ¢ : E — E, A rang(A).

L’application ¢ est-elle injective ? surjective ? Déterminer Im(yp).
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COINP PG 2021

1
On munit R[X] du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

1. Soit n € N. Calculer la norme de P, = y/n(1 — X)™.

2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme T" € R[X] tel que, pour tout polynéme
P e R[X], (T, P) = P(0).

cop Mp

1 a - a
10 --- 0
Soitae R,m>3et M,=1|. . | € M, (R).
10 --- 0
1. Déterminer le rang de M,. Donner une valeur propre évidente de M, et sa mul-
tiplicité.
2. Soit M € M,(C). On note Aj,...,\, ses valeurs propres comptées avec leur
multiplicité.

n n
Exprimer » Az et > A7 en fonction de M.
k=1 k=1
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que M, soit diagonali-
sable dans M,(R).

X-ENS

1. Soit 4,...,x, € C. Calculer det ((xé-_l)l@’jgn).

2. Soit A € M,(K) (avec K = R ou K = C) telle que Tr(A*) =0 pour k =1,...,n.
Montrer que A est nilpotente.

CCINP MP 2023

0 --- 0 1
Soitn>2et A= |- © | e ML(R).
0 .- 0 1
1 ... 1 1

1. Diagonaliser la matrice A.

2. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

I1.2.107 | Mines-Télécom PSI 2022

ap Q9 - ap,
as 0 - 0

Soitn>2et A= . .| € M,(R).
a, 0 - 0

1. Diagonaliser la matrice A.

2. Déterminer le polynéme caractéristique de A.
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[11.2.108] x

Trouver une base du C-espace vectoriel des suites complexes périodiques.

[11.2.109] x me

Soit £ = C([0,1],R) muni de la norme |[|-||oo. On dit qu'un endomorphisme u de E est
un opérateur positif (ce que I'on note u > 0), si u(f) > 0 pour tout f > 0.

1. Soit u un endomorphisme positif de E. Montrer que u est continu.
2. Soit f € E et € € R%.. Montrer que :

Je € R, V(z,y) € (0,17, [f(y) — f2)l <e+cly —2)”

3. (Théoréme de Korovkin)
Pour tout € N, on note ej, I’élément de F défini par e : x — z*.
Soit (uy,)nen une suite d’opérateurs positifs de E.
On suppose que pour k € {0,1,2}, la suite de fonctions (u,(ex))nen converge
vers ey, dans (E, ||-]]).
Montrer que pour tout f € E, la suite de fonctions (u,(f))nen converge unifor-
mément vers f.

X-ENS

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer
que E = Im(f) @ Ker(f) si et seulement si Im(f) = Im(f?).

I1.2.111| Centrale-Supélec PC 2023

Soit n € N* et A € M, (R) une matrice nilpotente.
1. Soit A une valeur propre de A. Montrer que A = 0.

2. On suppose que A commute avec A”. Montrer que A est la matrice nulle.

Mines-Ponts

Soit n € N* et A € M,(R) une matrice symétrique. On dit que A est positive (resp.
définie positive) si

VX € M1 (R)\ {0}, XTAX >0 (respectivement X" AX > 0)

1. Montrer que A est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
positives.

2. Montrer que A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

X BSPOT

Soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E' de dimension finie. Montrer
que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

i) rang(f) + rang(g) = rang(f + g)
ii) Im(f) NIm(g) = {0g} et Ker(f) + Ker(g) = £
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I11.2.114 | CCINP 2023

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Trouver des endomorphismes diago-
nalisables f de E vérifiant 2 — f2 + f — Idg = 0.

I1.2.115| X-ENS

Déterminer les matrices de M, (R) qui commutent avec toutes les matrices de permu-

-
&
j
O
B

I1.2.116 | X ESPCI 2023

Soit n > 3 un naturel impair et A € M, (Z). Pour («, ) € Z?, on pose M = a A+ 3AT.
Montrer que det(M) est un multiple de « + f.

I1.2.117| Mines

Soit (a,b) € R? et

N~—
S
=
>
<

S o

(=)

R
S

Diagonaliser la matrice A.

I1.2.118| CCINP PC 2023

Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie et  un endomorphisme
de E vérifiant u® = u?. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u est un
projecteur.

11.2.119| ccp MP

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (-,-) de norme associée |[|-]|.
Soit f un endomorphisme de FE tel que, pour tout = € E, || f(x)|| < |||

Soit B une base de E et A = (f)5.
Soit g 'endomorphisme de E tel que AT = (g)5.

1. (a) Montrer que :
V(z,y) € B2, (f(x),y) = (z,9(y)).
(b) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que pour tout x € E,
lg(@) || < []].
2. Soit y € F.
(a) Si f(y) =y, montrer que |lg(y) — ylI* = g)I* — llylI*.
(b) En déduire que f(y) = y si et seulement si g(y) = y.
3. (a) Montrer que Ker(f) =Im(g)*.
(b) Montrer que E = Ker(f —Idg) B Im(f — Idg).

I

I1.2.120| Mines MP 2024

Calculer dimg (Vect(Us)), ou Us = {e 5

0<k<4}.
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I1.2.121 | Mines-Télécom MP 2023

Soit f un endomorphisme de R* tel que f o f = 0. Montrer que rang(f) < 2.

Mines

Soit E un K-espace vectoriel de dimension impaire. Soit p et ¢ deux projecteurs de F.
Montrer que p et ¢ ont une droite propre commune.

CCINP MP 2022

Soit n € N*, aq,...,a,_1 appartenant a C et
ag ap - Qp-l
an—1 ao
M(ao, ce ,CLn_1> =
ai
ai ap—-1 Qo

On pose J = M(0,1,0,...,0).
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de J. Montrer que J est

diagonalisable.

2. Montrer que M(ayg, ..., a,-1) est un polynéme en J. La matrice M (ao, ..., an_1)
est-elle diagonalisable ?

3. Soit T ={M(ag,...,an_1) | (ag,...,a,_1) € C"}. Montrer que 1’ensemble T est
une sous-algebre de M, (C). Quelle est sa dimension ?

X PC 2020

Calculer le déterminant de la matrice

1
M = € M,(R)
o
1 1 0

I1.2.125| Mines-Ponts

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie. On sup-
pose que f? est diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si

Ker(f) = Ker(f?).

11.2.126 | Mines-Télécom MP
Soit A € M,(R) antisymétrique et B € M, (R) symétrique telles que AB = BA.
La norme euclidienne sur M, «1(R) est notée ||-||.

1. Soit X € M,»1(R). Montrer que (AX)"BX = 0, puis que :
1A+ B)X]| = [[(A = B)X]|.

Pour la suite, on suppose en plus que B € GL,(R).
2. Montrer que A+ B et A — B sont inversibles.
3. Montrer que (A + B)(A — B)~! est orthogonale.
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I1.2.127 | Mines-Télécom MP

Soit f un endomorphisme bijectif d'un espace euclidien E tel que, pour tout (z,y) € E?,
(f(@),y) = =(z, f(y))-

1. Montrer que s = f o f est symétrique.

2. Soit a une valeur propre de s et V, I'espace propre associé.
(a) Soit x € V, \ {Og}. Montrer que (s(z),z) = al|z|]* = —|| f(x)|*
(b) En déduire que a < 0.
(c) Soit F' = Vect({z, f(z)}). Montrer que F et F* sont stables par f.

3. Montrer que dim(F') = 2.

cop Mp

Soit E un espace euclidien de dimension n € N* et u un vecteur non nul de £. On
pose H = ut. Soit encore s la réflexion (la symétrie orthogonale) par rapport a H
et f € O(F).
1. Montrer que f o so f~! est une symétrie, et déterminer ses espaces propres
caractéristiques.
2. Montrer que f et s commutent si et seulement si u est un vecteur propre de f.

3. En déduire l'ensemble C = {f € O(E) | Vg € O(E),fog=go f}.

cop Mp

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit f un endomorphisme de £ admettant
n valeurs propres distinctes, et ¢ un endomorphisme de E tel que fog=go f.

1. Montrer que tout vecteur propre de f est aussi vecteur propre de g.
2. Montrer que f et g sont diagonalisables dans une méme base de vecteurs propres.

3. Montrer qu’il existe un unique polynéome P de degré au plus n — 1 vérifiant
légalité P(f) = g.

cop

Soit n € N*. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n et soit
B = {ei,...,e,} une base de E. On suppose que f(e1) = f(ea) = ... = f(e,) = v,
ou v est un vecteur donné de F.

1. Donner le rang de f.

2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3. Avec les données de 1’énoncé, exprimer Tr(f).

Centrale

Trouver les matrices M € M, (R) telles que MM*M = I,.

Mines-Ponts

Soit A et B deux matrices appartenant a M, (C) n’ayant pas de valeur propre commune.
1. Montrer que x4(B) est inversible.
2. Soit Y € M,(C). Montrer qu’il existe X € M, (C) telle que AX — XB =Y.
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I1.2.133 | Mines PSI 2016

Soit n € N* et F, G deux sous-espaces vectoriels de R".

1. Montrer qu’il existe un endomorphisme u de R" tel que :
Im(u) = F et Ker(u) = G <= dim(F) +dim(G) =n

2. Dans cette question n = 3, F' est le plan vectoriel d’équation x +y + 2 = 0
et G = Vect({(1,—1,0)}). Déterminer un endomorphisme v dont I'image est F
et le noyau est G.

X PG 2019

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit v un endomorphisme de E.
Montrer que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

i) Ker(u) = Im(u)
ii) Il existe une base B de E telle que

OP ]p
5= (0, o)

ou O, désigne la matrice nulle de M,(K).

ENS PSI 2021

Soit n € N* et # €]0,7[. On considere les deux matrices suivantes appartenant

a M,(R) :

A= K ' et By =2cos(0)], + A.

0

1 0

sin((n + 1)6)
sin(6)
2. En déduire que la matrice A admet n valeurs propres distinctes. Calculer ces
valeurs propres.

1. Montrer que det(By) =

ENS MP 2023

Soit n € N impair et M € M, (R) telle que, pour toute matrice A € M, (R) antisymé-
trique, det(A + M) = 0. Montrer que M est antisymétrique.

X PC 2012

Soit (g )1<k<n des nombres complexes distincts et pour tout k € [1,n], fi : x — e*=.
Montrer que (fx)i1<k<n est libre dans C®.
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X PC 2012

Soit K un corps et A € GL,(K). Montrer qu’il existe p € N et ay, ..., a, appartenant
a K tels que
AV =qol, +a A+ -+ a,A?.

Autrement dit, montrer que A~! est un polynéme en A.

X PC 2014

Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u et v deux projec-
teurs de £. On suppose que Idg —u — v est inversible. Montrer que rang(u) = rang(v).

X PC 2019

Soit A une matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux.
1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Sous quelle condition la suite (AP),en converge-t-elle ?

X PC 2019

Soit ¢ € R* et

A@)—<Mq€1)q@21§.

1. Soit p et ¢ deux nombres réels non nuls et distincts. Les matrices A(p) et A(q)
sont-elles semblables ?

2. Méme question pour les matrices B(q) = ¢ 2A(q).

3. On considere les matrices C' € My(R) telles que C? = (A(g))?. Combien parmi
celles-ci ne sont pas semblables & A(q)?

X PC 2019

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et f, g deux endomorphismes
de E. On suppose qu’il existe a, 5 € C tels que

Jog—gof=af+fg.

Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

X PC 2019

Soit u un endomorphisme de R? tel que u® = 0 et u? soit non nul. Trouver 1’ensemble
des endomorphismes de R? qui commutent avec u.

cop 2015

Soit a € R* et

1 a a®> a
a1 a a?

A= -2 -1
a a 1 a
a2 a? at! 1

Sans calcul, déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A. La ma-
trice A est-elle diagonalisable ?
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oo 2015

Soit A € M, (R) vérifiant 24 +3A?+6A — I,, = 0. Justifier les propositions suivantes :
1. A est inversible ;
2. A est diagonalisable dans M,,(C);
3. det(A) >0

J—
Soit A € M3(R) telle que A3+ A = 0.
Que peut-on dire du rang de A?

oo 2015

Déterminer toutes les matrices A € M, (C), de trace égale a 7 et vérifiant 1'égalité
A® —B5A*+6A=0.

I1.2.148 | Mines-Ponts 2015

Soit E' un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de F sans
point fixe autre que le vecteur nul, tel que f? — 2f est diagonalisable. Montrer que f
est diagonalisable.

KBNS 2015

. , 1
Trouver toutes les racines carrées de A = (0 g) .

I1.2.150| Centrale 2015

Résoudre dans My (C) I'équation M? + M = (; %) :

Mines 2015

1 -2 -3 -6
. 0 3 6 9
Soit A = 7 3 13 9 € My(R)
4 2 8 6
1 0 00
0100
Trouver P,Q € GL4(R) telles que PAQ = 000 0
0000
Mines 2015
1 a b c
A o : 0100 . .
A quelle(s) condition(s) la matrice A = 012 0l€ My4(R) est-elle diagonalisable ?
010 2
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Mines 2015

0
Donner une condition sur z € C pour que la matrice A = | 1
1

N W

soit diagonalisable.

— O W
(=]

oo 2015

. 10 a b .
Soit A = (O 2> et M = (c d) deux matrices de Ms(R).

1. Calculer AM — MA.
2. L’endomorphisme f : M — AM — M A est-il diagonalisable dans M(R)?

cop 2015

Montrer qu'une matrice nilpotente de M, (C) a un indice de nilpotence inférieur ou
égal a n. En déduire qu’il n’existe pas de matrice A € M,,(C) telle que

0
0

0
A=13
0 -2

o O O

cop 2015
Soit A € M,(R) telle que A*> = A? — A + I,,. Montrer que Tr(A) = dim(E,), ot E; est
le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1.

cop 2015

On considére I'application f qui, & tout polynéme de R3[X], fait correspondre le reste
de la division euclidienne de X?P(X) par X*—1. Montrer que f est un endomorphisme
de R3[X]. Est-il diagonalisable ? injectif ?

I1.2.158 | Mines-Télécom MP 2024

Soit A € M,,(C) dont le polynéme caractéristique est scindé simple.
1. Montrer que la famille {I,,, 4, ..., A"} est libre.
2. Soit B € M,,(C) telle que AB = BA. Montrer que B est une combinaison linéaire

des matrices I,,, A, ..., A"L.
cor 2015
3 =3 2
Soit A=|—-1 5 —2| appartenant a M3(R).
-1 3 0

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Montrer qu’il existe une matrice R telle que B> = A. (On ne demande pas de
calculer R.)

3. Montrer que toute matrice R appartenant a M3(R) telle que A = R? est diago-
nalisable.
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Mines 2015

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de classe C' sur Uintervalle [—1, 1], & valeurs
réelles. Montrer que 'application

o . ExE — R
(f.9) — fO90)+ [ t)g)at

définit un produit scalaire sur E. Trouver une base orthonormée du sous-espace vecto-
riel F' = {P € Ry[X] | P(0) = 0}.

-

On considere 'endomorphisme u de M, (R) défini par :
1
VM € M,(R), MMPGQM—Mﬂ

1. Rechercher les éléments propres de w.

2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
3. Calculer Tr(u) et det(u).

I1.2.162| Centrale 2015

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace euclidien E. Soit
f:F — Getg:G— F des applications linéaires telles que :

V(z,y) € Fx G, (f(x),y) = (2,9(y)).

1. Montrer que Ker(f) = Im(g)* N F.

2. Montrer que F' = Ker(f) HIm(g).

3. Montrer que f est injective si et seulement si g est surjective.
4

. Montrer que g est injective si et seulement si f est surjective.

I1.2.163 | Centrale 2015

Soit (a,b) € R2. Trouver, sans calculer le polynéme caractéristique, les valeurs propres
et les sous-espaces propres de la matrice

a’ ab ab b?
ab a®> b ab
ab bV* a® ab

b2 ab ab a?

I1.2.164 | Centrale 2015
a b c

Soit (a,b,c) ER¥et A=|c a b

b ¢ a
Montrer que A est une matrice de rotation si et seulement si il existe h € }0, 2%[ tel
que a,b et ¢ sont les racines du polynoéme X3 — X2 + h.
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I1.2.165 | Centrale 2015

, A A3
Soit A € GL,(R) et B = e
A quelle condition sur A, la matrice B est-elle diagonalisable ?

On pourra commencer par étudier le cas n = 1.

oo 2015

0 01
Soit M € M3(R) telle que M3 = I3 et M # I3. Soit encore A= |1 0 0| € M3(R).
010

On cherche a démontrer que M est semblable a A.

1. Montrer que A est diagonalisable dans M3(C) et donner son spectre. La matrice A
est-elle diagonalisable dans M3(R) ?

2. Montrer que M est diagonalisable dans M3(C) et que Spc(M) C {1, j,5%}.
Montrer que j et j2 ont la méme multiplicité algébrique.

En déduire les valeurs propres de M.
3. Montrer que M est semblable & A dans M3(C), puis dans M3(R).

I1.2.167 | Petites Mines 2015

Soit E' un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et B = (e, e, e3) une base
orthonormée de E. On considere 'endomorphisme f dont la matrice dans la base B est

1 1 -4 8
§ 4 1

1. Montrer que f est un automorphisme orthogonal de E.

2. Déterminer la nature de f et ses caractéristiques géométriques.

I1.2.168 | Mines-Ponts 2015

On munit Pespace vectoriel R,,[X] du produit scalaire

1

(P.Q) — (P,Q) = /0 P(HQ(t) dt.

Montrer que I'application définie par :
1
VP € Ry[X],Vz € R, u(P)(x) = / (t + )" P(t) dt
0

est un endomorphisme de R, [X], et qu’il est symétrique.

I1.2.169| Centrale 2015

On considere les endomorphismes de C™ vérifiant :
w?=v2=1Iden et wowv=—vou.

Montrer qu’il en existe une infinité si n = 4 et aucun si n = 3.
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Mines-Ponts

Soit A € M,,(R) orthogonale.
1. Montrer que > |ay| < ny/n.

1<i,5<n

Z i

1<i,5<n

2. Montrer que < n.

XENS PC 201

Soit F un espace vectoriel complexe de dimension n et f un endomorphisme diagona-
lisable de E. Montrer qu'il existe un élément v de E tel que {v, f(v),..., f""}(v)} soit
une base si et seulement si f possede n valeurs propres distinctes.

KBNS 2015

Soit (Uy, Us,...,U,) une base de R” muni de son produit scalaire canonique. Montrer
que la matrice A = ((U;, U;))1<ij<n est diagonalisable, et que ses valeurs propres sont
strictement positives.

I1.2.173 | Centrale 2015

Soit K un corps et A € M, (K). On considere 'application :

f o M,(K) —  M,(K)
M +— AM - MA
1. Montrer que f est un endomorphisme de M, (K).
2. Montrer que si A est nilpotente, f l'est aussi.

3. Montrer que si A est diagonalisable, f 'est aussi.

cop Mp

Soit n un entier naturel tel que n >
coefficients dans K (K = Rou K =
P e E, onpose f(P)=P— P

1. Démontrer que f est bijectif de deux manieres :

2. Soit E l'espace vectoriel des polyndémes a
C) de degré inférieur ou égal a n. Pour tout

(a) sans utiliser de matrice de f;
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit @ € E. Trouver P tel que f(P) = Q.
Indication : si P € E, quel est le polyndéme P+ ?

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

X MP 2021

Déterminer les matrices de M,,(K) semblables uniquement a elles-mémes.
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11.2.176 | ccp MmP
001
Soit A=[1 0 0 € M3(R).
010
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A est-elle
diagonalisable ?
2. Soit (a,b,c) € C* et B = als + bA + cA?, ou I3 désigne la matrice identité
d’ordre 3. Déduire de la question 1 les éléments propres de B.

cop Mp

Soit E un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (AL)L = A.
2. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Démontrer que (F + G)t = F- NG+
(b) Démontrer que (F NG)*+ = F+ +G*+.

coP MP

Soit un entier n > 1. On consideére la matrice carrée d’ordre n & coefficients réels :

2 -1 0 0
~1 2 -1
An=10 -1 0
: o2 1
0 0 -1 2

Pour tout n > 1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.
1. Démontrer que D, o = 2D, 1 — D,.
2. Déterminer D,, en fonction de n.

3. Justifier que la matrice A,, est diagonalisable. Le nombre réel 0 est-il valeur propre
de la matrice A,, 7

cop Mp

2 1
On pose A = <4 1

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

) € My(R).

0 —2
En déduire que 'ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect({I2, A}).

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice (3 0 ) .
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cop Mp

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension fi-
nie n > 0. On admet que, pour tout x € F, il existe un vecteur unique g tel que x —yq
soit orthogonal & F' et que la distance de = a F' soit égale a ||z — yol|.

a b / CL/ b/ / !/ / / !
Pour A = . d et A\ = o , on pose (A, A") = aa’ + bb' + ¢ + dd'.

1. Démontrer que (-, -) est un produit scalaire sur My(R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = (_ 1 92

) au sous-espace vectoriel F' des

matrices triangulaires supérieures.

X MP 2021

Soit M € M, (C) dont toute valeur propre est de module strictement inférieur a 1.
Montrer que la suite (M*);~o converge vers 0.

[11.2.182] ccp mp
10 2

1. On considere la matrice A= |0 1 0| € M3(R).
2 01

(a) Justifier, sans calcul, que A est diagonalisable.

(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres asso-
ciés.

2. On considere le systeme différentiel

¥ =x+2z
Yy =y :
2 =2x+z

x,y, z désignant trois fonctions de la variable ¢, dérivables sur R.
En utilisant la question 1 et en le justifiant, résoudre ce systeme.

cop mp

On considere la matrice A = <_11 _34>

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Trouver une

base (vi,vy) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g IZ)

On donnera explicitement les valeurs de a,b et c.

3. En déduire la résolution du systeme différentiel

¥ =—x—4y
y = +3y
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cop Mp

1. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou K = C).

Soit u un endomorphisme de E et P € K[X].

Prouver que si P annule u, alors toute valeur propre de u est une racine de P.
2. Soit n € N tel que n > 2. On pose E = M,(R).

Soit A = (a;;)1<i j<n la matrice de E définie par

0 sii=j
Qij = .. .
{1 sii £ j
Soit u 'endomorphisme de E défini par :
VM e E, u(M)=M+Tr(M)A.

(a) Prouver que le polynome X? — 2X + 1 est annulateur de w.
(b) L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, I'autre sans
'aide de la question 1).

cop Mp

On note ¢* 'ensemble des suites © = (2,,)nen de nombres réels telles que la série Y a7
converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (Z,)nen € 2 €t y = (Yn)nen € €%, la série Y x,y,
converge.

+o00
On pose alors (z,y) = > TnYp.
n=0

(b) Démontrer que £ est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des suites
de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (-,-) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne
associée.

2. Soit p € N. Pour tout & = (z,)nen € €2, on pose p(x) = .

Démontrer que ¢ est un application linéaire et continue de ¢? dans R.

3. On considere I’ensemble F' des suites réelles presque nulles, c¢’est-a-dire I’ensemble
des suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de
termes.

(a) Déterminer F*.

(b) Comparer F et (FL)L.

I1.2.186 | Mines 2015

Rechercher les matrices M € M3(R), de trace nulle, telles que M? + M7 = I;.
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cop Mp

Soit F un espace vectoriel réel ou complexe.
Soit f un endomorphisme de E tel que f? — f — 2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f + Id) @ Ker(f — 2Id) :

(a) en utilisant le lemme des noyaux,

(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

cop Mp

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (-, -).
On pose, pour tout = € E, ||z|| = /(z, ).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on 1’égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={f € C([a,b],R) | Vx € [a,b], f(x) > 0}.
b b1
Prouver que I’ensemble { / f@)de - / mdt ‘ fekr } admet une borne infé-

rieure m et déterminer la valeur de m.

I11.2.189| ccp MP

Soit u et v deux endomorphismes d'un espace vectoriel réel E.

1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de u o v, alors \ est
valeur propre de v o u.

2. On considere, sur £ = R[X], les endomorphismes u et v définis par
X
u:P|—>/ P e v:P+— P.
1

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o u). Le résultat de la question 1 reste-t-il vrai
pour A =07

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiere question
reste vrai pour A = 0.

coP MP
1. Soit n € N*, P € R,,[X] et a € R.

(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décompo-
sition de P(X) dans la base (1,X —a,(X —a)?,..., (X —a)").

(b) Soit r € N*. En déduire que :
le nombre a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si
P (a) # 0 et pour tout k € [0,r — 1], P®)(a) = 0.

(c¢) Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme
P = X%+ aX?+ bX et factoriser alors ce polynome dans R[X].

99




cop Mp

Soit @ un nombre complexe. On note F '’ensemble des suites a valeurs complexes telles
que :
Vn €N, Uyio = 2au,,1 +4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C*
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites a valeurs
complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

2. Dans cette question, on considere la suite de E définie par ug =1 et u; = 1.

Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

[11.2.192] ccp mp
1 -1 1

Soit la matrice A=|—-1 1 -1
1 -1 1
1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre manieres :
(a) sans calcul,

(b) en calculant directement le déterminant det(Al3 — A), ou I3 est la matrice
identité d’ordre 3, et en déterminant les sous-espaces propres,
(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant A%
2. On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme u d’un espace euclidien

dans une base orthonormée. Trouver une base orthonormée dans laquelle la ma-
trice de u est diagonale.

cop Mp

Soit p la projection vectorielle de R3, sur le plan P d’équation x + y + z = 0, paralle-

z
lement a la droite D d’équation x = % = —

3
1. Vérifier que R = P ® D.

2. Soit u = (x,y,2) € R3. Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base
canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

On considere ’endomorphisme ¢ de R, [X] défini par (P (X)) = P(2—X). Déterminer
les éléments propres de .

cop 2016

Soit A € M,(R) telle que 243 — 7TA* + 9A — 41, = 0. Justifier les assertions suivantes :
1. A est inversible ;
2. A est diagonalisable;
3. det(A) > 0.
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X MP 2021

Soit n € N* pair et M € M, (Z). On suppose que les coefficients diagonaux de M sont
nuls et que les termes en dehors de la diagonale appartiennent a {—1,1}. Montrer que
la matrice M est inversible.

coP MP
Soit n € N*.
On considere £ = M, (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose, pour tout (a,b) € E?, (A, B) = Tr(AT B), ot Tr désigne la trace et AT désigne
la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (-, -) est un produit scalaire sur F.
2. On note S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Prouver que £ = S, (R) & A, (R).
(b) Prouver que A,(R)* = S, (R).

3. Soit F I’ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F'*.

cop mp

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K des réels ou des
complexes. On note K[X] I’ensemble des polynomes a coefficients dans K.

1. Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
2. (a) Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).
(b) Démontrer que, pour tout (P, Q) € K[X]| x K[X] :
P polynéme annulateur de u = P polyndéme annulateur de u

(-1 =2
3. SorcA—<1 2).

(a) Ecrire le polynéme caractéristique de A.
(b) En déduire que le polynéme R = X* + 2X3 + X? — 4X est un polynome
annulateur de A.

cop Mp

0 a ¢
Soit la matrice M = [b 0 ¢ | ou a,b,c sont des nombres réels.
b —a 0

1. La matrice M est-elle diagonalisable dans Mj3(R)?
2. La matrice M est-elle diagonalisable dans M;5(C)?

oo 2016

Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f et g deux applications
linéaires de E vers F'. Montrer que :

rang(f) — rang(g)| < rang(f + g) < rang(f) 4 rang(g).
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cop Mp

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
1 2m
1. Démontrer que (f, g) = 2—/ f(t)g(t) dt définit un produit scalaire sur E.
7 Jo
2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cos(z) et g : & +— cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F' de la fonction u : x — sin?(z).

cop Mp

Soit n € N* et ag, ay,...,a, des nombres réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si n € N* et by, b1, ...,b, sont des réels quelconques, alors il existe
un unique polynoéme P vérifiant :

deg(P)<n et Vie[0,n], Pla;)=0b.
2. Soit k € [0,n]. Expliciter ce polynéme P, que 1'on notera Ly, lorsque :

0 sit#k
1 sii=k

3. Prouver que, pour tout p € [0, n], Z apLy = XP.
k=0

COP MP

On définit dans My (R) x My (R) I'application ¢ par p(A, A’) = Tr(ATA’), on Tr(AT A)
désigne la trace du produit de la matrice AT par la matrice A’. On admet que ¢ est
un produit scalaire sur My(R).

On note F = {(_ab 2) ‘(a,b) € ]R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).

2. Déterminer une base de F+.

3. Déterminer la projection orthogonale de J = (1 1) sur Ft.

11
4. Calculer la distance de J a F.

cop Mp

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u un endomorphisme de E
tel que u® + u? + u = 0. On notera Id l'application identité sur F.

1. Montrer que Im(u) @ Ker(u) = E.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynomes.
(b) En déduire que Im(u) = Ker(u? + u + Id).

3. On suppose que u est non bijectif. Déterminer les valeurs propres de u. Justifier
la réponse.

I1.2.205 | Mines PSI 2016

Soit A € M5(C). Montrer que A est semblable & —A si et seulement si Tr(A) = 0.
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cop 2016

Soit f € C(R,R) et U I'application définie par :

VeeR, U(f)(z)= /0 cos(z — ) f (1) dt.

1. Montrer que U est un endomorphisme de C(R,R).
2. I’endomorphisme U est-il surjectif 7

3. Déterminer le noyau de U.

cop MP

On considere la matrice A =

Q@ O
— O

1
1| ou a est un nombre réel.
0

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

I1.2.208 | Petites Mines 2016

Soit A la matrice de M,,(R) définie comme suit :
VAR A
aj; = ; si1 < j et a;; =0 sinon.

Montrer que A est inversible et calculer A~

cop Mp

0 2 -1
On considere la matrice A= | -1 3 —1| € M3(R).
-1 2 0

Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable 7

Déterminer, en justifiant, 4.

= W o=

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et
en déduire la valeur de A".

I11.2.210| Mines PSI 2016

Soit A, B, M € M, (C), X\ et u deux nombres complexes non nuls et distincts tels que :

A+B=1,
MNM+uB=M
NA+ p?B = M?

1. Montrer que M est inversible et déterminer son inverse.
2. Montrer que A et B sont des matrices de projecteurs.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer son spectre.
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Mines 2016

Soit A, B € M,(R) telles que AB = A% + A + I,,. Montrer que A et B commutent.

Mines 2016

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K, GG un sous-espace
vectoriel de E. Déterminer la dimension de W = {u € L(E, F) | G C Ker(u)}.

cop 2016

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, H un hyperplan de E et u un
endomorphisme de F.

1. Montrer que :

H est stable par v <= 3\ € C, Im(u — Aldg) C H.

2. Déterminer les sous-espaces de F stables par f, f étant un endomorphisme de £
qui a pour matrice

3
0
-1

A:

— =
N O DN

dans une base B.

cop

Soit f: R,[X] = R,[X] telle que f(P)(X)=X(X+1)P(X) — nXP(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3. Déterminer les valeurs propres de f.

CCP 2016
(1 V2 1
Soit A = 2 V2 0 —V2| € M3(R).
1 V2 1

Déterminer la nature et les caractéristiques de f, endomorphisme canoniquement as-
socié a la matrice A.

Mines 2016

On considere I'espace vectoriel E = C*°(R,R) et le sous-espace vectoriel F' engendré
par les fonctions S : = +— sin(x) et C' : x — cos(x). On désigne par D I’application
dérivation.

1. Montrer que F est stable pour D et quil existe un endomorphisme u de F' tel
que uou = D, ou D est 'endomorphisme induit par D sur F'.

2. Existe-t-il un endomorphisme v de E tel que vov = D?

cop

Existe-t-il une base de M,,(C) formée de matrices diagonalisables ?
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cop 2016

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. A quelle(s) condition(s) existe-t-il un
endomorphisme u de E tel que Ker(u) = Im(u)?

ENSAM 2016

Soit A une matrice non nulle de M,(R) et f: X — X + Tr(X)A.
1. Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).
2. Montrer que f est bijective si et seulement si Tr(A) # —1.
3. Dans le cas ou Tr(A) = —1, trouver Ker(f). En déduire rang(f).
4

. On se place dans M,(R). Ecrire la matrice de f dans la base canonique de My (R).
Retrouver le résultat de la partie 2.

11.2.220 | TPE/EIVP 2016
3 1 —1

On considere la matrice A= |1 3 —1| € M3(R).
00 2
Calculer A™ pour tout n € N.

11.2.221 | TPE/EIVP 2016

Soit A, B,C € M,(R) telles que

A+B=C
2A+ 3B =C?
5A+ 6B = (3

Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ?

I1.2.222| Centrale 2016

1. Ecrire un développement limité & l'ordre 3 de la fonction f : z — /1 + .

2. Soit N € M,(R) une matrice nilpotente d’ordre inférieur ou égal a 4. Montrer
que la matrice I, + N admet au moins une racine carrée dans M, (R), c’est-a-dire
qu'il existe M € M, (R) tel que M? =1, + N.

I1.2.223 | Centrale PSI 2016

Soit F un espace euclidien et p un projecteur de F.

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alors p est un endomorphisme
symétrique et est 1-lipschitzien.

2. On suppose que p et ¢ sont des projecteurs orthogonaux.

(a) Prouver que le polynéme caractéristique de p + ¢ est scindé dans R[X].
L’endomorphisme p + q est-il nécessairement un projecteur ?
(b) Montrer que les valeurs propres de p + ¢ appartiennent a l'intervalle [0, 2].

3. Donner un exemple de probleme faisant intervenir des projecteurs orthogonaux.
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11.2.224 | TPE/EIVP 2016

Soit A € M, (R) telle que A*> = A+ I,,. Montrer que A est inversible et que det(A) > 0.

cop 2016

On considere ’endomorphisme

@ MQ(C) — MQ(C)
a b d a
d) — (9

L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

GoINp 2024

1. Soit A € M, (R) symétrique.
Prouver que A est positive si et seulement si Sp(A) C [0, +o0].
2. Soit A € M, (R) symétrique. Montrer que A? est positive.

3. Soit A et B appartenant a M,(R). On suppose A symétrique et B symétrique
positive. Montrer que :

AB = BA = A®B est symétrique positive

4. Soit A € M,(R) symétrique positive.

Prouver qu'’il existe une matrice B appartenant a M, (R), symétrique positive,
telle que A = B2

GoINp 2024

Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de £. On note (z, y)
le produit scalaire de x et de y, et ||-|| la norme euclidienne associée.

1. Soit w un endomorphisme de E, tel que, pour tout z € E,| ||u(z)| = ||z||.
(a) Démontrer que, pour tout (z,y) € E?, (u(z),u(y)) = (z,y).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. On note O(E) 'ensemble des isométries vectorielles de E.
Autrement dit, O(F) = {u € L(E) |Vz € E, ||u(z)|| = ||=| }.
Démontrer que O(E), muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit u un endomorphisme de E. Soit e = (eq,es,...,e,) une base orthonormée
de E.
Prouver que u € O(E) si et seulement si (u(ey),u(es),. .., u(e,)) est une base

orthonormée de FE.

X MP/PSI 2023

Soit A et B deux matrices de M, (R) symétriques positives.
Montrer que det(A + B) > max(det(A), det(B)).
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X MP/PSI

Soit A et B deux matrices de M, (R) symétriques positives.
Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).

Mines-Télécom PC 2018
0 sin(¢) sin(2¢)
Soit la matrice A(¢) = | sin(¢) 0  sin(20)
sin(2¢) sin(¢) 0

Discuter de la diagonalisabilité de A(¢) suivant les valeurs de ¢ € R.

I1.2.231 | Mines-Télécom 2022

On cherche a résoudre cet exercice avec le minimum de calculs possible.
1 11

Soit A = c M5(R)

— = = =
—_
—_

— = = = =

0

1

0 00

0

On note f I’endomorphisme canoniquement associé a A.
1. Donner rang(A), Ker(A) et Im(A).

2. Soit g la restriction de f a Im(f). Expliciter g.

3. L’endomorphisme g est-il diagonalisable ?

I1.2.232 | Mines-Ponts 2022

2

A L 7 J
Soit j=eF et A=|j 42 1
21

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? trigonalisable ?
2. Combien de sous-espaces vectoriels stables par A existe-t-il ?
3. Etudier Oy = {M € M3(R) | MA= AM}.

ENSAM

On considéere I'espace vectoriel £ = R,[X] et D l'application de dérivation :

D : F — FE
P — P

1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.
2. Montrer que D est nilpotent et calculer son indice de nilpotence.

3. On note I 'endomorphisme identité. Montrer que I — D est inversible et déter-
miner son inverse.
n

x
4. Résoudre dans F, puis dans C'(R,R), I'équation différentielle 3/ — y = o
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X BSPOT

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E. Montrer que :

Vee E,INeK, f(x) =X < INe K Vr e FE, f(z)= .

ENSIIE 2015

On considere une matrice A € M3(R) telle que :
det(A) =10, Tr(A)=—-6 et A — I3n’est pas inversible.

Montrer que A est inversible et exprimer A~! comme un polynéme de la matrice A.

COINP

Déterminer toutes les formes linéaires f de M, (K) telles que f(AB) = f(BA) pour
tout (A, B) € M,(K)2.

cop 2017

a; ayp --- aq
) ay a9 - a9
Soit A=| . .| € M,(R), non nulle.
an an « e . a/n

1. Quel est le rang de la matrice A?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit la matrice d’un
projecteur.

3. On revient au cas général. On pose B = 2A — Tr(A)I,,. Calculer le déterminant
de B.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit inversible.

5. Calculer B2. Calculer B~! dans le cas ot B est inversible.

cop 2017

1. Montrer que I'on définit un produit scalaire sur M, (R) en posant, pour A et B
dans M,(R), (A, B) = Tr(ATB).

0 1 2
2.5t M=|2 0 1
-1 -1 0

On note S3(R) 'ensemble des matrices symétriques de M3(R).
Calculer la distance de M a S3(R).

3. Soit H I'ensemble des matrices de M3(R) de trace nulle. Montrer que H est un
sous-espace vectoriel et calculer sa dimension.

4. Soit J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer la
distance de J a H.
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cop 2017

On considere une forme linéaire non nulle ¢ sur un espace vectoriel £ et xy un vecteur
non nul de E. On pose, pour tout z € F, u(z) = x + ¢(z)xo.

1. Montrer que u est un endomorphisme de F£.

2. Montrer que 1 est une valeur propre de u. Donner la dimension du sous-espace
propre associé.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que u soit diagonalisable.
Indiquer alors les valeurs propres et les sous-espaces propres de u.

I1.2.240| Petites Mines 2017

On considere 'application

e @ RJX] — R, [X]
P(X) — P(X+1)—P(X —1)

Déterminer 'image de ¢.

I11.2.241 | Mines-Ponts 2017

Soit A € M,(R). Montrer que :

A est symétrique <= ATA = A?

I1.2.242 | Centrale 2017

1
w
Soit n > 2 un entier. Pour tout w € C, soit X (w) = w?
wnfl
1. Soit wy =1 et wy,...,wp_1 les racines n®° non réelles de 1'unité.
Montrer que la famille { X (wp), ..., X(w,_1)} est libre.
a3 az az - Gn
an Q1 Q2 -+ QAp-1
2. Soit A= |Gn-1 Gn a1 -+ Qp—2
a9 as Q4 -*-- aq

Montrer que A est diagonalisable.

I1.2.243 | Centrale 2017

1. Montrer que R,,[X] est un espace vectoriel.

2. Donner une base de R,[X] dans laquelle la matrice de I'application dérivée
D : P+ P’ est composée seulement de 0 et 1.

3. (a) Montrer que pour tout @ € R,[X], il existe un unique P € R, [X] tel que
P—P =Q.
(b) Montrer que si @ > 0, alors P > 0.

(c) Montrer que si P est scindé sur R et a racines simples, alors ) I'est aussi.
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I11.2.244 | Mines-Ponts 2017

Soit n € N*. Etudier la diagonalisabilité des endomorphismes de R, [X] :
T:P—PX+1) et S:P—Pl-X).

Trouver les vecteurs propres.

Mines 2017

Montrer que la matrice A =

W N =
N — W

2
3 | et sa transposée sont semblables dans M;3(R).
1

X-ENS PSI 2017

1. Montrer que pour toutes matrices de M, (C), les matrices AB et BA ont le méme
polyndéme caractéristique.

2. On considere deux endomorphismes inversibles f et g d'un espace vectoriel E.
Soit A une valeur propre de f o g. On note F, le sous-espace propre de f o g
associé a la valeur propre A et F)\ le sous-espace propre de go f associé a la valeur
propre A.

(a) Montrer que g(E)) C Fy et que f(F\) C E\.
En déduire que E) et F) ont méme dimension.
(b) Montrer que si f o g est inversible, g o f 'est aussi.

3. Trouver deux matrices carrées X et Y telles que XY soit diagonalisable mais
pas Y X.

X BSPOI 2017

1. Trouver une matrice M € M, (R) telle que M? # M et M* = M3 # 0.

2. Soit A € GL3(R) telle que det(A) > 0 et A~ = AT,
Montrer qu’il existe un vecteur colonne X € R” tel que AX = X.

I1.2.248 | Mines-Ponts PSI 2017

Soit n € N*, M une matrice réelle de taille 2 telle que M" = <_01 é)

1. Montrer que M est diagonalisable dans M,(C) et donner ses valeurs propres.
2. Montrer qu'il existe k € [0,2n — 1] et P inversible dans M5(C) telle que :

cos ((Qk + 1)%) —sin ((Qk + )%)

1 .
rrME= sin ((Zk + 1)%) cos ( (2k+1) 2L>

3. Montrer qu’il existe P pour la méme relation, mais réelle.
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Mines-Ponts PSI 2024
Soit (ag, .. .,a,) € C"™ distincts deux & deux et (A4, B) € M, (C)%.
On définit :
¢ : C,[X] — cn
P +—— (P(ap),...,P(ay))
1. Montrer que ® est un isomorphisme.
En déduire l'existence de polynomes L; € C,[X] (i € [0,n]) tels que :

Vk € [0,n],k #1i, Lij(ax) =0et Li(a;) = 1.

2. Exprimer le polynéme caractéristique de A en fonction des L;.

3. Montrer que
f: M,(C) — C,[X]
M — XM

est continue.

4. Montrer que xap = XBA-

11.2.250 | ENSEA/ENSIIE PSI 2017

Soit F un espace vectoriel de dimension n.
Soit p € [1,n] et Hy,..., H, des hyperplans vectoriels de E deux a deux distincts.

P

Montrer que dim <ﬂ Hk> >n—Dp.
k=1

Indication : considérer

¢ : Hyx---xH, — Ep1
(x1,...,2p) > (T2—T1,...,2p — T1)

oo 2017

Soit A € Mg(R) inversible et vérifiant A*> — 3A4% + 2A = 0, ainsi que Tr(A) = 8.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Que peut-on dire sur les valeurs propres de A7
3. Donner une matrice diagonale semblable a A.
4

. Déterminer le polynome caractéristique et I’ensemble des polynémes annulateurs
de A.

cop 2017

Soit M une matrice de M, (R) vérifiant la relation M? + MT = I,,.
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Montrer que 1 n’est pas valeur propre de M et que M n’est pas inversible.

3. Montrer que M admet un polynéme annulateur de degré 2, que M est symétrique
et de trace nulle.
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X MP 2021

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et 4 un endomorphisme de F.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

>|< PR PR PR >|<
*
0
0 0 * ok

I1.2.254 | Mines-Ponts MP 2021

Existe-t-il une norme N sur M, (R) telle que, pour tout (A, B) € M, (R)?,
N(AB) = N(A)N(B)?

X PSI 2023

Déterminer le sous-espace vectoriel de M,,(R) engendré par les matrices orthogonales.

CCP 2012

0 —a —b
On considere trois nombres réels a, b, c et la matrice A=|a 0 —c
b ¢ O

1. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A.

2. Exprimer, suivant la parité de n € N, A" en fonction de A ou de A2
On pourra utiliser 1'égalité r = Va2 + b? + 2.

: -
3. Montrer que exp(A) = I3 + Sm(r)A + COS(T)AQ‘

r2

Mines 2012

Soit A € M,(R) telle que A% + A% + A + I, = 0. Montrer que Tr(A) < 0.

I1.2.258 | Centrale 2012

Soit A € M,(R). On suppose qu'il existe n € N* tel que A" = AT et on pose B = A"
1. Montrer que B est symétrique et que ses valeurs propres sont positives.
2. (a) Calculer B™.
(b) En déduire les valeurs propres de B.

(c) Quelle est la nature de B 7 (On assimilera une matrice a son endomorphisme
canoniquement associé.)

3. Montrer que R? = Ker(B) + Im(B) et que la somme est orthogonale.

4. (a) Montrer que Ker(B) et Im(B) sont stables par A.
(b) Montrer que I'endomorphisme induit par A sur Im(B) est une isométrie.

(¢) Que peut-on dire de ’endomorphisme induit par A sur Ker(B)?
5. Caractériser les matrices A € M,(R) telles que A" = AT,
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I1.2.259 | Centrale 2012

Soit n > 2 un entier et £ = R, [X].
1. Montrer que pour tout P € F, il existe () € E, unique tel que :

VeeR, (r—1)Qx)= /le(t) dt,

et que 'application f qui a P associe () est un endomorphisme de E.
2. Montrer que f est diagonalisable.

3. Trouver tous les endomorphismes de E tels que ¢ = f.

I1.2.260| Mines-Ponts 2012

Montrer qu'une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si A admet un
polynome annulateur qui prend en 0 la valeur 1.

Mines 2012

Soit A € M,(R) antisymétrique.
1. Montrer que si n est impair, alors A n’est pas inversible.

2. Montrer que si n est pair, alors det(A) > 0. Sous quelle(s) condition(s) I'inégalité
est-elle stricte ?

11.2.262 | ENSEA/ENSIIE 2012

0 --- 0 1
On considere la matrice A = O O 1 € M,(R).
1 -~ 10

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Calculer A2

3. Donner les valeurs propres de A sans utiliser le polynéme caractéristique.

CCP 2012

A
On considére une matrice A € M, (C) et la matrice B = (O ) définie par blocs.

A

1. Calculer B* pour k € N, puis, pour P € C[X], exprimer P(B) en fonction de
P(A) et P'(A).

2. Montrer que si B est diagonalisable, alors A 'est aussi, et que ce n’est possible
que si A = 0.

cop 2012
z+1

Soit 7 > 2 un entier. A tout polynéme P € R, [X] on associe ®(P) : z / P(t)dt.

x

1. Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X].
2. Calculer det(®).
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cop 2017

Soit A € R™ une matrice colonne non nulle.
1. Montrer que B = AAT est diagonalisable.
Déterminer le rang de B.
Calculer B2
Donner les éléments propres de A.

Calculer det([,, + B) en fonction du vecteur A.

ARl

cop 2017

0100

) 1 211
Soit z€Cet A= 0100
0100

1. Montrer que 0 est une valeur propre de A.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

J—

1 2 0
Soit A= |0 3 0 | € My(R).
2 —4 -1

1. Avec un minimum de calculs, déterminer les valeurs propres de A et une matrice
diagonale D € Mj3(R) semblable a A.

2. Montrer que si une matrice M commute avec D, alors elle est diagonale.
3. Déterminer toutes les matrices M € M3(R) telles que M7 + M + I3 = A.

I1.2.268 | CCINP PSI 2021

Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et v un endomorphisme de £. Montrer que :

1. Sirang(u) = 2 et u? = 0, alors il existe une base dans laquelle u est représenté

0 010
a 0 001
P40 0 0 0
00 0O
2. Si rang(u) = 3 et u* = 0, alors Ker(u?) = Im(u?) et il existe une base dans
0100
, , 010
laquelle u est représenté par 000 1
00 0O

I1.2.269 | ENS Rennes 2017

Soit n € N*. Montrer que I’ensemble des matrices de M, (R) de trace nulle coincide
avec l'espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes.
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cop 2017

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et v un endomorphisme de F
ayant n valeurs propres distinctes.

1. Que peut-on dire de u ?

2. Montrer que si g est un endomorphisme de E solution de I'équation (F) : g* = u,

alors tout vecteur propre de u est aussi vecteur propre de g.

3. Combien 'équation (F) admet-elle de solutions ?

Centrale PSI
1 r+1
Soit S : C(R,R) — C(R,R) Iapplication qui a f associe S(f) : x 5/ f(t)dt.
1. Montrer que, si S(f) =0, alors f est périodique.

2. L’application S est-elle injective ? surjective ?

3. Soit n > 2. Montrer que S induit un endomorphisme sur R,[X], noté s. L’endo-
morphisme s est-il bijectif ? diagonalisable ?

Centrale PSI

i1 0 0

. 01 0 O
Soit M = 00 —i ol€ M,(C).

00 0 -1

1. Déterminer le polyndome minimal 7, de la matrice M.

2. Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € My(R) semblable & M.

Centrale PSI

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f, g des endomorphismes de E tels que
fP=g¢*=1Idget fog+gof=0.
1. Montrer que la dimension de E est paire.

2. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et ¢ sont

I, O 0o I,
et .
0 -—I, I, 0O

cop

a b 0
Soit A= |0 1 0| € My(R).
00 2

A quelle(s) condition(s) portant sur a et b, la matrice A est-elle diagonalisable ?

ccp pC

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. On suppose
que f o f est un projecteur. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f3 = f.
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I1.2.276 | Petites Mines PC

Soit n > 2 un entier, un nombre réel m et la matrice A = (a;j)1<ij<n € M,(R) ol
a;; =181 (i,7) € [L,n] x [1,n—1] et a;p, =m si 1 < i< n.
1. On suppose que m # 1 — n. Montrer que A est diagonalisable.

2. On suppose que m = 1 —n. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice
B = (b;j)1<i j<n dont tous les coeflicients sont nuls excepté by o = 1.

TPE/EIVP PC

Soit A € M,(C) et ®4: M € M, (C) — AM € M,(C).

1. Montrer que ® 4 est un endomorphisme de M, (C). Déterminer les matrices A de
M, (C) telles que ¢4 = 0.

2. Si Ae M,(C) et P € C[X], comparer ®p(4) et P(D,).

3. Montrer que ® 4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

cop po

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n, p un projecteur orthogonal de E de

rang r et (e1,...,€,) une base orthonormale de E. Montrer que » _|[p(e;)||* = r.
i=1

Centrale PSI

Soit p et ¢ deux projections orthogonales définies sur un espace euclidien E. Soit en-
core u = p—+gq.

1. Soit x un vecteur de norme 1. Encadrer (z,p(x)) et (z,q(x)). En déduire que
Sp(u) C [0,2].

2. Montrer que Ker(u) = Ker(p) N Ker(q).

3. Déterminer Ker(u — Id).

TPE/EIVP PSI

Soit S une matrice symétrique réelle et D une matrice diagonale dont tous les co-
efficients sont ceux de la diagonale de S. On suppose que S et D sont semblables.
Calculer Tr(S?) de deux manieres et en déduire que S = D.

cop 2017

On considére un endomorphisme f de R?, non nul, tel que f3 + f = 0.

Montrer que f n’est pas inversible.

Montrer que f n’est pas diagonalisable.

Montrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires.

Montrer que pour tout z € R* \ Ker(f), (f(z), f*(z)) est une base de Im(f).

Calculer la trace de f.

AN R e

TPE/EIVP PSI

Soit (a,b,c) € R? tel que a® + b® + ¢ = 1. Ecrire la matrice dans la base canonique de

T
la rotation d’angle 7 et d’axe dirigé par le vecteur (a b c) .
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11.2.283 | x
1+a®> ab ac
Soit (a,b,c) € R® tel que a®> +b? +c® =1et M = ab 1+ b
ac be 1+4¢?

Etudier 'endomorphisme f de R3 canoniquement associé a la matrice M.

ccp
1 0 1
Soit meRet A4, = -1 —1 1

2—m m-—2 m
1. Calculer le polyndéme caractéristique de A,,.
2. Les matrices A; et A, sont-elles diagonalisables dans M3(R) ? dans M;3(C)?

3. Etudier la diagonalisabilité de A,, en général.

I1.2.285| X ESPCI

Soit A € M,,(R). Montrer que det(A) = 0 si et seulement s’il existe B € M,(R) non
nulle telle que AB = BA = 0.

I1.2.286 | Mines-Ponts PSI

Soit E un espace vectoriel, © un endomorphisme de E et f un sous-espace vectoriel
de E stable par u. On suppose que u est nilpotent et que £ = F + Im(u). Montrer
que £ = F.

I1.2.287| ccp

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considére une matrice A symétrique réelle
telle que A3 4 4A4% 4+ 5A = 0. Etudier les valeurs propres et la diagonalisabilité de A.
Que peut-on en conclure ?

I1.2.288| ccp

Soit f I’endomorphisme de R?® dont la matrice dans une base orthonormée est

(2 2 -1
A=z 1 -2 =2
2 1 -2

Reconnaitre f et donner ses caractéristiques géométriques.

11.2.289| ccp
On définit I'application :

% R
P(X) — P(X+1)

1. Déterminer la matrice A qui représente ¢ dans la base canonique de R,,[X].

2. Justifier que A est inversible et calculer A~L.
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Soit E' un espace vectoriel de dimension finie et f, g deux endomorphismes de E.
Montrer que :

Im(f) + Ker(g9) = F <= Im(go f) =Im(g)

I1.2.291 | Mines-Ponts PSI

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f un endomorphisme de E.
Montrer que f? = 0 si, et seulement si, il existe un endomorphisme g de E tel que

fog=/fetgof=0.

X MP MPI

Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux dans un espace euclidien E. Montrer que :
1. 'endomorphisme p o g o p est autoadjoint positif;
2. E =1Im(p) + Ker(q) + (Im(q) N Ker(p));
3. endomorphisme p o ¢ est diagonalisable ;

4. le spectre de p o ¢ est inclus dans [0, 1].

Mines-Ponts

Soit (a,b,c) € C* et n € N*. On consideére le déterminant de taille n :

a b - o D
C
Ay (a,bc) =
b
C o« o o o o C a

1. Montrer que l'application x — A, (a + x,b + z,¢ + x) est une application poly-
nomiale de degré inférieur ou égal a 1.

2. Calculer A, (a,b,c) en fonction de a,b, ¢ et n.

Centrale PSI

Soit A et B dans M,(R) et & : M € M,,(R) — AM B. Calculer la trace de .

I1.2.295 | Centrale PSI 2021

Soit F' un sous-espace vectoriel de M,,(K) tel que toute matrice non nulle de F' soit
inversible.

1. Iei K = C. Montrer que, si les matrices A et B sont inversibles, alors il existe
a € C tel que aA — B n’est pas inversible. Qu’en déduire sur la dimension de F'?

2. Ici K = R. Examiner le cas ou n est impair. Donner un exemple ou la dimension
de F est 2. Montrer que, si n est pair, alors dim(F") < n.
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TPE/EIVP PSI

1. Soitd e N*,ac€ Cetu: P e CylX]+— (z—a)P € Cy[X]. Trouver les éléments
propres de u.

2. En déduire ’ensemble des polynomes de C[X] divisibles par leur dérivée.

I1.2.297 | Mines-Ponts PSI

1. Soit n € N*. Trouver inf{\ € R, | VA € M,(R), (Tr(A))*> < ATr(ATA)}.
2. Trouver inf{\ € R, | VA € My(R),det(A) < NTr(ATA)}.

I1.2.298 | Mines-Ponts PC

Soit A et B deux matrices de M, (R) symétriques.
Montrer que 2Tr(AB) < Tr(A?%) + Tr(B?).

ccp pe

Soit A € M, (R) telle que A? + I,, ne soit pas inversible.
1. Montrer qu’il existe X € M,,»1(C) tel que AX =iX et X #0.
2. Montrer qu'il existe U et V' dans M, (R) libres tels que AU = —V et AV = U.

CCP PSI

Soit A € M3(R) telle que A # 0 et A3+ A =0.

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

0 0 0
2. Montrer que A est semblablea [0 0 1
0 -1 0

Centrale PC

Soit (F, (-,-)) un espace euclidien.

1. Soit g un endomorphisme de E autoadjoint tel que (g(z), z) = 0 pour tout z € E.
Montrer que g = 0.

2. Soit g un endomorphisme de E autoadjoint tel que {g(2),2) = |lg(2)]?

tout z € E. Montrer que g est un projecteur.

pour

I11.2.302 | Mines-Ponts PSI

Soit A, B € M,,(C) et x4, xp leur polynéme caractéristique respectif.

1. Montrer que si A et B ont une valeur propre commune, alors il existe U et V non
nuls dans M, 1(C) tels que AUVT = UVTB.

2. Soit M € M,(C). Montrer que si AM = M B, alors xg(A)M = 0.

3. A quelle condition, nécessaire et suffisante, les matrices A et B ont-elles une
valeur propre commune ?
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11.2.303| ccp psI
Soit A € M,(R) et S = 3(A+ AT). On note (A1,...,\,) le spectre ordonné par ordre
croissant de S. Si p est une valeur propre réelle de A, montrer que \; < pu < Ay,

Mines-Ponts

Soit n € N* et M € M, (R) symétrique.
1. Montrer que Tr(M)? < rang(M)Tr(M?).
2. Caractériser par leurs valeurs propres les matrices symétriques réelles vérifiant le
cas d’égalité.
3. Soit M € M,(R) symétrique et définie positive.
(a) Montrer que M est inversible et que pour tous X et Y dans M,,.;(R) :

(MX, XM7Y, Y) > (X, V)2

(b) En déduire inf{(MX, X) - (M~1X, X) | || X]| = 1}.

coP PC

1. On définit 'endomorphisme ¢ de M,(R) par :
VM € M,(R), o(M)=2M+ M".

Déterminer un polynéme annulateur de . Montrer que I’endomorphisme ¢ est
diagonalisable. Déterminer ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.

2. Soit (a,b) € R? et
Pap i M — aM + oM™,

Montrer que ¢, est inversible si, et seulement si, a? # V2.

ENSAM PSI

Soit
0 v . 0 1 ag  Ap_1 -+ Gz Qi
. 0 ap .. az
J=lo . - et A= 4
: : (p—1
0o --- 0 1 0 Qp—1 a9 aq Qo

1. La matrice J est-elle diagonalisable dans M,,(C) ? Quel est son spectre ?
2. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(C)? Quel est son spectre ?

TPE/EIVP PSI

Discuter, dans M3(R), la diagonalisabilité et la trigonalisabilité en fonction du para-
metre réel a de

0 1 O
0 0 1
1 —a a
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Centrale PSI

Soit E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. On suppose
que ' = F@®(G et on note p le projecteur sur F' parallelement a G et ¢ = Idg —p. Soit f
un endomorphisme de E. Montrer que F est stable par f si et seulement si go fop = 0.

Mines-Ponts

Soit n € N*. Posons :

2 3 n
3
0
A= € M,(R).
3
. . . T n
1 23 -+« .. 0

1. Calculer det(A + ml,) pour chaque entier m avec 1 < m < n.
2. Montrer que x4 est un polynéme scindé.

3. Montrer que, pour toute valeur propre A de A,
"k
P
o kA

4. Calculer la somme et le produit des valeurs propres de A.

ENS MPI 2025

Soit A et B deux matrices appartenant a S,(R). On dit que A < B si B— A appartient
a ST(R). On considére application :

foo STTR) — ST(R)

n

A — Al

Montrer que f est décroissante.

I1.2.311 | Mines-Télécom MP 2021

Soit E I'ensemble des fonctions continues de [—1, 1] dans R.
On pose, pour tout (f,g) € E?:

(f,9) = /_11 f(t)g(t)dt.

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire.
2. Soit F = {f € E|Vzel0,1], f(x) =0}. Calculer F'-.
3. Que vaut F + F+?

X-ENS

Montrer qu’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie est de
dimension finie.

121




11.2.313| x

Soit Vi, ..., V, des sous-espaces vectoriels de R" de réunion égale a R". Montrer que
I'un des V; est égal a R™.

11.2.314| x

Donner deux modes de description d'un plan de R*.

11.2.315| x

On note S *(R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) dont les valeurs propres
sont strictement positives. Soit A une matrice antisymétrique de M,(R) et S € S+ (R).
Montrer que SA est diagonalisable sur C a spectre imaginaire pur.

11.2.316 | x

Soit M € M, (R). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si il existe
,H) € S,(R) x STT(R) tel que M = SH.

©®
T

11.2.317| X MP 2019
Soit A € M,,(C).

1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

~—

i) Toutes les valeurs propres (complexes) de A sont égales a 1.
ii) A=1d+ N ou N*" = 0.
2. On suppose A a coefficients rationnels. Montrer qu’il existe une matrice B ap-
partenant & M, (Q) telle que A = B2
Indication : on peut commencer par le cas réel.

I11.2.318| ccp MP
Soit n € N* et

111 1
1 1 1

A, =1 1 3 - 1]eM,R).
111 - n

Soit P, le polyndéme caractéristique de A,.
1. Montrer que P, 1(X) = (X —n)P,(X) - X(X —-1)--- (X —n+1).
2. Montrer que, pour tout n € N* et pour tout k € [0,n — 1], (=1)"*P,(k) > 0.

3. En déduire que chaque intervalle |0, 1[, |1,2[, ..., Jn— 1, +00[ contient exactement
une valeur propre de A,,.

ENS Ulm

On considere 'application

P Mg(R) — Mg(R)

Déterminer I'image de .
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BNS

Soit K un corps et A, B,C' trois matrices de My(K). Montrer qu’il existe un triplet
(o, B,7) € K3\ {0} tel que @A + BB + vC' a une valeur propre double.

I1.2.321 | Mines-Ponts PC

Soit un entier n > 2. On note A la matrice de M, (R) dont les coefficients diagonaux
valent O et les autres coefficients valent 1.

1. Calculer A%, En déduire que A est inversible et exprimer A~

2. Déterminer les valeurs propres de A et les espaces propres correspondants.

I1.2.322 | Mines-Ponts PC

-2 01
Soit la matrice A= [ =5 3 0] € M3(R).
-4 4 2
1. Montrer que A est diagonalisable dans M3(RR) et déterminer ses valeurs et vecteurs

propres.
2. On considere ’équation
(E): X?-3X =4,
en la matrice inconnue X de M;(R).

(a) Vérifier que toute solution de (E) commute avec A.
(b) Déterminer toutes les solutions de (E).

3. Calculer A™ oun > 2.

I1.2.323 | Mines-Télécom MP 2024

Soit (eq, eq,€3) la base canonique de R? euclidien. Donner la matrice de rotation R
autour de la droite D d’équation x—y+2z = x+y+2z = 0 et telle que R(e;) = %(614‘63).

Mines-Télécom MP 2024
Soit f € L(R?,R?) et g € L(R3, R?) tels que rang(f o g) = 2.
Calculer rang(f) et rang(g).

I1.2.325 | Mines-Télécom MP 2024

0 2 2—m
1. Soit A=|m—-2 0 1 € Ms(R).
2m m-—-2 m—2
Déterminer le rang de A en fonction de m.

2. Résoudre le systeme :

20+ 2—m)z=2-—m
(m—2)x+2z=1
2mr + (m —2)y+ (m —2)z=m — 2

123




X FUF 2024

Soit n € N* et Ny, ..., N, dans M, (C) nilpotentes qui commutent.
Montrer que Ny --- N, = 0.

CCINP MP 2021

Soit (a,b,c) € C3, un entier n > 3 et

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que rang(A) = 2.

2. On suppose que rang(A) = 2.
(a) Montrer que A € Sp(A) si et seulement si A = 0 ou A —aX — (n — 1)be = 0.
(b) Donner les expressions des valeurs propres de A.

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante (portant sur a,b et ¢) pour
que A soit diagonalisable.

X FUF 2024

Soit n € N*, A et B dans M,(R) telles que AB = BA. Soit encore p et ¢ dans R tels
que p? — 4q < 0. Montrer que det(A% + pAB + ¢B?) > 0.

I1.2.329 | Mines-Télécom MP 2023

Soit A € M, (R) symétrique telle que A20% = A2924,
1. Montrer que a?j = rang(A).

1<i,j<n

2. Le résultat reste-t-il vrai si A est seulement diagonalisable ?

COINP MP 2024

Soit A une matrice de M, (R) non colinéaire a I,, telle que (A + I,,)*> = 0.

1. Montrer que A est inversible et expliciter son inverse. Donner un exemple d’une
telle matrice.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. Soit p un entier naturel. Exprimer A? en fonction de A2, de A et de I,,.

CCINP MP 2019

1. Montrer que le polyndme P = X® 4+ 2X 4+ 1 admet une unique racine réelle
strictement négative.

2. Soit A € Mi5(R) telle que P soit annulateur de A. Que peut-on en déduire sur
les valeurs propres de A? Montrer que det(A) < 0.
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CCINP MP 2017

Soit n € N*. On consideére les deux matrices suivantes de M, (R) :

-n 1 1
1 ... 1
1 .
A: et J: :
-1 1 1
1 1 -—n

On note [ la matrice identité de M, (R).
1. Ecrire A, puis A2 sous forme de combinaisons linéaires de J et 1.

2. En déduire un polynéme annulateur de A. Donner son polynéme minimal 7, et
ses valeurs propres possibles.

3. La matrice A est-elle inversible ?

4. Soit E un espace euclidien de dimension n, (-,-) son produit scalaire et ||-|| la
norme associée. Soit (eq, ..., e,) une famille de vecteurs de E tels que, pour tout
i € [1,n], |les]| =1 et pour tout (¢,5) € [1,n]?, avec i # j, {e;, e;) = —=.
Montrer que (eq,...,e,) est une base de E.

I1.2.333 | Mines-Ponts MP 2021

Déterminer I’ensemble des polynémes annulateurs de la matrice :

@ 00000
0b 1000
000b 00O
000 co ofEMR):
0001 ¢c0
00001 ¢

I1.2.334 | Mines-Ponts MP 2021

10 1 0 0
z 1 y 1 0
Soit D = |22 2z y? 2y 2
3 322 y3 3y* 6y
ot 42 oyt 4y 1292

Montrer que D = 0 si et seulement si x = y.

I1.2.335 | Mines-Télécom MPI 2024

1. Montrer que )
(P, Q) — o(P,Q) = /0 P(t)Q(t)e™" dt

est un produit scalaire sur R[X].
2. Calculer ¢(X?, X?) pour tout (p,q) dans N2.

3. Orthonormaliser la base (1, X, X?) de Ry[X] & I'aide du procédé d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt.
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CCINP MP 2017
Soit A € M, (C) vérifiant A" = I, et telle que la famille {I,,, A, A% ... A"} est libre.
Démontrer que la trace de A est nulle.

I1.2.337 | Mines-Ponts MP
Soit .
0

(%1500 ) ER™

1
On munit R[X] du produit scalaire (A, B) = / A(t)B(t) dt.
0
On note @ la projection de orthogonale de 1 sur Vect({X,..., X"}).

n
1. Justifier l'existence et 'unicité de (qi,...,¢,) € R tel que @ = — > X" et
k=1
montrer que

1
A= /O (14 qut + qot® + - - - + gut™)? dt.

2. On pose :

1 q1 dn
F(X)= '
S A SR I o R grapepry
(a) Montrer que, pour tout k € {1,...,n}, F(k) =0.
1
(b) En déduire que F(O) = m

3. Calculer A et (q1,...,Gn)-

comne Mp

Soit @ une application de R,,_;[X] dans lui-méme telle que

1-X
n

d(P) =P+ P

1. Vérifier que @ stabilise R,,_1[X].

2. On admet que ® est linéaire. Donner la matrice représentative de ® dans la base
canonique. Est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer une base de ’espace propre associé a la valeur propre 1.

4. Supposons A une valeur propre de ® associée au vecteur propre P telle que \ # 1.
Montrer que 1 est une racine de P et donner sa multiplicité.

CCINP MP 2023

Soit A € M,(R).

1. Soit w € C une valeur propre de A de multiplicité p € N*. Montrer que @ est une
valeur propre de A de multiplicité p.

2. (a) Montrer que le polynéme X? — 3X — 4 admet une unique racine réelle.
(b) On suppose que A* — 34 — 41,, = 0. Montrer que det(A) > 0.
3. On suppose que A% + A + I, = 0. Montrer que n est pair.
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I11.2.340| CCINP PSI 2021

Dans cet exercice, K =R ou C.

Soit (ag, ai, .. .,a,) € K" et

00 O 0 —ap

1 0 0 0 —a

01 0 0 —as

c=100 " b e Mp(K).

0 —Ap—2

1 0 —Aanp—1

00 - 1 —a,

1. Calculer x¢(X).

2. Soit ¢ un endomorphisme de F, ou dim(F) = n+1. On dit que ¢ est cyclique s’il
existe z € K" tel que (z, o(), p*(x),...,©"(z)) soit une base de E. Montrer
que si @ est cyclique, alors sa matrice est de la forme de C.

CCINP MP 2019

On se place dans l'espace £ = C(|—1,1],R). On pose :

@ (f.0)— [ F)g(e) do.

On appelle P (resp. Z) le sous-espace vectoriel des fonctions paires (resp. impaires).
1. Montrer que P& Z = E.
2. Montrer que ® est un produit scalaire.

3. Montrer que Z = P+.

4. Déterminer I'image de f par la symétrie orthogonale par rapport a P.

11.2.342 Centrale-Supélec MP 2022

Le but de 'exercice est de montrer que toute matrice carrée réelle de trace nulle est
orthogonalement semblable a une matrice dont tous les éléments diagonaux sont nuls.

3 6 0
1. Soit A= |0 —3 0]. Déterminer P € O3(R) telle que P~'AP soit a éléments
0 0 O

diagonaux nuls.

2. Soit E un espace euclidien muni d’'un produit scalaire noté (-,-) et u un endo-
morphisme de E. On suppose que u admet deux valeurs propres A et u telles
que Ap < 0. On consideére deux vecteurs propres de u, x et y, unitaires, orthogo-
naux et respectivement associés a A et p. Montrer qu’il existe z unitaire tel que
z € Vect({z,y}) et (u(z),z) = 0.

3. Montrer le résultat souhaité pour une matrice symétrique réelle.

4. Montrer le résultat souhaité pour toute matrice de M, (R).
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I1.2.343 | Mines-Ponts MP 2021

On note :

o H l’ensemble des matrices de M, (R) de trace nulle;

W NN =

N Tespace vectoriel engendré pas les matrices nilpotentes de M, (R).
. L’ensemble N est-il 'ensemble des matrices nilpotentes ?
. Montrer que N' C H.
. At-on N =H?

COINE MP 2015

Pour tout a € R, soit

0 -1 —1
a
Ala) = ' € M,(R)
: B |
a a 0

Soit encore U la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

1. Calculer det(A(—1)).

2. On note P(x) = det(A(a)+2U). Montrer que P est polynomial de degré inférieur
ou égal a 1.

3. Calculer P(—a) et P(1). En déduire det(A(a)).
4. Etudier la continuité de a — det(A(a)) et retrouver la valeur de det(A(—1)).

CCINP MP 2025

Soit € C et n € N*. On consideére la matrice A, € M, (C) définie par :

1+ 22 x 0 0
x 1+22 = :
A, = 0 T
: x 0
: x 1422 x
0 0 T 1+ 22

On note C,, = det(A,).
1. Montrer que, pour tout n € N* :

Cn+2 = (1 + x2)0n+1 - 37201%

2. Calculer les valeurs exactes de C] et (s, puis déterminer C,, pour tout n € N*.
Discuter le résultat obtenu en fonction de =x.

3. Etudier 'inversibilité de la matrice A,, en fonction de la valeur de z.
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I1.2.346 | Mines-Télécom 2025

Soit n € N*. Déterminer toutes les matrices de M, (R) vérifiant :

MMY*MM*M =1,.

I11.2.347 | CCINP PSI 2025

0 0 a
SoitaeRet M,=11 0 0
1 10
1. (a) Déterminer le polynéme caractéristique x, de M,.
(b) Effectuer la division euclidienne de 3x, par x/.

(c¢) La matrice M, est-elle diagonalisable sur C?

2. On suppose que A est une valeur propre complexe de M, telle que |A| > 1.

Al 1

T2

(b) Montrer que la suite ((M,)")nen converge vers la matrice nulle pour a suf-
fisamment petit.

(a) Montrer que |a| >

CCINP MP 2025

Soit (a,b) € C? et f I'endomorphisme du R-espace vectoriel C tel que :
VzeC, f(z)=az+10z.
1. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution z € C non nulle si et
seulement si |a| = [b].
On suppose maintenant que a = e'“ et b = e’ , avec («, ) € R2.
2. Déterminer les valeurs propres de f.

3. Déterminer « et [ tels que f soit diagonalisable.

11.2.349 | TPE/EIVP PC 2019

Soit n € N. Pour P dans R,,[X], on pose T'(P) = P(X +1) — P(X).
1. Montrer que T est un endomorphisme de R,,[X].

2. Montrer que le spectre de T est {0}. Déterminer le sous-espace propre associé.
L’endomorphisme T est-il diagonalisable ?

3. Montrer que 7" = 0. (On pourra comparer les degrés de T(P) et P pour

P € R,[X].)
4. Soit P € R, [X]. Montrer que :
n+1 1
3 <” N )(-1)n+1—kp(x +k)=0.
o\ K

(Utiliser I'endomorphisme D = T + Idg,,[x].)

I1.2.350 | Mines-Ponts MPI 2024

Soit B et M deux matrices de M3(C) telles que M3 = B. Que dire sur B et M ?
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oD PG 2024
Soit A € M,(R) telle que AAT = ATA. On suppose que P = XP est un polynome
annulateur de A.

1. Montrer que P est annulateur de AT A.
2. En déduire que A = 0.

I1.2.352 | Mines-Ponts PSI 2022

Soit (ag, a1, ..,a,—1) € C".
0 -+ -~ 0 —ag

1 . —Qaq

On pose A= |

0 -+ 0 1 —ay
1. Déterminer x 4.

2. Montrer que :
A est diagonalisable <= x4 est scindé a racines simples.

Pour le sens direct, on montrera I'implication par deux méthodes différentes.

CCINP PSI

On note E = C*([0, 1], R). On définit sur E le produit scalaire :

V(f,9) € E*, (f.9) =/01f(t)g(t)+f’(t)g’(t) dt.

On note :
c V=AfeE[[" =T}
« W={feE|[f(0)=/rQ1) =0},
e« H={f€ FE| f(0)=cosh(1) et f(1) =0}.
1. Montrer que {cosh,sinh} est une base de V.
2. Montrer que, pour tout (f,g9) € F X E :

(f,9) = F'(1)g(1) = f'(0)g(0).

Calculer (cosh, sinh), ||cosh||? et ||sinh]|?.
3. Montrer que pour tout (f,g) € V x W, (f,g) = 0.

4. Soit f € H.
Calculer (f, cosh) et (f,sinh).
En déduire les composantes dans la base (cosh, sinh) de la projection orthogonale
[Ty(f) sur V.

5. Calculer : .
. 2 / 2
inf | ST+ ()7 dt.
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11.2.354| ENSEA/ENSIIE MP 2021

1 4 2
Soit A=|0 —3 —2| € My(R).
0 4 3

1. Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser.
2. Calculer exp(A).

Mines-Ponts PC 2025

Soit (A, B) € M,(C)2.

On suppose qu’il existe (a, 3) € C? tel que AB = aA + 3B.

Montrer qu’il existe P € GL,(C) telle que P~1AP et P~'!BP soient triangulaires
supérieures.

I1.2.356 | Mines-Ponts MP 2016

1. Soit A une matrice antisymétrique réelle de taille n. Montrer que A? est diago-
nalisable. Montrer que ses valeurs propres sont négatives ou nulles. En déduire
des informations sur A.

2. Montrer que A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale par blocs

«
> avec a € R.

avec sur la diagonale des zéros et des blocs de la forme <_& 0

I1.2.357 | Mines-Ponts MP 2024

Déterminer la dimension du Q-sous-espace vectoriel de C engendré par les racines
cinquiemes de I'unité.

CCINP PC 2022

Pour toute matrice M de My(C), on pose :

1M loo = max {|m;| | 1 <4,j < dj.

12 3
1. Onpose A= [0 1 —1]. Cette matrice est-elle diagonalisable ?
00 1

On pose N = A — I5. Calculer N2, puis les autres puissances de N.
Déterminer la limite de ||A"||« quand n tend vers +oc.

Vérifier que ||| est une norme sur My(C).

A T

Pour tout couple (M, N) de matrices de M,(C), prouver la majoration :

IMNloo < dl|M][oo][ Nl co-

6. On suppose que M est diagonalisable et posseéde au moins une valeur propre de
module strictement supérieur a 1. Déterminer la limite de ||M"||» quand n tend
vers +00.
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I1.2.359 | Mines-Ponts PSI 2023

Soit A € My(R) telle qu'il existe k € N tel que A* = 0.
1. Montrer qu’il existe p < 4 entier tel que AP = 0 et AP~1 #£ 0.
2. On suppose que p = 4. Montrer que A est semblable &

o O OO
o O O
o O = O
o= O O

CCINP MP 2021

Soit K un corps et F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit encore u
un endomorphisme de E.

1. Montrer que si u est nilpotent, alors v = 0.
2. On suppose n > 2, ot n est tel que u™ =0 et v # 0.

(a) Montrer qu'il existe une base e de FE telle que la matrice A de u dans la
base e est de la forme

0 O 0
1 0 0
0 1 0

(b) Résoudre I'équation X? = A, avec X € M, (K).

I1.2.361 | Mines-Ponts MP 2022

Soit n € N* et A € M, (R).
1. Montrer que, pour tout A € R, , det(AA% + I,,) > 0.

2. On suppose maintenant que A est antisymétrique.
Montrer que le résultat précédent est alors valable pour tout A € R.

CCINP MP 2022

a —b —c —d
b a d —c

: 2 2 _
Soit a, b, c,d € C tels que a* + b £ 0 et M = e —d a b
d ¢ =b a

1. Calculer MMT. En déduire det(M).
2. (a) Sia®+b*+c?+d* # 0, montrer que rang(M) = 4.
(b) Si a? 4+ b* + ¢? + d*> = 0, montrer que rang(M) = 2
3. Soit w € C tel que w? = b + ¢ + d>.
(a) Quelles sont les valeurs propres de M 7
(b) La matrice M est-elle diagonalisable ?
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CCINP PC 2017

01000
11111

Soit M =0 1 0 0 0| € Ms(R).
01000
01000

1. Calculer M?2.

2. Montrer que M est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

I1.2.364 | Mines-Télécom MP 2018

31 —1
Soit = [1 1 1 | e M(R).
2.0 2

Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que A — A3 soit nilpotente.

CCINP MP 2017

Considérons I'ensemble E des suites réelles u = (uy, )nen vérifiant :
Vn €N, Upiz = 2Upio + Upr1 — 2Uy,.

1. Démontrer que E est un espace vectoriel. Trouver la dimension de F.
(On pourra utiliser 'application u — (ug, u1,us).)

2. Déterminer les solutions de 1'équation 23 — 222 — x + 2 = 0. En déduire une base

de E.
0 10
3. On considére la matrice réelle A=1 0 0 1
-2 1 2

Démontrer que

4. On fixe (ug, ui, up) € R3, définissant une suite u de FE.
Uo
Calculer AUy, ou Uy = | uq
U
En déduire I'expression de u,, en fonction de n ainsi que de ug, uq et us.

I1.2.366 | Mines-Télécom MP 2025

Soit A € M3(R) a coeflicients strictement positifs.
1. Montrer que A est diagonalisable.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (A™),cn converge
vers une matrice L # 0.
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I1.2.367 | Mines-Ponts PSI 2021
Soit A, B € M, (C) diagonalisables dans M, (C) telles que A% = B? et A®> = B3.
Montrer que A = B. Est-ce toujours vrai si A et B ne sont pas diagonalisables ?

I1.2.368 | Mines-Ponts MP 2024

Soit f un endomorphisme de R? tel que f? = 0. Soit F' un plan vectoriel stable par f.
Montrer que Im(f) C F.

ENSAE MP 2022

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et v un endomorphisme n’ayant que £
et {0} pour seuls sous-espaces vectoriels stables.

1. Montrer que u ne possede pas de valeur propre.
2. En déduire que K # C.

3. Montrer que pour tout x € E \ {0}, la famille (z,u(z),u*(x),...,u""*(z)) est
une base de E.

4. Comment est la matrice de v dans cette base?

I1.2.370| Mines-Ponts MP 2019

Soit E/ un K-espace vectoriel de dimension n, f un endomorphisme de E et P = .

1. Montrer que si P est irréductible, alors les seuls sous-espaces stables par f sont
et {OE}

2. La réciproque est-elle vraie ?

I1.2.371| CCINP PSI 2024

Soit A et B deux matrices de M, (R) ayant le méme polynome caractéristique P.
1. On suppose que P admet n racines. Montrer que A et B sont semblables.

2. Trouver deux matrices ayant le méme polyndéme caractéristique, mais qui ne sont
pas semblables.

11.2.372 Centrale-Supélec MP 2019

Soit A, B € M, (C) telles que :
Vk €N, Tr(A%) = Tr(BY).

1. Les matrices A et B sont-elles nécessairement semblables ?

2. Traduire par une condition sur les valeurs propres de A et B I’hypothese de
I’exercice.

3. Montrer que x4 = XxB-

I1.2.373 | Mines-Télécom MP 2019

On note P, I’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans {0, 1}, telles
qu’il n’y a qu’un seul coefficient non nul par ligne et par colonne. Montrer que toute
matrice P, est diagonalisable sur C.
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I11.2.374| CcCINP PSI 2019

Soit n € N*.

1. Soit u un endomorphisme de R?" tel que u? = 0 et rang(u) = n.
Montrer que Ker(u) = Im(u) et qu’il existe une base B dans laquelle u a pour

matrice :
0, I,
0, 0,/

2. Soit u un endomorphisme de R*" tel que u® = 0 et rang(u) = 2n.

Montrer que Ker(u) = Im(u?) et qu'il existe une base B dans laquelle u a pour

matrice :
0, 0, 0,

CCINP MP 2022
1 0 1
SoitaoeRet A, = | —1 2 1
2—a a—2 «
1. Pour quelles valeurs de a la matrice A, est-elle diagonalisable ?
2. Calculer A} et A} pour tout n € N.

I1.2.376 | Mines-Ponts MP 2021

1. Montrer que si H est un hyperplan d’un espace vectoriel E, alors il existe une
forme linéaire ¢ non nulle de E telle que H = Ker(y).

2. Soit H un hyperplan de M, (C). Montrer que H contient au moins une matrice
inversible.

11.2.377 Centrale-Supélec MP 2021

1. Soit M € M, (C) nilpotente.
Montrer Pexistence de d = min{k € N | M* = 0} et que d < n.

2. Soit M € M,,(R) nilpotente.

Montrer que M? — I, est inversible et déterminer son inverse.
3. Soit M € M, (R) telle que M* + M3 + M? + M + I, = 0.
Montrer que Tr(M) < n, puis étudier le cas d’égalité.

I1.2.378 | Mines-Télécom MP 2023

1. Soit A € GL,(R) et B € M,(R).
Montrer que det(AB — I,,) = det(BA — 1,,).
2. Généraliser le résultat avec A non inversible.
Indication : on pourra considérer la suite (A,)yen+ définie par A, = A — %Ip.
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I1.2.379 | Mines-Ponts MP 2022

Pour z € C* et n > 2, calculer le déterminant n x n :

1
z— - 1 0 0
Z
1
1 z— — 1
A
Dy (2) = 1
n(z) 0 1 z— — 0
A
1
1
0 0 1 z—-
z
I11.2.380| CCINP PC 2023
Soit
(I) . Rg[X] — Rg[X]
1
P S(P(X) - P(1-X))

1. Calculer (.

2. Démontrer que :

Im(ep) = Vect ({X (X - ;)3}) et Ker(y) = Vect <{1 (x - ;)2}) .

3. Montrer que ¢ est un projecteur et en identifier les éléments géométriques.

I1.2.381 | CCINP PSI 2019

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit p et ¢ deux endomorphismes
de FE tels que :
p+q=1Idp et rang(p)+rang(q) < n.

Montrer que p et ¢ sont des projecteurs.

I11.2.382 | CCINP PSI 2024

Soit A € M3(C) vérifiant A3+ A = 0.
1. Montrer que Sp(A) C {0,1i, —i}.
2. La matrice A est-elle diagonalisable sur C?

3. On suppose que A € M3(R). La matrice A est-elle diagonalisable sur R ?

I1.2.383 | Mines-Télécom MP 2024

On considere dans R? le plan P d’équation = + 2y + z = 0.
Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur P.
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CCINP PC 2023

1. On note F' I'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2. Montrer
que F' est un sous-espace vectoriel de My(R), stable par produit. Donner la di-
mension de F'.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n?—1 ne contenant pas I,,
et stable par produit.
(a) Rappeler la valeur de E;; - Ey; avec 4, j, k,l € [1,n].
(On rappelle que E;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf
celui d’indice (i, 7) qui vaut 1.)
(b) Montrer que M,(R) = F & Vect(1,).
3. (a) Soit M,M" € M,(R) et p : M,(R) — M,(R) le projecteur sur Vect(I,)
parallelement a F.
Montrer que p(MM') = p(M)p(M').
(b) Soit M € M, (R).
Montrer que si M? € F, alors M € F.
4. Déduire des questions précédentes que E;; € F pour tout (i,7) € [1,n]? puis
conclure.

5. Montrer que ’ensemble des matrices de trace nulle est un sous-espace vectoriel
de M,(R) de dimension n? — 1. Est-il stable par produit ?

11.2.385| TPE/EIVP MP 2018

Calculer le déterminant de la matrice A = (Sin(i +7J ))

1<z,]<n'

I1.2.386 | Mines-Télécom PC 2022

0 «or ... 0 1
: : 2

Soit A = GMn(R).
0 -« ... 0 n-1
1 2 -+ n-1 n

Trouver les éléments propres de A.
Indication : calculer Tr(A?).

I11.2.387 Centrale-Supélec TSI 2021

Soit P le plan d’équation cartésienne x + y + z = 0. Déterminer les endomorphismes f
de R? vérifiant Im(f) = P et Ker(f) C P.

I1.2.388 | Mines-Ponts MP 2019

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E
tel que f2 + f = 0. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f
est




I11.2.389 | CCINP PSI 2022

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n € N*.
Soit f un endomorphisme de F tel que la matrice de f dans toute base de E soit égale
a une méme matrice A.

1. Montrer que, pour tout P € GL,(R), PA = AP.
2. Soit B € M,(R).

(a) Montrer qu’il existe A € R tel que B — I, € GL,(R).
(b) En déduire que AB = BA.

(c) Montrer que f est une homothétie.

CCINP PC 2024

Soit n > 2 entier.
1 ... 1
1. Soit J = | | € M, (C).
1 - 1
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de J.

2. Montrer qu’il n’existe pas de forme linéaire ¢ de M, (C) telle que pour toute
matrice M de M, (C), le nombre ¢(M) est une valeur propre de M.

Mines-Ponts MP 2013
Soit A € M, (R) telle que A% = AT A.
Montrer que A est diagonalisable dans C.

I11.2.392 | Mines-Télécom MP 2017

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Considérons une application linéaire f de E
dans F.

1. Rappeler la définition de Ker(f) et de Im(f).
Démontrer que ce sont des K-espaces vectoriels.

2. Démontrer que f est injective si et seulement si Ker(f) est réduit a {O0g}.

I11.2.393 | CCINP TSI 2019

Soit Ay, la matrice de My, (R) donnée par

a sii=7
Ao, =4b sij=2n-+1—1iouaetbsont deux réels
0 sinon

1. Donner A, et Aj.

2. On note Ay, = det(Asz,).
Calculer Ay et Ay.

3. Calculer Ay, si a =0.
4. Calculer A,, si a # 0.
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CCINP PC 2017

a b ¢

Soit M(a,b,c)=|c a b|et E={M(a,b,c)]| (a,b,c)e R}

b ¢ «a

. On note J = M(0,1,0). Calculer J?. Exprimer M(a,b,c) en fonction de I3, J
et J2.

. L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de M3(R)? Si oui, quelle est sa
dimension ? Est-il stable par produit ?

. La matrice J est-elle diagonalisable sur C ? Donner ses valeurs propres en fonction
. 2imr . .
de 7 = e"s ainsi que les vecteurs propres associés.

. La matrice M est-elle diagonalisable sur C?

5. Montrer que M est diagonalisable sur R si et seulement si b = c.

. On note f, 4. 'endomorphisme associé a la matrice M (a, b, ¢). Donner des condi-
tions portant sur a, b, c pour que f, . soit un projecteur. Donner alors son image
et son noyau.

I11.2.395 | Mines-Ponts MP 2024

Soit n € N* et ay,...,a, € C. Calculer le déterminant de
ap+a as+asg -+ Qp+ aq
a?+a3 ai+ai - ad+ad

A, =
at +ay ay+ag - ay+af

CCINP MP 2022

a b ¢

Soit A=|b ¢ al| avec (a,b,c) € R3.

c a b

. A quelles conditions sur (a, b, ¢), la matrice M est-elle la matrice d’une isométrie
vectorielle directe ?

. Onpose a =a+ b+ cet §=ab+ ac+ be, et on donne I'identité suivante :
a® 4+ b* 4 & — 3abc = (a + b+ ¢)* — 2(ab + ac + be)(a + b+ ¢)*.

Traduire le systeme de la question 1 avec « et 5.
. Montrer 1’équivalence suivante :

La matrice M appartient a SO3(R) si et seulement si il existe k € {O, 2%} tel que

a,b et c sont les racines du polynéme X3 — X2 + k.

. On suppose que M € SO3(R) et que M # I5. La matrice M est donc la matrice
canoniquement associée a une rotation de ’espace R? orienté, notée r. Déterminer
I’'axe D de la rotation r.

. Orienter 'axe D et déterminer ’angle de 7.
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ENS MP 2019

Soit A € M, (R) vérifiant A + AT = I,,. Montrer que det(A) > 0.

Mines-Ponts MP 2018
Soit (aq,...,a,) E R" et A = (|ai - aj|>
Calculer det(A).

M, (R).

(i.5)€[L,n]

11.2.399 | ENSEA/ENSIIE MP 2024

Soit A € M, (R) de polyndéme caractéristique scindé et P un polynome réel scindé a
racines simples. Montrer que la matrice P'(A)* — P(A)P”(A) est inversible.

CCINP PC 2019

a b ¢
Soit A=|b ¢ al| € M;3(R).
c a b
Onnote S=a-+b+cet oc=ab+ bc+ ca.
1. Montrer que A € O3(R) <= S =41let 0 =0.

2. Préciser une condition pour A appartienne a SOs.

I1.2.401 | Mines-Ponts MP 2017

Soit M la matrice carrée antidiagonale réelle de taille 2n, d’éléments antidiagonaux

ai, as, ..., as,. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagona-
lisable.
I1.2.402 | Mines-Télécom PSI 2019
]_ a a2 a3 . . o o a]nfl
0 1 a a2 e . e an72
0O 0 1 T L
Soit a € R* et A =
[ Y | 1

Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

I11.2.403 | Mines-Ponts PC 2023

0 —c a
On fixe (a,b,c) e R*etonpose M =| ¢ 0 b
—a —b 0

n Mk:

Pour tout n € N, on définit la matrice S,, = T
k=0 ™

1. Trouver un nombre réel 6 tel que M3 = —0M.

2. Pour tout n € N*, montrer 'égalité M*" = (—0)" "1 M>.

3. Montrer que la suite (S,,),en converge. Sa limite est notée Sy.
4

. Trouver deux nombres réels « et 3 tels que S, = I3 + oM + BM?.
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I11.2.404 | CcCINP PSI 2023

Soit A € My(R) telle que A?2 = AT, A #£ I, et A inversible.
1. Déterminer un polynéme annulateur de A.

Déterminer le spectre de A.

Montrer que A est une matrice orthogonale.

Calculer det(A).

Déterminer les matrices A.

ARl

I1.2.405 | Mines-Ponts PC 2018

On fixe a € R. Pour tout n € N*, on pose A,, =

I =

1. La matrice A, est-elle diagonalisable dans M3(R)? dans My(C)?
Déterminer ses éléments propres.
2. On pose z, =1+ % et u, = (z,)"
(a) Montrer que z, possede un argument 6,, dans }—g, g[
(b) Trouver un équivalent de 6,, quand n tend vers +oo.
)

(c) Déterminer la limite de w,, quand n tend vers +oo.

11.2.406 Centrale-Supélec PC 2022

1. Donner un exemple de matrice de M5(C) non diagonalisable.

2. Donner un exemple de matrice de M;(C) symétrique et non diagonalisable.

I11.2.407 | Mines-Ponts MP 2018

On note NV l'ensemble des matrices nilpotentes et on prend M € M, (C). A-t-on I'équi-
valence entre les deux propriétés suivantes :

i) M est diagonalisable;
ii) VP € C[X], PIM) e N = P(M) =07

I1.2.408 | Mines-Télécom MP 2025

Soit la matrice :

€ M;(R).

b

I
e e S
— O R O KR
— O R O KR
— O R O K
I T U S

1. Déterminer sans calculs :

(a) l'image et le noyau de A (exhiber une base) ;

(b) les espaces propres de A (trouver les valeurs propres et une base pour chaque
sous-espace).

2. Diagonaliser la matrice A.
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I11.2.409 | Mines-Ponts MP 2022

Soit A € GLy(C) telle que :
M > 0,Vn € Z, A" < M.

Montrer que A est diagonalisable.

11.2.410| TPE/EIVP PSI 2019

1 e 4+a —(1+a)
Soita e Ret A==[4+a 1+a a
l+a —a —(4+a)
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que A appartienne

A SO3(R).

2. Quel est 'endomorphisme associé a A dans ce cas?

I11.2.411| CCINP PSI 2017

Soit D = diag(Aq, ..., A,) avec A1, ..., A\, des éléments deux a deux distincts d’un corps
(commutatif) K.

1. Soit M € M,(K). Montrer que M commute avec D si et seulement si M est
diagonale.

2. Soit M € M, (K) une matrice diagonale. Montrer qu’il existe un unique poly-
nome P de degré au plus n — 1 tel que M = P(D).

I11.2.412| CCINP PSI 2016

Une matrice a diagonale propre est une matrice de M, (R) dont la diagonale est consti-
tuée de ses valeurs propres en respectant les ordres de multiplicité. On note ¢, l'en-
semble des matrices a diagonale propre de M, (R).

1. Donner des exemples de matrices a diagonale propre.

0 01
2. Soit la matrice antisymétrique A= [ 0 0 0] € M;(R).
-1 00

Est-ce que A est une matrice a diagonale propre ?
3. Soit A appartenant a ¢, antisymétrique.

(a) Donner les valeurs propres de A.

(b) Montrer qu’il existe p > 2 tel que A? = 0.

(c) Calculer (ATA)? et en remarquant que ATA est symétrique, montrer
que A = 0.

(d) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel A, (R) des matrices anti-
symétriques de M, (R).

n(n+1) '

(e) Soit [ un sous-espace vectoriel de &,. Montrer que dim(F) < ™5

ENS MP 2024

Déterminer les matrices M € M, (R) qui sont semblables & 2.
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Mines-Télécom MP 2024
Soit
A — —A+Tr(A),
. Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R).
. Déterminer le spectre de (.

1
2
3. Montrer que Ker(Tr) est un hyperplan de M, (R).
4. Est-ce que ¢ est diagonalisable ?

Mines-Ponts PC 2023
Soit A € Msy2(R) et B € May3(R).
0 -1 -1
On suppose que AB=|—-1 0 -1
1 1 2

1. Montrer que AB est une matrice de projection.
2. Montrer que BA = I,.

X MP 2017

Soit A = (Z i) € S2(R). On note A < p les valeurs propres de A.

Montrer que A < a < p.

11.2.417| CCINP PSI 2024

Soit M € My(R) telle que MMT = MTM et M? + 21, = 0.
1. Montrer que MTM est diagonalisable.
2. Montrer que Sp(MTM) C {-2,2}.
3. Montrer que, pour tout A € Sp(MTM), X > 0. En déduire Sp(MT M).

1
4. Montrer que —=M est orthogonale.

V2

1
5. Montrer que —=M est la matrice d'une rotation d’angle 6 a déterminer.

V2

6. Déterminer toutes les matrices M possibles.

I1.2.418 | Mines-Télécom MP 2021

On note E = C([0,1]). On munit £ du produit scalaire :

Wrge B (fg)= [ fg

Soit H = {f € E | f"+ f = 0}. Déterminer le projeté orthogonal sur H de la
fonction ¢ : x — .
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I11.2.419 | Mines-Ponts PC 2019

Pour K =R ou K = C, et u dans KN, on pose A(u) = (Upy1 — Un)nen-
1. Montrer que A est un endomorphisme de KV,
2. Pour tout p € N, déterminer Ker(AP).
3. Pour tout p € N et u dans KN, expliciter AP(u).

11.2.420| cciNP MP 2017
1. Démontrer que I'application ¢ : R[X]| x R[X] — R définie par
+oo

o(P.Q) = [ P@)Q)e " do

0
est un produit scalaire.

2. Calculer ¢(X?, X7) pour tous p et ¢ entiers naturels.

3. Déterminer le projeté orthogonal de X? sur Ry[X].

I11.2.421 | Mines-Télécom PC 2021

1 111

1. Soit M = € Ms(R).

— = =
o
o
o

e el e

Déterminer, sans calcul, le rang, I'image et le noyau de M.

2. Toujours sans calcul, diagonaliser la matrice M.

X MP 2016

On définit sur un C-espace vectoriel un « pseudo produit scalaire » par
i=1

Soit M € M,(C). Montrer alors 1’équivalence des propriétés suivantes :
i) M est diagonalisable dans une base « pseudo orthonormée » ;
ii) (y,2) € C* peR, 0 €]0,2x| tels que

i
_ (v ze _
M est diagonale ou M = <ze_19 Y+ MZ> ’

iii) MTM = MMT.

I1.2.423 | Mines-Télécom MP 2025

Soit A une matrice symétrique réelle telle qu’il existe k € N* tel que A* = I,,.
Montrer que A? = I,,.
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CCINP MP 2021

Soit m un entier supérieur ou égal a 3. On définit le produit scalaire suivant : si
X,Y € M1 (R), (X,Y) = XTY. Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Une matrice
A € M, (R) est dite de type n lorsque AT = A",
1. Comment appelle-t-on une matrice de type 17
Pour la suite, on prendra n > 2.

2. Pour tout x € R, on définit la matrice N(x) suivante :

0 0 0
N(z) =10 cos(x) —sin(x)
0 sin(z) cos(z)

(a) Montrer que pour tout k > 0, N(z)* = N(kx).

(b) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles N (x) est une matrice de type n.
Pour la suite, on prendra m = 3.
Soit A € M,,(R) une matrice de type n. Soit B € M,,(R) telle que B = A"

(¢) Montrer que A" = A,

(d) Montrer que B"™ = B puis que B est symétrique. Quelles sont les valeurs
possibles de B?

(e) Montrer que —1 ne peut pas étre valeur propre.

I11.2.425 | Mines-Télécom MP 2021

1. Soit a > 0.
On définit une suite récurrente (x,,)pen par xo > 0 et x,11 = % (mn + ﬁ) Etudier
la suite (x,)nen-

2. Soit A € S;HT(R) (ensemble des matrices symétriques réelles a valeurs propres

strictement positives). Montrer qu’il existe une unique matrice B € S;7*(R) telle
que B? = A.

I11.2.426 | Mines-Ponts MP 2019

Soit f un endomorphisme de My(C) tel que Tr(f(l3)) = 0 et pour toute matrice N
nilpotente, f(NN) = 0. Montrer que f est nilpotente.

I11.2.427 | Mines-Télécom MP 2017

Soit P € M, (R) un matrice de projection. Considérons 1'application

f: My(R) — M,(R)
M +— PM+ MP

1. Démontrer que pour toute matrice M € M, (R), on a

f?(M)=PM +2PMP + MP.

2. Démontrer que f est diagonalisable.

3. Déterminer la trace de f en fonction de n et du rang de P.
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CCINP PSI 2019
M3 —4M? +4M =0
Soit M € M, (R) et le systeme () *
Te(M)=0
1. Montrer que si M vérifie (5), alors les valeurs propres de M sont les racines du
polynome P = X3 — 4X? +4X.

2. Déterminer toutes les matrices M de M,,(R) qui vérifient ().

I1.2.429 | Mines-Télécom MP 2022

On considere 'application
u : RyX] — R,[X]
P — X"P(%)

1. Montrer que 'application u est un endomorphisme.
2. Montrer que u est diagonalisable et exprimer son polynéme minimal.

3. Déterminer une base de vecteurs propres de u.

I1.2.430| Mines-Ponts MP 2014

Déterminer toutes les matrices A et B telles que :
1

VM € M,(R), Tr(AMB)= —Tr(AB)Tr(M)?
n

Indication : commencer par le cas B = I,,.

CCINP MP 2024

a b c c b a
Soit u I'application de M3(C) qui a [d e f | associe la matrice | f e d
Ty z 2y x

1. Montrer que u est un endomorphisme.

2. Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres associés a I’endomorphisme .
3. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
4

. Déterminer la trace, le déterminant et le polynome caractéristique de wu.

I11.2.432 | Mines-Télécom MP 2024

Soit
T RN — RN
(un)neN — (wn)neN
avec : . .
vneN, w,= Up.
n+1 kz:% F

Déterminer les éléments propres de 7T
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I11.2.433 | Mines-Ponts MP 2019

On note A = GL,(C) U{0,}.
1. L’ensemble A est-il un sous-espace vectoriel de M,,(C)?

2. Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (C), contenu
dans A?

3. Qu’en est-il dans R? On s’intéressera surtout au cas n = 2.

CCINP MP 2017

Considérons I'application T : M,(R) — M,(R) définie par T(M) = MT.
1. Etudier le rang de 7.

Donner la matrice de T'.

Déterminer le déterminant de 7" et sa trace.

Etudier la diagonalisabilité de 7.

Que peut-on dire de la matrice M + M* — 21, si M € M,(R)?

A

I11.2.435 | Mines-Télécom MP 2019

Soit K un corps et A € M, (K). On note com(A) sa comatrice. On suppose que A est
inversible. Déterminer le spectre de com(A) en fonction de celui de A.

I11.2.436 | Mines-Ponts MP 2025

Montrer que pour tout A € C,

A? = A <= rang(A) < Tr(A) et rang(l, — A) < Tr(I, — A).

11.2.437 Centrale-Supélec 2017

1. Rappeler le théoreme du rang.

2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n tel que 1’'on a

fmt=0et f72#£0.
Montrer que, pour tout 0 < k < n, dim(Ker(f*)) =k + 1.

3. Montrer qu’il existe une base de E telle que I’écriture matricielle de f dans cette

0 0
base est < Iy 0).

I1.2.438 | Mines-Ponts PSI 2021

Soit A et B deux matrices symétriques de M, (R) telles que B = A3 + A + I,,.
Montrer que A € R[B].

I11.2.439 | Mines-Ponts MP 2021

Soit f un endomorphisme de Ms(R) tel que :
e f(IN) =0 pour toute matrice nilpotente N ;

« Tr(f(L2)) = 0.
Montrer que fo f = 0.
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CCINP MP 2021

1. (a) Déterminer trois polynémes A, B, C € Ry[X] tels que :
« A(—-1)=1, A(0)=0, A(1) =0,
« B(—1)=0,B(0)=1, B(1) =0,
« C(-1)=0,C(0)=0,C(1)=1.
(b) Montrer que (A, B,C') est une base de Ry[X].
2. Soit n € N, n > 3. Soit v 'endomorphisme de R,,[X] défini par :

VP € R,[X], v(P)=P(~1)A+ P(0)B+ P(1)C.

(a) Montrer que rang(v) < 3. Qu’en déduit-on sur Ker(v) ?
(b) Déterminer une base de Ker(v).

(c) Déterminer les valeurs propres de v. L’endomorphisme v est-il diagonali-
sable ?

I11.2.441 | Mines-Ponts MP 2018

Soit P € C[X]. On définit une application u : C[X] — C[X] telle que :

VzeC, u(P)(z)= ZD:Z Pﬁ?z”.

1. Montrer que u est bien définie et que u est un automorphisme.

2. Donner les valeurs propres de u.

I11.2.442 | Mines-Ponts PC 2016

Soit S = (a@ij)1<i j<n Une matrice symétrique réelle définie positive d’ordre n.

1. Pour tout (z1,...,2,) € RL", montrer que :
1 1
(T129 )" < E(xl + Ty 4+ Ty).
2. En déduire que :
Tr(S)\"
det(S) < ( a )> .
n
3. Montrer que pour tout i € [1,n], a; > 0.
— i 1 1 _

4. On note D—dlag( an""’m) et A= DSD.

(a) Montrer que A est symétrique définie positive.

(b) En déduire que det(S) < [ as.
i=1
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I1.2.443| Centrale-Supélec MP 2017

Soit G 'ensemble des matrices M (a) de la forme

-3 9a —4 + 3a
-1 1+3a —-1+4a avec a réel.
3 —9a 4 — 3a

1. Montrer que G est un groupe multiplicatif. Est-il abélien ?

2. Qu'est-ce que M (0) géométriquement. Déterminer Ker(M(0)) et Im(M(0)).
3. Montrer qu’il existe P € GL3(R) tel que pour tout a € R,
1 a O

P'M(@P=|0 10
00 0

11.2.444 | Mines-Télécom MP 2023

Soit n € N* et A € M, (R). Montrer que :

A? = —I, = det(4) = 1.

11.2.445 | Mines-Ponts PC 2022

Soit A € M,(R).

1. Montrer que :
det(A) =0 <= IB # 0 telle que AB = BA = 0.
2. Montrer que :

det(A) =0 <= 3B #0 telle que Vk € N*, (A4 B)F = A* 4 B*.

COINP MP 2021

Soit E = R[X].

—_

+oo
. Montrer que ¢ : (f,g) — / f(t)g(t)e " dt est un produit scalaire sur E.
Jo

+00
. Calculer / t"e~! dt pour tout n € N.
0

2
3. Donner une base orthonormée de F' = Ry[X].
4. Déterminer le projeté orthogonal de X? sur F.
5

. Montrer que :

e, |f " plt)et dt’ < \/ / T (P(t)2et dt.
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CCINP PC 2018

0 1 0O --- 0
1 0 :
Soit A=1|¢g -. -, . 0
: .01
0o --- 0 1 0

1. Montrer que, pour tout A € R, rang(A — A\[,,) > n — 1.

2. Quelles déductions peut-on faire sur les valeurs propres de A7

CCINP PC 2024

Soit E un espace vectoriel euclidien et a,b € E.
On pose :
f F — E
r — x4+ (a,x)b

Montrer que f est bijective si et seulement si (a, b) # 0.

COINP PG 2024

On munit R™ du produit scalaire canonique. On suppose que A et B sont des matrices
réelles symétriques telles que A2 = B2. On admet que, pour toute matrice diagonale,
rang(D) = rang(D?). L’objectif de I'exercice est de montrer 1'existence d’une matrice
orthogonale P telle que PA = B.

1. Montrer que :
VX € M,,1(R), (AX)TAX = (BX)'BX.

2. On suppose que 0 n’est pas valeur propre de A.
(a) Montrer que A est inversible. Montrer alors que BA™! est orthogonale.
(b) Conclure.
3. On suppose maintenant que 0 est valeur propre de A, de multiplicité p.
(a) Montrer que Im(A) = Im(A?). En déduire que Im(A) = Im((B).
(b) Montrer que Ker(A) = Ker(B) et en déduire que 0 est valeur propre de B.
Préciser sa multiplicité.
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11.2.450| CCINP MPI 2025

On note T I'endomorphisme de R[X] défini par :
T(P) = (84 3X)P+ (X*—5X)P + (X* - X*)P".
1. Déterminer 'expression et le degré de T'(X™) pour tout entier naturel n. Calculer
T(X*) pour k =0,...,4.
2. Montrer que si P est colinéaire a T'(P), alors P est de degré 3.
3. L’endomorphisme 7' est-il injectif 7 surjectif 7

4. Montrer que la restriction de 7" a R3[X], notée T}, définit un endomorphisme sur
cet espace vectoriel. Donner la matrice de T} dans une base choisie.

5. Donner une base de diagonalisation de T; dans Rs[X].

I1.2.451 | Mines-Télécom PSI 2025

Soit a > 0 fixé. On pose :

a 1 0

M= |[a*> 0 1| € M3(R).

at 0 0

1. Montrer que M admet une unique valeur propre réelle r.
On pose, pour tout n € N, s, = Tr(M").

, . . Sn
2. Déterminer lim —.
n—4o0 rn

I11.2.452 | Mines-Ponts PSI 2026

Soit E un espace vectoriel réel et f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe
un polynoéme annulateur P de f vérifiant P(0) = 0 et P'(0) # 0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

I11.2.453 | Mines-Ponts MP 2025

Soit n € N et F' une matrice réelle symétrique de taille n. Montrer qu’il existe a € R

tel que :
400 1k

Vt € [—a,a], exp <Z tkTI'(Fk)> = det ((In - tF)—l).

k=1

NS P 2025
Soit A, B € M,(C) telles que AB — BA est de rang 1. Montrer que A et B sont
simultanément trigonalisables.

I11.2.455 | Mines-Ponts MP 2016

Soit A et B deux matrices de M, (Z) telles que, pour tout k € [0,2n], A+kB € GL,(Z).
Quelle est la valeur de |det(A)|? de det(B)?
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CCINP PC 2017

4 2 0 --- 0
2 :
Soit A, =10 *-. -. . 0
: .. .. .2
o --- 0 2 4

1. Calculer det(A,) pour tout n € N*.

2. Les matrices A,, sont-elles inversibles pour tout n > 17

I11.2.457 | Mines-Ponts MP 2015

Soit K un corps et A, B € M, (K). On définit M € M;,(K) :

A A A
M=|A B A
A B B

1. Calculer le rang de M.
2. Calculer M~ lorsqu’elle existe, en fonction de A~! et de (B — A)~L.

I1.2.458 | Mines-Ponts PC 2022

On considere une famille F = {F,...,F,} d’éléments de M,y;(R) et une famille
G ={Gy,...,G,} d’éléments de M, 1 (R).
Pour tout ¢ € {1,...,p} et pour tout j € {1,...,n}, on pose M;; = F; x G]T.
1. Montrer que la famille {M;;}1<i<p1<j<n €st une base de M, ,(R) si et seulement
si F est une base de M,y (R) et G est une base de M, (R).

2. Soit un entier r < min(p, n). Déterminer le rang de la matrice Z M, ..
k=1

I11.2.459 | Mines-Télécom MP 2023

Soit la matrice :
1 -1 0
A=1-1 2 —1| € M;R).
0o -1 1

Pour quels réels a la suite (a"A™),en converge-t-elle vers une limite non nulle ?

I1.2.460| Mines-Télécom MP 2022

Soit A € M,(R) telle que A3 = A.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. On suppose que rang(A) = Tr(A). Montrer que A est la matrice d’un projecteur.
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I1.2.461 | Mines-Télécom MP 2022

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] a valeurs réelles. On pose
¢: f— I, avec

F($):1/xf(t)dtp0ur$7é0

x Jo
et F(0) = f(0).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

I1.2.462 | Mines 2023
Soit K un corps et N € M, (K) nilpotente. Montrer que exp(N) — I,, est nilpotente.

I11.2.463 | Mines

On considere la matrice de M,,(C) :

1

n

10 0 0
01 0 - - 0

C=10 0

0
1 0

1

00 - 0 1 =

mn

Montrer que C' est diagonalisable.

11.2.464 | Mines 2024
Soit A € S;F(R). Montrer que com(A) € S;F(R).

I1.2.465 | Mines 2023

Soit A € M,,(R). On suppose qu'’il existe p > 1 tel que MP™? = M? et que Tr(M) = n.
Déterminer M.

I1.2.466 | Mines 2024

1. Soit A € GL,(C). Trouver une relation entre y 4 et x4-1.
2. Soit A € M,,(C). Trouver une relation entre x ., x4z et x_a.

I1.2.467 | Mines 2024

.., P, eK[X]etay,...,a, € K.
Quel est le rang de la matrice (Pj(a;))1<ij<n ?

[@p)
e

-+
~
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Mines 2022

Soit A une matrice symétrique de M, (R). On suppose que la suite (A*)ren converge

vers B € M, (R). Montrer que :
> |by| < nyfrang(B).

1<i,j<n

S

Soit A € M, (R) telle que A% = AT A.
1. Montrer que, pour tout p € R* :

Ker(A? — i21,) = Ker(A — pl,,) @ Ker(A + ul,).

2. En déduire le polynome caractéristique de A, et discuter le caractere diagonali-
sable de A.

I1.2.470| Centrale 2022

On note N, (C) I'ensemble des matrices nilpotentes de M, (C). Pour M € N, (C), on
désigne par d(M) l'indice de nilpotence de M. On note enfin C[M] Iensemble des
polynomes a coefficients complexes en M.

1. Soit N € N,(C). Montrer que C[N] est un espace vectoriel de dimension d(N).

2. Soit N € N,(C). Montrer que N + I,, € GL,(C), puis que N? + 2N € N, (C)
avec d(N? 4+ 2N) = d(N).

3. Montrer que ¢ : N — N? + 2N réalise une injection de N, (C) dans lui-méme.

I1.2.471 | Mines 2024

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n € N. On dit qu'un endomorphisme de E
est une transvection lorsque :

(w)§ = I + AE;;
pour une certaine base B de F, un certain A € K et 4,5 € {1,...,n} distincts.
Montrer ’équivalence entre les assertions suivantes :

i) u est une transvection ;
ii) rang(u —Id) =1 et (u —Id)* = 0.

Mines 2024

On considere A € M, (C) ainsi que :

B= (Z Z) € My(C).

Montrer que si A et B sont diagonalisables, alors il en est de méme pour :

oo aA bA
\cA dA)
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ENS 2023

Pour A € M, (R), on note w4 : M — AM.
1. Montrer que ||eal| < || A]|2
2. Donner une sous-algebre stricte de M, (R) stable par transposition.
3. On définit la sous-algebre de M, (R) :

M, 0

S = ' ‘(Ml,Mg)EMP(R)XMQ(R),p+q:n :
0 M,

On admet que B = {p4 | A € S} est une sous-algebre de L(M,(R)). Décrire

I'ensemble des endomorphismes de M,,(R) qui commutent avec tous les éléments

de B.

cop 2023

On considere la matrice :

A=|=1 0 1 |eMR).

1. Déterminer le polynome caractéristique de A.
2. Déterminer le polynéme minimal de A.

3. Calculer A™ pour n € N. En déduire exp(A).
4

. Montrer que A est semblable a :

10
B=101
0 0

e )

5. Trouver une autre méthode pour calculer A”.

cop 2028

Soit (a,b) € R?\ {0}. On considére la matrice :

0 -+« -+ 0 a

A= GMn(R)
0 0 a
a a b

1. Justifier que A est diagonalisable.
2. Déterminer le rang de A.

3. Calculer le polynéme minimal et les valeurs propres de A. En déduire le polynéme
caractéristique de A.

155



I1.2.476 | Centrale 2022

Pour A € M, (K), on pose s : M +— Tr(AM) et 74 : M — MA— AM.
1. On suppose que A est nilpotente. Montrer que Ker(74) C Ker(pa).

2. On suppose qu'il existe B € M, (K) telle que A = BA — AB.
Calculer BP(A) — P(A)B pour P € K[X]. En déduire que A est nilpotente.

3. Caractériser les hyperplans H de M, (K) vérifiant Im(74) C H. En déduire I'exis-
tence de B € M,,(K) telle que B = BA — AB.

4. Montrer que Aexp(/l, + B) = exp(B)A.

Mines 2024

Soit n > 1 entier. On considere le produit scalaire suivant sur £ = R,,[X] :
+oo
(P.Q) = [ T POQEe"at.
0
On se donne IT € R[X] de degré n, et pour P € E, on pose :
+oo
u(P)(x) = / (z + t)P(t)e " dt.
0

1. Montrer que u est auto-adjoint et bijectif.

2. On considére une base orthonormée (P, ..., P,) de E constituée de vecteurs
propres de u, chaque P; étant associé a la valeur propre A;. Montrer que pour
tous x,y € R :

Mines 2024

1. Existe-t-il une norme ||-|| sur M, (R) telle que pour tout A € M, (R) et pour tout
P € GLy(R), [|PTIAP|| = [|A]| ?

2. Existe-t-il une norme ||-|| sur M, (R) telle que pour tout A € M, (R) et pour tout
P € On(R), |[PIAP| = ||A]?

3. Meéme question que la premiere avec une semi-norme.

Mines 2023

400
Pour P =Y ;X" € C[X], on pose || P|| = sup|ay|.

k=0 keN
On considere b € C vérifiant |b| < 1, et f: P — P(b).

1. Montrer que f est linéaire.
2. Montrer que f est continue pour ||-|.

3. Déterminer ||| f||| sous réserve d’existence.
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I1.2.480| Mines 2022

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N. On pose, pour = € E :

n

s
1

N(z) = sup *=;

teR Z 2k—2
t
k=1

1. Montrer que N est une norme sur £.

2. Comparer N et [|-]|2.

I1.2.481 | Centrale 2022

1. Montrer que si U € S;(R), alors U admet une unique racine carrée.
2. Montrer que si U,V € S (R), alors Tr(UV') > 0.

3. Soit I un intervalle non vide de R.

On considére une fonction dérivable f : I — M, (R) ainsi que P € R[X]. Montrer
que Tro P o f est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

Mines 2024

Soit S une partie non vide de R? et f un endomorphisme de R2. On suppose que, pour
tout v € R? :
f)es et v— f(v)e St

Montrer que S est un espace vectoriel et que f est la projection orthogonale sur S.

I1.2.483 | Centrale 2023

Soit E un espace euclidien et s un endomorphisme de E.
1. Etablir 'identité du parallélogramme et I'identité de polarisation.
2. Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes :
i) Je20,Va,y € E, (s(x),s(y)) = c(z,y);
ii) Ve,y € E, (z,y) =0 = (s(x),s(y)) = 0.

3. Trouver tous les endomorphismes u de E tels que u(V+) C u(V)* pour tout
sous-espace vectoriel V' de F.

G 2023

Soit f € L(R?) vérifiant f # 0 et f3 = —f. On pose F = Ker(f) et G = Ker(f? +1d).
1. Montrer que F' # {0} et G # {0}.
2. Soit v € G'\ {0}. Montrer que R®> = F & G et que (v, f(v)) est une base de G.
3. Soit A € M3(R) telle que A*> = —A. Montrer que A est semblable A :

0 0 0 00 O
0 0 1 ou 00 —1
0 -1 0 01 0
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I1.2.485 | Mines 2024

Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E). On pose :
G={ueL(E)|uof=Ffouutof=fIpeN fflou=fr}

1. Soit u € G et k € N. Montrer que u**! o f* = w.
2. Soit u,v € G et k € N. Calculer u* o f**1 ov et vo fF!ouk.

3. En déduire que G possede au plus un élément.

cop 2024

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n € N. On considere f, g € L(E) telles que :
feg—gof=1
L’objectif est de montrer que f est nilpotente de trois manieres différentes.
1. (a) Montrer que, pour tout k € N, ffog—go f* = kf*.
(b) Conclure en étudiant 'application :

u : L(E) — L(F)
h +—> hog—goh

2. Montrer que pour tout P € C[X], P(f)og—go P(f) = f o P(f), puis conclure.
3. (a) Montrer que pour tout k > 1, Tr(f*) = 0.
(b) Montrer que f ne possede qu’une seule valeur propre, puis conclure.

Mines 2022

Soit n > 2 et p < n. On considere M = <A B

c D) € M,(R) avec A € GL,(R).

1. (a) Montrer que l'application (ii) +— Y induit un isomorphisme de Ker(M)
vers Ker(D — CA™'B).
(b) Montrer que rang(M) = p si, et seulement si, D = CA™'B.
2. Soit V' un sous-espace vectoriel de M,,(R). On pose p = max rang(M).
On souhaite majorer dim(V).

(a) Montrer que I'on peut supposer .J, € V, condition que I'on supposera vérifiée
pour la suite.

) onpose W ={ (g P} [(B.D) € Moy (B) % My ).

Etudier V N W.

Mines 2022

Soit A, B € M, (R). Montrer que I’application f : z — det(A+ xB) est polynomiale et
donner son degré.
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I1.2.489 | Mines 2024

Soit aw > 0 et u € L(C™). Montrer qu’il existe une base ordonnée B de C" telle que,
pour tous 4,7 € {1,...,n}:

< a.

i#j = |((w})

ij

11.2.490 | Mines 2022
Trouver une matrice M € M, (R) vérifiant M® — M = I,. Montrer que M vérifie
nécessairement det(M) > 0.

X 2022

Soit A, B € M, (C). Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes :
i) B est nilpotente et BA =0
iit) VM € M,(C), xam = Xam+B

X 2023

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 1.
On considére a,b € L(F) et on pose [a,b] = ab— ba. On suppose que [a,b] = fowv, ou
feL(C,E)etve L(E,C) vérifient vo f = 0.

1. Calculer det([a,b]).

2. Montrer que a et b sont trigonalisables dans une méme base.

I11.2.493 | Mines-Ponts MP 2021

Soit E un espace euclidien et z,y deux vecteurs non nuls de E. Quelle(s) condition(s)
y a-t-il sur x et y pour que le projeté orthogonal de x sur Vect(y) soit égal au projeté
orthogonal de y sur Vect(zx)?

11.2.494 Centrale-Supélec MP 2013

Soit E 'espace vectoriel des suites réelles. On étudie I'application qui a une suite u
associe la suite v définie par :

ug 4+ 2uy + -+ (n+ Du,

N n =
VneN, w CESIE

Montrer que si u converge, alors f(u) converge également. Préciser sa limite.
Montrer que f est un automorphisme de FE.

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

i

On note F' le sous-espace vectoriel de E constitué des suites bornées. On le munit
de la norme infinie. Montrer que F' est stable par f, que f est continue pour la
norme considérée et préciser sa norme subordonnée.
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I1.2.495 | Mines-Télécom MP 2023

On pose E = C([0,1]) que 'on munit de la norme ||-||. On pose :

YfeB, u(f)(z) :/01 inf(z, £) £(£) dt.

Montrer que u est un endomorphisme continu de E et calculer |[|ul|.

I1.2.496 | Mines-Télécom PSI 2023

. -5 3
Soit A = ( 6 _2> € M,(C).

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Résoudre B® = A dans M,(R), puis dans My(C).

3. Résoudre X' = AX avec X(t) = (szD
Y

I1.2.497 | Mines-Télécom PSI 2023

12 -3
Soit A= |2 4 —6 | € My(R).
48 —12

1. Déterminer le rang de A. En déduire sans calcul le polynéme caractéristique de
la matrice A.

2. Déterminer les éléments propres de A.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ?

I1.2.498 | Mines-Télécom MP 2022

Soit A € M,,(R) telle que A? est diagonalisable & valeurs propres strictement positives.
Montrer que A est diagonalisable.

CCINP MP 2018

Soit F un espace vectoriel euclidien, u un endomorphisme orthogonal de E (i.e. tel que
Vae,y € E, (u(x),u(y)) = (z,y)). On considere v = Idg — u.
1. (a) Montrer que Ker(v) = (Im(v))*.
(b) En déduire que Ker(v) et Im(v) sont des supplémentaires orthogonaux.
2. Soit p le projecteur orthogonal de E sur Ker(v).
(a) Montrer que pou=wuop=p.
(b) Pour tout x € E, montrer qu'il existe y € E tel que p(z) = = + u(y) — v.
(c¢) En déduire que :

1 n—1
Vee E, p(x)= nl—igloo (n > u’f(;p)) .
k=0
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11.2.500 | Mines-Télécom MP 2018

Soient n € N*, (ay,...,a,) € C* et (by,...,b,) € C".

On pose : A = (a;ibj) i jjeq,... ;32 € Mn(C).

Dans quels cas la matrice A est-elle diagonalisable? Déterminer alors ses éléments
propres.

COINP MP 2018

On cherche & déterminer les matrices A € M, (R) telles que A* = A% et Tr(A) = n.
1. Montrer qu’'une telle matrice est diagonalisable.

2. Conclure.

I1.2.502 | Mines-Télécom MP 2018

Soit A € S;F(R). Montrer que {/det(A) < lTr(A).

n

I1.2.503 | Mines-Télécom MP 2018
|, |
0 . :

Soit A= |[: .. . | € ML(R).
0 -+« .. 0 1

Calculer A3.

COINE MP 2025

Soit E un espace vectoriel de dimension 4.
1. Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynomes.

2. Soit f € L(E) tel que son polyndme minimal s’écrive : P(X) = (X2 +1)(X?+4).
Montrer qu'il existe z,y non nuls dans F tels que f%(z) = —x et f*(y) = —4y.

3. Montrer que la famille (z, f(z),y, f(y)) est une base de E.

4. Exprimer la matrice canoniquement associée a f dans cette base.

I1.2.505 | Mines-Ponts MPI 2025

1. Donner le polynéme caractéristique de :

0 -~ -~ 0 —ag
1 - N
0

: : 0 —a,—
O --- 0 1 —a,_q

2. Trouver les n € N tels qu'il existe M € M, (Z) vérifiant M3 + M + I,, = 0.
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I1.2.506 | Mines-Ponts MP 2025

Soit n € N et F' € S,(R). Montrer qu’il existe a € R tel que :

+o0 4k

Vit € [—a,a], exp (Z tkTr(Fk)> = det ((In - tF)_l).

k=1

I1.2.507 | Mines-Ponts MP 2025

Soit E un espace euclidien et u € L(E) tel que Tr(u) = 0.
1. Montrer qu’il existe un vecteur z € E '\ {0} tel que (u(x),z) = 0.

2. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u a
une diagonale nulle.

COINE MP 2025

On définit les deux matrices de M3(R) :

0
N=|{0
0

o O =

0 1 2 3
1| e T=|01 2],
0 00 1

ainsi que C(N) = {M € M3(R) | NM = MN}.
1. Montrer que C'(N) est un espace vectoriel. Déterminer-le.
2. Montrer que N est un polynome de degré 2 en T
On définit £ = {M € M3(R) | M® =T}.
3. Montrer que pour tout M € E, M est un polynome en N.

4. Déterminer FE.

I11.2.509 | CCINP MPI 2025

On note T 'endomorphisme de R[X] défini par :
T(P) = (8+43X)P+ (X? - X)P' + (X* - X*)P".
1. Déterminer 'expression et le degré de T(X™) pour tout en entier naturel n.
Calculer T'(z*) pour k =0, ..., 4.
2. Montrer que si P est colinéaire a T'(P), alors P est de degré 3.
3. L’endomorphisme 7' est-il injectif 7 surjectif 7

4. Montrer que la restriction de 7" a R3[X], notée T}, est un endomorphisme sur cet
espace vectoriel. Donner la matrice de 77 dans une base choisie.

5. Donner une base de diagonalisation de T; dans R3[X].

I1.2.510| Mines-Ponts MP 2018

Soit A et B dans M,(R) telles que ABAB = 0. A-t-on nécessairement BABA =07

I1.2.511 | Mines-Télécom MP 2021

Soit A € M, (R) telle que Tr(A) = 0. Montrer qu’il existe deux matrices nilpotentes
Ni et Ny telles que A = N; + Nos.
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I1.2.512 | Mines-Télécom MP 2021

On note (e, ..., e,) la base canonique de R™. Si o € S,,, on note f? I'unique endomor-
phisme de R" tel que, pour tout i € [1,n], f?(e;) = ey()- Enfin, on pose :
1
p==> [
n' UES’n

1. Soit (o, 7) € S%. Calculer f° o f7.
2. Montrer que I'application 7 — ¢ o 7 est une bijection de S,.

3. Montrer que p est un projecteur.

X ESPCI 2023

Soit A € M,(C). A quelle condition existe-t-il deux matrices A et B diagonalisables,
de rang 1, telles que M = A+ B?

CCINP MP 2021

Résoudre le systéme suivant d’inconnue (z,y, 2) € R3 en fonction du parameétre m :

2mx +y+ 2 =2
T+ 2my + 2z =4m
T +y+ 2mz = 2m?

I1.2.515 | Mines-Ponts MP 2021

Soit A et B deux matrices de M,,(R) qui commutent. On suppose qu'il existe n+1 réels
deux a deux distincts t1,%s, ..., 1,41 tels que, pour tout ¢ entre 1 et n + 1, la matrice
C; = A+ t;B soit nilpotente. Montrer que les matrices A et B sont nilpotentes.

Mines-Ponts MP 2021
Soit M € M, (C) et I ={P € C[X]|| P(M) est nilpotent}.
Déterminer 1.

I1.2.517| CCINP PSI 2021

Soit A € My (R) et B = (f)* g‘) € Mon(R).

1. Donner le rang de B en fonction du rang de A.

2. Montrer que, pour tout P € R[X],

P(B) = (P(OA> PE)A)> + P(0) (8 }i”) .

3. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que B l'est aussi, et donner ses
valeurs propres.

Mines-Ponts MP 2021
Soit A € M3<C)
Montrer que A et —A sont semblables si et seulement si Tr(A) = 0 et det(A) = 0.
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I1.2.519 | Mines-Télécom MP 2018

1
Soit n € Net A € R,[X] tel que / A(t)dt # 0. On pose :
0

VP € R,[X], go(P):/OlP(t)dt~A—/01A(t)dt~P.

1. Montrer que ¢ € L(R,[X]).
2. Déterminer les éléments propres de .

3. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

I1.2.520| Mines-Télécom MP 2018

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n € N*.
1. Si dim(E) = 2, montrer qu'il existe f € L(E) tel que f? = —Idg.
2. On revient au cas général et on suppose 'existence d’'un endomorphisme f de E
tel que f? = —Idg.
(a) Montrer que f n’admet pas de valeur propre et que dim(FE) est paire.
(b) Montrer que pour tout z € E'\ {Og}, Vect({z, f(x)}) est stable par f.

(¢) En posant dim(E) = 2p, montrer qu’il existe une famille de vecteurs de E,
{e1,.... e}, telle que {eq, f(e1),...,ep, f(ep)} est une base de E.

I1.2.521 | Mines-Télécom MP 2018

On donne les deux matrices réelles :

-1 -4 2 2 1 1
A=11 3 -1 et B=|10 0 =2
-1 -2 2 -1 0 2

Les matrices A et B sont-elles semblables ?

I1.2.522 | Mines-Télécom MP 2018

Soit n € N* et F un espace euclidien de dimension n. Soit (ey,...,e,) une famille de
vecteurs unitaires de E tels que, pour tous ¢, j € [1,n] tels que i # j, ||e; — €;]|=1.
Démontrer que (eq,...,e,) est une base de E.

I1.2.523 | Centrale-Supélec MP 2018

Soit 7 et s deux rotations vectorielles de R3.
1. Montrer que si les axes de r et s sont identiques, alors r et s commutent.

2. Montrer que si r et s sont des rotations d’angles 7 et d’axes orthogonaux, alors
r et s commutent.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que r et s commutent.

11.2.524 | ENSEA/ENSIIE MP 2018

Soit M une matrice de M3(R) telle que M* = 0. Montrer que M? = 0.
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CCINP MP 2023

On considere un espace euclidien £ dont le produit scalaire est noté, pour tous vecteurs
zetyde E, (x,y). On fixe deux vecteurs non nuls u et v de E.

1. Pour tout vecteur x de E, on pose : (u ® v)(z) = (v, z)u.
(a) Justifier que u ® v est linéaire et donner son rang.
(b) Déterminer les éléments propres de u ® v.
(¢) L’endomorphisme u ® v est-il diagonalisable ?
2. Calculer (u®v)? = (u®v) o (u®v) et retrouver le résultat de la question 1.(c).

3. Soit g un endomorphisme de E. On note ¢g* son adjoint. Montrer que g commute
avec u ® v si et seulement si il existe un réel a tel que g(u) = au et g*(v) = aw.

I1.2.526 | Mines-Télécom MP 2023

1. Rappeler le théoreme spectral.

2. On munit M,«1(R) du produit scalaire usuel. Soit A € S, (R). Montrer que les
sous-espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux.

3. Soit A € M,(R) et on suppose que A + AT est nilpotente. Montrer que A est
antisymétrique.

I1.2.527 | Mines-Télécom PSI 2023

Soit A € M,(R) telle que :

4 sii=j

Vie [1,n],Vje[l,n], ay= {1 sii#j

Etudier la diagonalisabilité de A et donner ses éléments propres.

CCINP MP 2023

Soit a, b, c,d, e, f des réels et

1 a b ¢
0 -1 0 O
A= 0 d 1 e
0 f 0 -1

1. Montrer que la matrice A est trigonalisable.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour la matrice A soit diagonali-
sable.

3. Dans ce cas, trouver une base de vecteurs propres.
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I1.2.529 | CCINP PSI 2024

1. Rappeler la forme d’'une matrice de Vandermonde et I’expression de son déter-
minant.

2. Pour tout k entier naturel compris entre 1 et n, on pose fi(z) = e** . Montrer
que la famille {fi,..., f.} est libre.

3. Montrer, sans les calculer, que le polynome P(X) = X3 + X + 1 admet trois
racines distinctes dans C, que 1’on notera «, (3, .

4. Résoudre le systeme suivant, composé de 3 équations a 3 inconnues :

rT+y+z =0
ar + By + vz =0
x4+ Py +922 =0

I1.2.530| Mines-Ponts MPI 2023

Soit n > 2 et S € S,(R). Notons :
E={|IX]|| X € Mpx1(R) et Tr(XTSX) =1}

1. Montrer que & posséde un maximum si et seulement si S € S;FH(R).

2. Déterminer le maximum de € si S € ST (R).

I1.2.531 | Mines-Télécom MP 2024

Soit A € M,,(C) admettant une unique valeur propre .
1. Montrer que A — A\, est nilpotente.

2. Soit le systeme différentiel (E) : Y’ = AY. Montrer que les solutions de (E) sont
bornées si et seulement si A = M\, et A € iR.

I1.2.532 | Mines-Ponts PSI 2024

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et f € L(E).
Montrer qu’il existe C' > 0 tel que || f*(z)|| = C||f(z)|| pour tout z € E si, et seulement
si, Ker(f) = Ker(f?).

I1.2.533 | Mines-Télécom 2024

Soit € une partie de M, (R). On appelle centre de € 'ensemble des matrices commutant
avec tous les éléments de £.

1. Déterminer le centre de M, (R).
2. Démontrer que Vect(GL,(R)) = M, (R). En déduire le centre de GL,(R).
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I1.2.534 | Mines-Télécom 2025

On étudie les matrices de M, (R) qui vérifient la condition :

n

xa(X) = kl:[(X —ag) (1),

c’est-a-dire les matrices pour lesquelles les valeurs propres sont réelles et sont exacte-
ment les coefficients diagonaux de la matrice.

1 00 1 11
1. Onpose My =0 0 1]etMy=1]1 1 1
010 1 11
Les matrices M; et M, vérifient-elles la condition (1) 7
u v v
2. Soit (u,v) € R%. On pose M, = [v u v
vovou

A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice M, , vérifie-t-elle la condi-
tion (1) 7
3. Quelles sont les matrices de Ms(R) qui vérifient la condition (1) ?

CoINp 2025

2 20 z(t)
Soit A= 2 3 0] e M(R)et X(t)=[y(t)| € M3x1(R).
1 0 3 2(t)

1. Etudier la diagonalisabilité de A.

2. Trouver les matrices D et P telles que A = PDPL.
On souhaite résoudre le systeme différentiel suivant :

¥ =—2x—2y
(S): ¢y =22+ 3y
2 =x+3z

3. On pose U(t) = P71 X(¢).
Trouver un systeme d’équations vérifié par U(t) et effectuer la résolution de ce
systeme.
On souhaite maintenant résoudre le systeme différentiel suivant :

= —=2x—2y
(S) : y" =2z + 3y
2 =x+3z

4. On pose V(t) = P71X(t).
Trouver un systeéme d’équations vérifié par V (¢).

5. Montrer que I'ensemble des solutions bornées de (S’) est un espace vectoriel réel.
Quelle est sa dimension ?
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I1.2.536 | Mines-Ponts MP 2024

Soit A € M,,(C) telle que :
Vk € [1,n—1], Tr(A") =0et Tr(A") #£0.

Montrer que A est diagonalisable.

I1.2.537 | Mines-Ponts MP 2025

Soit F un espace vectoriel euclidien et f € L(F) tel que :
Ve e B, [[f(x)] < ]l
1. Montrer que :
Vee B, f(z)=2 = f*(z)=uz,
ou f* est 'adjoint de f.
2. Etudier la suite v de L(E)N définie par :

1 n
vneN, wu,= k.
n—l—lkz:%)f

CCINP TSI 2019
1
Soit ¢ définie pour tout (P, Q) € Rs[X]* par ¢(P,Q) = / P(t)Q(t) dt.
—1
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. Construire une base orthonormée (Qg, @1, Q2, Q3) de R3[X].
3. Soit M; = sup |Q;(t)], i € [0,3]. Montrer que M; = @Q;(1).
1]

te[—1,

COINE MP 2025

Soit £ un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire. Soit f un endomorphisme de E
tel que :

Ve, y€ E, (z,y)=0 = (f(z),f(y)) =0.
1. (a) Montrer que :

Ve,y € B, lzll = llyll = @) = [lF W)l

(b) Montrer que Ker(f) = E ou Ker(f) = {0}.
2. Supposons E de dimension finie n. Soit {¢;}1<;<n, une base orthonormée de E.

(a) Montrer que les || f(e;)|| sont tous égaux a un méme entier (1 < i < n).
b) Montrer qu’il existe un entier k tel que :
q

Vee B, |f(x)l = k=]

3. Montrer que le résultat précédent reste valable en dimension infinie.

4. Montrer que :
Vo,y € B, (f(2), f(y)) = k*(z,y).
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ENS MP 2025

Une matrice carrée a coefficients réels ou complexes est dite de Bourdeaud si tous ses
coefficients diagonaux sont ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

1. Montrer qu’'une matrice réelle est semblable a une matrice de Bourdeaud si et
seulement si elle est trigonalisable.

2. Existe-t-il une matrice complexe, symétrique et de Bourdeaud qui ne soit pas
diagonalisable ?

3. Une matrice est dite normale si elle commute avec sa transposée. Quelles sont les
matrices réelles, symétriques et normales de Bourdeaud ?

I1.2.541 | ENSEA/ENSIIE MP 2022

On pose ' = R[X] et on définit f € L(FE) par :
VPe B, f(P)=(X-3)(X+1)P —XP,

Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

I1.2.542 | Mines-Télécom MP 2024

Soit E un espace euclidien. Soit {ey,...,e,} une famille liée génératrice de vecteurs
unitaires de F, deux a deux distincts, pour laquelle il existe @ € R tel que :

Vi,je[l,n], i#j = (ee;)=a.

1

1. Montrer que Ze,- =0eta=———
i=1 n—1

2. Montrer que dim(E) =n — 1.

I1.2.543 | Mines-Ponts PC 2023

Soit A € S,(R). On note :

Ca={z eR"| (Az,z) = 0}.

1. Dans cette question, on prend n =3 et A =

O = O
o O =
o O O

Déterminer ’ensemble C4.
2. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) C4 = Ker(A);
ii) C4 est un sous-espace vectoriel de R";
iii) A€ SHR) ou —A € S;F(R).

169




CCINP MP 2025

Soit n € N* et U, la matrice carrée réelle de taille n dont tous les coefficients sont
égaux a 1.
1. Sans calculer le déterminant, trouver les valeurs propres de U, avec leur multi-
plicité.
2. Soit (€;)1<i<n la base canonique ordonnée de R”. On définit :
i—1 1
Vie[[zan]]a fzzz -

k=1t~

€L — €.

Montrer que (f;)a<i<n est une base orthogonale du sous-espace propre associé a
la valeur propre 0 de U, pour le produit scalaire canonique.

3. En déduire une base orthonormée formée de vecteurs propres de U,. Donner la
formule de diagonalisation de U,,.

I1.2.545 | Mines-Ponts PC 2023

Trouver tous les couples (u, v) d’isométries qui anticommutent dans un espace euclidien
de dimension 2.

I1.2.546 | Mines-Ponts MP 2017

0 a b
Soit a,b,c € R} et A= é 0 ¢
Lo

1. Donner une condition sur a, b et ¢ afin que A soit diagonalisable.

2. Soit f ’endomorphisme associé a A. Quels sont les sous-espaces vectoriels de R3
stables par f7

I1.2.547 | Mines-Télécom PSI 2019

On considere :

¢ ¢ Ru[X]xR,[X] — R
(PQ)  — > PBQ®)

Quelles sont les valeurs de n pour lesquelles ¢ est un produit scalaire ?

COINE MP 20153

Soit z un nombre réel et E, l'ensemble des matrices M € M, (C) vérifiant I’égalité
M?+ M +xl, = 0.

1. Si x # 0, montrer qu'une matrice M € E, est inversible et exprimer son inverse.
Quelles sont les matrices inversibles appartenant a E ?

2. Trouver « réel tel que, si z < a, alors M € E, est diagonalisable dans M, (R).

3. Ici, x = —2. Déterminer I’ensemble 7T des traces des éléments de E,. Quel est son
cardinal 7
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CCINP MP 2018

Soit
1 0 -1 0 0
00 0 =3 0
C=(00 0 0 —6]|¢€Ms5R).
00 O 1 0
00 O 0 3

1. Calculer x¢ et mc.
2. Montrer qu’il existe A et B dans M;5(R) telles que :

C=A+B, A=A, B?=3B e AB=BA=0.

3. Déterminer le rang de A et le rang de B.

4. Montrer que, pour tout n € N*, C™ s’écrit comme une combinaison linéaire de A
et B dont on déterminera les coefficients.

I1.2.550 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A une matrice réelle symétrique, B une matrice réelle antisymétrique et M une
matrice réelle inversible telle que A = M~1BM. Montrer que A = B = 0.

X MP 2015

Soit A = (Z ZC) € M(R) et A\i, Ay ses valeurs propres.

Trouver le lieu de (a, ¢) sachant que les deux valeurs propres de A sont fixées.

I1.2.552 | Mines-Ponts MP 2018

Soit n > 2 entier. Résoudre dans M,,(C) :

M? — Tr(M)M + det(M)I,, = 0.

I1.2.553 | TPE/EIVP PC 2018

Soit E' = Ry[X]. Pour tous P, € E, on pose :

(P,Q) = P(0)Q(0) + P(Q(1) + P(2)Q(2).

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

2. Calculer la distance entre le polynome X? et le sous-espace vectoriel Ry[X].

TPE/EIVP MP 2018
Soit
f Mn(R) — M, R)
X — XT - X

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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I1.2.555 | Mines-Ponts PC 2022

Soit A € My, (R). On suppose que A% = 0 et que rang(A) = 2n.
Montrer qu’il existe P € GLs,(R) telle que :

P AP =

oo

0
0
I

o O O

I1.2.556 | CCINP PSI 2022

Soit f, g des endomorphismes de R? tels que f = g o g. On note B la base canonique
de R3.

_ N O

1 0
On suppose que A = (f)5 = [0 1
1 2
1. ’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. Soit e; et e3 des vecteurs propres de f associés respectivement aux valeurs propres
1 et 3. Montrer que g(e;) et g(es) sont aussi des vecteurs propres de f associés
respectivement aux valeurs propres 1 et 3.

3. Montrer que e; et e3 sont aussi des vecteurs propres de g.
4. L’endomorphisme g est-il diagonalisable ?

5. Quelles sont les valeurs propres possibles de g ?

I1.2.557 | Mines-Ponts MP 2018

Etudier les classes de similitude de M;(R).

I1.2.558 | Mines-Télécom MP 2022

Soit F un espace vectoriel de dimension n muni du produit scalaire (-, -), et @ un vecteur
normé de E. Soit o € R et f, : © — = + a{a, x)a, endomorphisme de E.

1. Montrer que :
V(a, ) €R?, foo fs= farpras-
2. Déterminer les « tels que f, soit bijectif.

3. Trouver les valeurs propres de f,.

I1.2.559 | CCINP PSI 2023

Soit A € M,,(R) une matrice qui vérifie la relation :

AP +9A=0 (1)
Montrer que le spectre de A est inclus dans {0, 3i, —3i}.
La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(C)?
La matrice A est-elle diagonalisable dans M, (R)?

On suppose n impair. Montrer que A n’est pas inversible.

AN

Montrer que si A est une matrice symétrique réelle non nulle, alors elle ne vérifie
pas la relation (1).
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Mines-Ponts MP 2021
Soit £ = C*°(R,R) et u l'application qui a f de F associe x — f(pr+q), avec p €10, 1]
et q=1—p.

1. Montrer que u est un automorphisme de F.

2. Montrer que les valeurs propres de u sont dans | — 1, 1].

3. Montrer que si f est un vecteur propre, alors il existe k € N tel que f* = 0.

4

. Trouver les valeurs propres de u et les vecteurs propres associés.

COINP MP 2023

Soit
f : M2 (R) — MQ (R)

a b d 2b

c d 2c a
1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Redéfinir la base canonique de My(R). Ecrire la matrice de f dans cette base.
3. Donner les éléments propres de f.
4. L’application f est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable 7 Si c¢’est le cas, expri-

mer la matrice de f dans la base canonique en fonction d’une matrice diagonale.
5. Pour n € N, définir .

I1.2.562 | Mines-Ponts MP 2022

Soit n € N. On note E, l'ensemble des f € C*°(R,R) telles que » (Z) & =o.
k=0

1. Montrer que £, est un espace vectoriel.
2. Donner la dimension de E,,.

3. Donner une base de FE,.

I1.2.563 | Centrale-Supélec PSI 2023

3 -1 1
Soit A=[ 2 0 1]|eMsR).
-1 1 2

1. Montrer que A admet une valeur propre simple notée b et une valeur propre
double notée a. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Soit f : R — R de classe C' sur R. Montrer qu’il existe un unique polynéme P
de degré 2 tel que :

P(b) = f(b), Pla)=f(a), P'(a)=f"(a).

On note Py ce polynome.

x x
3. Donner Py dans le cas ou f est I'application x > puis x +—> 3
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11.2.564 | CCINP MP 2023
: 0 b
1. Soit A = avec a,b € R.
a 0
Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur R si et seulement si ou
bien ab > 0, ou bien a = b = 0.

2. On note u 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base (ey,...,e,), de
taille n, est :
Qnp,

ai
avec n pair.

(a) Donner les sous-espaces vectoriels u-stables de dimension 2.
(b) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si

a; = apy1-; = 0 ou a;an41-; > 0 pour tout i € [1,n].

I1.2.565 | Mines-Ponts MP 2023

Soit F C M,,(C) une partie non vide stable par produit.
Montrer qu’il existe A € F telle que Tr(A) € {0,...,n}.

I1.2.566 | Mines-Télécom MP 2021

Soit E = C[X]. Pour tout P € E, on pose :
T(P)=(-3X +8)P+5(X*+ X)P' —2(X* — X?*)P".

1. Soit P € E de degré n. Déterminer le coefficient de X" de T'(P). En déduire
que les vecteurs propres éventuels de T' sont tous de méme degré.

2. Montrer que C3[X] est stable par 7. On note alors 75 I'endomorphisme induit
par T sur C3[X]. Déterminer la matrice de T3 dans la base canonique de C3[X].

3. La matrice T} est-elle diagonalisable ? inversible 7
4. On note :
(E) :2(2® — 2*)y" — 5(2* + 2)y' + (32 + 14)y = 0.
(a) Déterminer les solutions polynomiales de (E) sur R.
(b) Comment peut-on trouver des solutions non polynomiales de (E) sur |0, 1[?

Mines-Télécom MP 2021
Soit
¢ 1 M,(R) — L(M,(R),R)
A — M~ Tr(AM)

Montrer que ¢ est un isomorphisme.
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CCINP MP 2021

On se place dans Ms(R). On note :

A:<a11 G12> ot B:<b11 b12>‘
as1 a99 bar  aps

= CL11[2 a12]2 ~ B 02
A = et B= .
<a21[2 0/22[2> (02 B)

/
On suppose A et B diagonalisables. Si <i1> est un vecteur propre de A et (i}) un
2 2

On pose également :

vecteur propre de B, on pose :

) 0 ) 0

10 I A xh 10
Ul - To ) U2 - 0 ) ‘/1 - 0 ) ‘/2 xll
0 T 0 IIQ

1. Montrer que U; et U, sont des vecteurs propres de A et que Vi et V5 sont des

vecteurs propres de B.
2. Montrer que W = 1 V] 4+ x5V, est vecteur propre de A et de B.
3. Comment former une base de R* avec des vecteurs propres communs & A et & B ?

CLHB algB

4. La matrice M = <ang (190 B

> est-elle diagonalisable dans M, (R)?

I1.2.569 | Mines-Ponts MP 2021

Soit S € S, (R) une matrice symétrique dont les coefficients diagonaux sont nuls et D
une matrice diagonale non nulle. Montrer que S+ D est semblable a D si, et seulement
si, S est nulle.

I1.2.570| Mines-Télécom MP 2021

Soit n € N. Soit f,g € L(C™) tels que fog =0 et f+ g soit bijective.
Montrer que rang(f) + rang(g) = n.

Mines-Ponts PSI 2016
o RJX] — R, [X]
P — (X2+X)P(1)+ (X?—X)P(-1)
1. Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f).

2. Trouver les éléments propres de f.

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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CCINP PC 2016

Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit a et b des vecteurs de F avec a et b non nuls.

On consideére :
f i+ F — E

x +— x—{a,z)b
1. Montrer que f est bijective si et seulement si (a,z) # 1.
2. Si f est bijective, calculer f~!.

I1.2.573 | Mines-Télécom MP 2016

Soit f la fonction définie sur Ry[X] par :
fla+bX 4+ cX?) = 2a+c)(1 - X*)+(a+b+c)X.

1. Montrer que f est un endomorphisme de Ry[X] et écrire sa matrice dans la base
canonique.

2. Quelles sont les valeurs propres de A? La matrice A est-elle inversible ?
3. Trouver les vecteurs propres de A.

4. Déterminer le polynéme minimal de A.

I1.2.574 | Mines-Télécom MP 2016

Soit A € M, (R) symétrique telle que A201* = A2016,
1. Montrer que » a?j = rang(A).

1<i,5<n

2. Ce résultat demeure-t-il vrai si A est seulement diagonalisable sur R ?

11.2.575| TPE/EIVP MP 2016

Soit u un endomorphisme d’'un C-espace vectoriel et P € C[X]. On note 7, le polynéme
minimal de w.

1. Montrer que P(u) est inversible si, et seulement si, P et m, sont premiers entre
eux.

2. Montrer que si P(u) est inversible, alors P(u)~! € Clu].

11.2.576 | TPE/EIVP MP 2017

Soit t € R et
1 1—-t 1—t
Aty =[1—-t 1 1—1t
t—1 t—1 2t—1
1. La matrice A(t) est-elle diagonalisable ? Donner ses sous-espaces propres.

2. Résoudre le systeme :




I11.2.577 Centrale-Supélec MP 2017

) (22 +3y —6x+ 6y 9
L. Onnoteé'—{( v —y 3x—2y) ’(w,y)GC :

Montrer que £ est un plan vectoriel d’éléments tous diagonalisables.

2. Soit A = <((); g) et B = (Ccl Z),aveca;éﬁ.

On suppose que pour tout nombre complexe t, B + tA est diagonalisable.
Montrer que b = ¢ = 0.

3. Si K est un corps, on note d, (K) la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel
de M, (K) dont tous les éléments sont diagonalisables. Calculer dy(C), puis d,(R).

I1.2.578 | CCINP PSI 2017

12 0
Soit A= [0 3 0 | € My(R).
40 -1

1. Montrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

2. Soit D la matrice diagonale portant les valeurs propres de A. Montrer que si une
matrice de M3(R) commute avec D, alors elle est diagonale.

3. Soit P(X) = X7 4+ 4X3 + 1. Trouver toutes les matrices M € M;3(R) telles
que P(M) = A.

I1.2.579 | Mines-Ponts MP 2017

Soit F un espace vectoriel euclidien et p, ¢ deux projecteurs orthogonaux.
1. Montrer que p + ¢ admet des vecteurs propres.

2. Montrer que E peut se décomposer en somme directe de plans ou de droites
stables par p et q.

COINP MP 2019

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Soit f un endomorphisme symé-
trique de E. On note a la plus petite valeur propre de f, b la plus grande.

1. Montrer que :
allz)|* < (@, f(2)) < bl
2. Montrer que s’il existe un réel r tels que, pour tout x € E, (z, f(z)) < r|z[?,
alors r > b.

3. Soit k un réel fixé. On pose :

k1 0 --- 0
1
A=1o o € M,(R).
- 1
0 0 1 &

Montrer que b < k + 2.
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CCINP MP 2019
Soit
o R4[X] — R4[X]

P(X) +— P(X)+2XP (;)

1. Montrer que ® est un endomorphisme de Ry[X].

2. Déterminer les éléments propres de .

I1.2.582 | Mines-Télécom MP 2019

1. Montrer que ’ensemble E des suites
{(un)nGN ‘ da € Ra Vn € N, Up + Upto = 2@}

est un espace vectoriel réel.
2. Montrer que W : u + (a, ug, u;) est un isomorphisme de £ dans R3.

nm nm
3. Montrer que les suites n + 1, n + cos <2> et n — sin (2> forment une base

de E.

11.2.583 | CCINP MP/PSI 2019

Soit M € O,(R) telle que 3(1,, + 2M) € O, (R).
1. Montrer que pour tout z € R", (Mz,x) = ||z|*.

2. Conclure sur M.

I1.2.584 | Mines-Ponts MP 2019
On munit R[X] du produit scalaire (f,g) = > anby, 00 f = > a,X"et g=>_ b, X"
neN neN neN

On pose F' = {P € R[X] | P(1) = 0}.
1. Trouver F'* et vérifier que I'on n’a pas F @ F*+ = E.
2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P tel que dist(1, F') = ||1 — P||.

Indication : on pourra s’aider des polynomes définis par P, =1 — >}, XTk

ENS MP 2012

Soit p un nombre premier. Est-ce que toute matrice carrée a coefficients dans Z/pZ est
trigonalisable ?

I1.2.586 | Mines-Ponts PC 2013

Soit deux formes linéaires indépendantes f; et f, de R* dans R. Montrer qu’il existe
deux vecteurs z; et xo de R? tels que fi(z1) = 1, fi(z2) =0, fo(z1) =0, folzse) = 1.

I1.2.587 | Mines-Ponts MP 2013

Soit M une matrice de GL3(R) vérifiant M7 = —M?. Que peut-on dire de M ?
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Mines-Ponts MP 2014
Soit
o . RX] — R[X]
P — (X*+1)P"—2XP

On munit R[X] du produit scalaire :

1

(P,Q) = [ P@)Q)VT-dx.

~1
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique.

2. Prouver qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de &.
3. Prouver :

sin((n + 1)9)'

Vn € N, 3T, € R[X],V0 €]0, 7], T,(cos(h)) = S0 (0)

4. Montrer que (7,)nen est une base orthonormée de vecteurs propres de .

Mines-Ponts MP 2014
Soit A, B € M, (R) telles que AB = BA et det(A+ B) > 0.
Montrer que, pour tout p € N, det(AP + BP) > 0.

I1.2.590 | Mines-Ponts MP 2013

Soit A € S, (R). On suppose que tous ses coefficients sont égaux a 0 ou 1, et que

A= |!
-
1 1 «

Trouver des conditions sur n et «.

I1.2.591 | Mines-Ponts MP 2014

Soit «, B,y trois réels tels que o + 8 + v = . Calculer :

2

1 cos(fB) tan (g)
1 cos(y) tan (%)

1 cos(a) tan (9>

X PC 2023

Soit A, B € S,(R).
1. Montrer que Tr(e?e?) > 0.
2. Montrer que Tr(e?*58) < Tr(ee?).
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11.2.593 Centrale-Supélec PSI 2015

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Soit M € GL,(R). Montrer que M” M est inversible et symétrique, de spectre
inclus dans R7 .

2. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale €2 et une matrice symétrique S a
valeurs propres strictement positives telles que M = Q.S.

3. Trouver Q2 et S telles que M = Q.S lorsque :

1 0 0
M=1|0 1 =2
0 v2 0

4. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale €)' et une matrice triangulaire T" a
valeurs propres strictement positives telles que M = Q'T.

5. Trouver €2 et T telles que M = Q'T lorsque :

21 11
1 2 11
M=111 21
1 11 2
Mines-Ponts MP 2014
On considere le systeme :
M?*+1,=0
MMT = MTM

1. Résoudre le systeme dans M, (R) pour n impair.

2. Résoudre le systeme dans M, (R) pour n pair.

I1.2.595 | Mines-Ponts MP 2015

Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable.
1. Existe-t-il un polynome P tel que P(A?) = A?
2. Que dire pour P(A¥) = A, avec k impair ?

CCINP MP 2016

Soit n > 2 entier, a € R* et A € M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a a.
1. La matrice A est-elle inversible ?
2. La matrice A est-elle diagonalisable sur R ?
3. Le polyndme X" — (na)" !X est-il un polynéme annulateur de A?
4

. Quel est le polynome caractéristique de A7

I1.2.597 | Mines-Ponts MP 2016

Soit M une matrice symétrique de M, (R) & valeurs propres positives. Montrer que :

det(L, + M) > 1+ {/det(M).
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I1.2.598 | Mines-Télécom MP 2016

On considere I’endomorphisme

u : RX] — R[X]
P s P1)X + P(2)X?

Trouver les éléments propres de wu.

I1.2.599 | Mines-Télécom MP 2016

Trouver toutes les matrices M € My(R) vérifiant :

M? =

o O OO
o O O
o O = O
o= O O

I1.2.600 | Mines-Ponts MP 2016
Soit A et B dans M,,(C) telles que AB = BA?%. En supposant que A admet des valeurs

propres de module différent de 1, montrer que A et B ont au moins un vecteur propre
commun.

11.2.601 | TPE/EIVP PSI 2017

Soit A, B,C € M,(R) telles que :
C=A+DB, C?*=2A+3B, C®=5A+6B.

Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ?

11.2.602 | ENSEA/ENSIIE MP 2018

On considere les deux matrices suivantes :

_ [cos(a) —sin(w) cos(a)  sin(a)

_<sin(a) cos(a)> « —<sin(a) —Cos(oz)>'

1. On se place dans C. Déterminer si A est diagonalisable ou non.

2. Méme question si on se place dans R.

3. Refaire les deux premieres questions pour la matrice B.

I1.2.603 | Mines-Télécom MPI 2025
Soit A € ST (R) et B € ST(R).
T

XTAX

1. Montrer que la fonction f : X € R" — admet un maximum M et un

minimum 1m.
2. Montrer qu'il existe V tel que A = V2.

3. Montrer que la matrice A~'B est diagonalisable.
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CCINP MP 2022

On considere dans R™ deux vecteurs non colinéaires (ay, ..., a,) et (by, ..., by,).

1. Montrer que le systeme d’équations :

a1r1+ -+ apx, =0
b1$1++bnl’n =0

ou (1, ,x,) est un vecteur inconnu de R™, définit un espace vectoriel noté F.
Donner sa dimension.

2. Application :

Dans R* muni du produit scalaire canonique, on note e = (e, ...,e4) la base
canonique. Soit le systéme :

r—y+z+tr =0
r4+2y+2z2—t =0

(a) Donner une base orthonormale de F'.
(b) Calculer dist(u, F') lorsque u = e; — e3 + 2ey.

ENS MP 2018

Soit o une permutation de S, et P, la matrice de permutation associée. Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que P, soit diagonalisable dans M, (R).

I1.2.606 | Mines-Ponts MP 2019

Soit s une symétrie d'un espace vectoriel réel E. On considere :
¢ . F — E
1
o lsef+fes)

Déterminer les éléments propres de .

I1.2.607 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A € M,,(R) et S4 'ensemble des matrices semblables a A. Trouver I’ensemble des
matrices A € M, (R) telles que S, est fini.

I1.2.608 | CCINP TSI 2022

Reconnaitre I'application linéaire de R? associée a la matrice suivante :

L[5 2 -1
M=-12 2 2
6l_1 2 5

Mines-Ponts MP 2019
Soit n € Net A, B € M,(R). On suppose que AB = A+ B.
Montrer que rang(A) = rang(B).
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I1.2.610| Mines-Ponts MP 2018

Soit NV un opérateur nilpotent. Comparer Ker(V) et Ker(exp(N) — Id).

I11.2.611 | x MP 2015

Soit L un endomorphisme de M, (R). Montrer que L est un morphisme d’algebres qui
conserve la transposée si et seulement s'il existe U € O, (R) tel que L(X) = UTXU.

I1.2.612 | Mines-Ponts MP 2017

Soit n € N*. On considére deux matrices A et B de M, (C) telles que Ker(A) = Im(A)
et Ker(B) = Im(B). Montrer que A et B sont semblables.

I1.2.613 | CCINP MP 2025

1 0 O
Soit A=12 3 1
4 —4 -1

1. Trouver le polynome caractéristique et les valeurs propres de A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(R)? dans M,,(C)?
3. Trouver une matrice triangulaire 7" semblable a A.

4. Quelle est la limite de % quand n — +o00?

I1.2.614 | Mines-Télécom MP 2025

Résoudre 1'équation matricielle suivante d’inconnue M € M, (R) :

M(M*M)* = 1,.

I1.2.615 | Mines-Télécom MP 2025

On note u = (U )nen+ € RV Soit ¢ : u +— v définie par :
1 n
Vn e N, v, = —Zuk.
ny

1. Montrer que ¢ est un automorphisme de RY". Que peut-on dire de son spectre ?

2. Déterminer les valeurs propres de .

I1.2.616 | Mines-Télécom MP 2025

Soit M, (R) muni du produit scalaire canonique et A € S, (R). Montrer que || A||? est
égal a la somme des carrés des valeurs propres de A.

CCINP MP 2025

Soit A € M,(R) telle que ATA = AAT et A% = —1,.
1. Calculer Tr(A).
2. Montrer que (ATA)? = 1,,.

3. Montrer que AT A est symétrique, et en déduire que A est orthogonale.
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CCINP MP 2018

Soit A € M, (C).

1. Montrer que si A est diagonalisable, alors A? I'est aussi.

0 0

3. Donner une condition nécessaire et suffisante faisant intervenir un polynéme an-
nulateur pour que A soit diagonalisable.

, < . 1
2. Montrer que la réciproque est fausse a l'aide la matrice A = <0 )

4. On suppose que A et A? sont diagonalisables. Montrer que Ker(A) = Ker(A?).

5. On suppose que A? possede n valeurs propres distinctes. Montrer que A est
diagonalisable.

6. On suppose que A% est diagonalisable et que A est inversible. Montrer que A est
diagonalisable.

I1.2.619 | ENS MP 2017
Soit A et B deux matrices de M, (C). Montrer qu’il existe une base (ey,...,e,) de C"
et une permutation o de S, telles que :

« A est triangulaire dans la base (eq,...,e,);

B est triangulaire dans la base (es(1), ..., €s(n))-

I1.2.620| Mines-Ponts

Soit E un K-espace vectoriel. Une involution de L(E) est un endomorphisme f € L(FE)
tel que :
fof=Idg.

1. Soit a et b deux automorphismes de L(F) vérifiant :
aoboa=0b et boaob=a.

Montrer que a® = b? et que a? est une involution.

2. On suppose maintenant que la caractéristique de K est différente de 2.
Soit a et b deux involutions de L(E). Montrer que :

Im(aob—boa)=Im(a—0)NIm(a—+b).

I1.2.621 | Mines-Ponts PSI 2022

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. On souhaite montrer qu’il n’existe
pas de famille obtusangle de n+ 2 vecteurs, c’est-a-dire une famille {uy, ..., u,42} telle
que :
Wi.g) € [Lnl?, 4 = (uus) <O0.
1. Etudier les cas n =1 et n = 2.
2. Etablir la propriété par récurrence pour tout n.

3. Montrer qu’il existe une famille obtusangle de n + 1 vecteurs.
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I1.2.622 | Mines-Ponts MP 2014

On définit le produit scalaire hermitien sur C,,[X] :

(P.Q) = 5 [ PR

On pose M (P) = sup|P(z)].

|z|=1
1. Montrer que (1,X,...,X™) est une base orthogonale de C,[X] pour ce produit
scalaire.

n—1
2. Soit @ = X"+ > b X"*. Calculer ||Q|| et montrer que M(Q) > 1. Montrer qu'il
k=1
existe un unique polynéme unitaire @ tel que M (Q) =

1.
3. Soit maintenant P € C[X] tel que P(0) =1 et P(1) =0.

1
Montrer que M(P) > /1 + —.
n

I1.2.623 | Mines-Télécom MPI 2024

Soit X € M,x1(R) \ {0}. Démontrer que :

det(l, + XXT)=1+X"X.

11.2.624 | Mines-Ponts MPI 2023
On note J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients valent 1. Soit A € M, (R) a
coefficients positifs, de diagonale nulle, et telle que :

\V/’i,jE[[l,n]], Z7éj — Ojij—i-(lji:l.

Exprimer A 4+ AT en fonction de J et I,,.
Evaluer Ker(A) N Ker(J).
En déduire que rang(A) > n — 1.

= W o=

Existe-t-il un n € N* tel que toute matrice vérifiant les propriétés de A soit
inversible 7

I1.2.625 | Mines-Télécom MPI 2023

Soit A==[0 4 0] € My(R).
10 3

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Calculer les valeurs propres de A.
3. On considere 'application

M3><1(R)

w . R —
t —  W(t)

telle que W' = AW.
Exprimer W en fonction de t et d’autres parametres que 'on précisera.
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I1.2.626 | Mines-Télécom MPI 2025

Soit f : M,(R) — R. Montrer 'équivalence entre :
i) YA, B € M,(R), f(AB) < min(f(A), f(B));
ii) dp : R — R croissante telle que f = ¢ o rang.

I1.2.627| CCINP PSI 2024

Pour tout a € C*, soit A = (&""%)1¢; j<n-
1. Si a € R, montrer que A est diagonalisable.

2. Déterminer le rang de A. Quelles sont les valeurs propres de A7

I1.2.628 | Mines-Ponts PSI 2023

Pour tout (a, b, c) € R?, on définit :

fa,b,c R — R3
be! + ce™?
t — 2a — be'
a+ ce?

Soit F' = {fape | (a,b,c) € R3}.
1. Montrer que F' est un espace vectoriel, en donner une base et la dimension.
2. Déterminer B € M3(R) vérifiant pour tout f € F et tout t € R, f'(t) = Bf(t).

I1.2.629 | Mines-Ponts PSI 2022

On note B la base canonique de R?, (-,-) le produit scalaire sur R* et A le produit
vectoriel.
Soit
f: R — R
r — WAZ

oll w est un vecteur non nul de R3.
On pose P = (Vect(w))*. On rappelle que la formule du double produit vectoriel n’est
pas au programme et est donc & proscrire.
1. (a) Montrer I'existence d’un endomorphisme ¢ induit par la restriction de f a P.
(b) Montrer que det(g) > 0.
2. (a) Trouver tous les polynémes () € R[X], unitaires de degré 3, annulateurs
de f.
(b) Sans faire de calculs, exprimer xy, le polynéme caractéristique de f.
3. (a) Redémontrer la propriété du cours suivante pour ¢ € L(E) : le polynoéme
caractéristique d’un endomorphisme induit par ¢ divise x.,.
(b) Montrer-le dans le cas de f et g.

X ESPCI 2019

Soit n € N. Trouver les polynémes P € R[X] tels que :

P(X +1)— P(X) € Vect(X").
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X ESPCI 2018

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R,[X], on pose :

L P)Q(?)
1 V112

1. Montrer que cette intégrale existe et qu’on a défini ainsi un produit scalaire

(P,Q) = dt.

sur R, [X].

2. Montrer I'existence d’une base orthonormale {F, ..., P,} de R,[X] pour ce pro-
duit scalaire telle que pour chaque i € {0,...,n}, la famille { R, ..., P;} soit une
base de R;[X].

3. Soit i € [1,n]. Montrer que le polynéme P; est scindé, a racines simples, et que
toutes ses racines sont dans [—1,1].

X BSPOI 2017

Soit A = (CCL b> ou (a,b,¢,d) € Z*.

d )
On suppose que det(A) est impair. On consideére (e1,¢e9,¢€3,€4) € {—1,1}* et on pose
b . . .
A, = €1 922 Nontrer que la matrice A, est inversible.

CE3 d€4

X BSPCI 2015

Soit A est une matrice carrée réelle. Montrer que A est antisymétrique si et seulement
si, quelle que soit P orthogonale, P~'AP est a diagonale nulle.

COINP P 2024

Soit la matrice M € My, 1(R) définie par :

0O --- 010 --- 0
0 10 - 0
M=11 1 11 1
0 10 - 0
0 010 0

1. Calculer M?2.
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?

3. Donner une valeur propre de M.

Mines-Ponts

Soit M € M,,(R). Montrer que I’on peut écrire M sous la forme M = A+ S +cI,, avec
Ae A,(R), S € S,(R) avec Tr(S) =0, et ¢ € R. Montrer, de plus, que :

’MM%:EM%+Hw%+bHMﬂ
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I1.2.636 | CCINP PSI 2019

Soit M € M, (C) telle que M? + MT = I,,.

1. Montrer que, si P est un polynome annulateur de M, alors les valeurs propres
de M sont forcément racines de P.

2. On suppose que M est symétrique. Montrer que M est diagonalisable et que
Tr(M) det(M) # 0.

3. On ne suppose plus M symétrique. Montrer que M est diagonalisable.

4. Montrer que M est inversible si et seulement si 1 ne fait pas partie de son spectre.

COINE MP 2022

Soit A et B deux matrices orthogonales de M,,(R) avec n > 2.
1. Que peut-on dire de A+ B, de AB et de com(A)?

2. On suppose de plus que est orthogonale.

Calculer AT B + BT A. Montrer que toute matrice du segment [A, B] est orthogo-
nale.

I11.2.638 Centrale-Supélec MP 2022

Soit K un sous-corps de C et E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Montrer que tout endomorphisme de £ admet au moins un polynéme annulateur.

2. Soit pe N, p > 2, et Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de E tels que :
p
E= U Ey..
k=1

Montrer qu’il existe kg € [1, p] tel que Fy, = E.

I1.2.639 | Mines-Ponts MP 2025

Soit S € ST (R).
1. Montrer qu’il existe une matrice A € S;F7(R) telle que A% = S.
2. Montrer que A™' € ST (R) et que (A™')? = S~

3. On note (-, ) le produit scalaire canonique de M,,x1(R). Montrer que pour toute
matrice X € M,»;(R) on a :

(X, X) <{SX, X)(ST'X, X).

4. Dans quel cas a-t-on 1’égalité ?
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Mines-Ponts

Soit n € N* et w = e . Soit encore ) = (w(ifl)(jfl)) . € M,(C).
1<t,5<n
1. Soit (aq,...,a,) € C" et :
aq as ag --- (07
anp ap Q2 -+ Qp_q
A=1[0n-1 Qn Q1 - Qp-2| € Mn(C)
(05} as Q4 -*-- aq
Calculer det(AS2) et en déduire la valeur de det(A).
2. Soit 0 € R. Calculer :
cos(f) cos(20) --- cos(nb)
cos(nf) cos(@) --- cos((n—1)0
NI S CORET) ((n=1)0)
cos(20) cos(36) --- cos(6)

I1.2.641 | CCINP TSI 2023

Soit A = <:? ?) € Ms(R). Calculer A™.

CCINP MP 2022

On note £ 'espace vectoriel des polynomes réels de degré au plus n. Soit F' et G deux
polynémes de degré n + 1. On considere f l'application de £ dans £ qui a P associe le
reste de la division euclidienne de F'P par G.

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. L’application f est-elle un automorphisme? (Discuter selon que F' et G sont
premiers entre eux ou pas.)

3. Supposons que FFAG =1 et que G soit scindé a racines simples. Quelles sont les
valeurs propres de f 7?7 L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

11.2.643 Centrale-Supélec MP 2021

1. Soit N € M,,(C) nilpotente. Justifier I'existence de d = min{p € N | N? = 0}.

2. Soit M € M, (C) nilpotente. Montrer que M? — I,, est inversible et déterminer
son inverse en fonction de M.

3. On suppose maintenant que M € M, (C) vérifie :
M*+ M? + M*+ M +1,, = 0.

Montrer que |Tr(M)| < n. Etudier les cas d’égalité.
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I1.2.644 | Centrale PC 2022

0 --- 0 ay
Soitn>2et A= |- : - | € M,(R).
0 --. 0 a,
a - QGp-1 an,

1. Diagonaliser la matrice A.

2. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

CCINP MP 2023

Soit n > 2 entier. On munit R™ du produit scalaire usuel : pour z = (xy,...,z,) et
y = (y1,-..,yn) dans R™, on pose (x,y) = En:xzyz
Soit F'={x = (x1,...,2,) | 1 = 2, }. -
1. Montrer que F' est un hyperplan.
Trouver une base orthonormée de F.
Déterminer F'*.

Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur F' dans la base canonique de R”.
Calculer dist(e;, F).

ATl R

I1.2.646 | Mines-Ponts MP 2025

Soit E un espace vectoriel euclidien et p un projecteur de E. Montrer que les deux
affirmations suivantes sont équivalentes :

i) p est orthogonal ;
i) Vo € E, |lp(z)| < =]

Mines-Télécom PSI 2023
Soit
¢ : R3[X] — R*
P (P(0),P'(0), P(=1),P'(-1))
. Montrer que ¢ est linéaire.

. Déterminer Ker(¢). L’application ¢ est-elle bijective ?

. Exprimer M, matrice de ¢ dans la base canonique.

=~ W N =

(a) Montrer que M est diagonalisable.
(b) Donner un polynéme annulateur de M.

¢) La matrice M est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

b) Déterminer Q.

n

(c) En déduire la valeur de la somme Z k2.
k=0

)
(c)
5. (a) Montrer qu’il existe un unique polynéme @ tel que ¢(Q) = (0,1,0,1).
(b)
)
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X MP/MPI 2024

+o ({1
2024) peut-elle s’écrire » iz‘ﬁ"ﬂ avec A € M>(R)?

. 1
La matrice < > 2+ 1)1

0 1

I1.2.649 | Mines-Ponts PSI 2023

Soit M € My(R) telle que M? +4I, =0 et MMT = MTM.
Montrer que %M € O5(R) et en déduire M.

I1.2.650 | Mines-Ponts MP 2023

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie. Soit © un endomorphisme de E tel que
I'on a Im(u?) = Ker(u?). Montrer que Im(u) = Ker(u?). Le résultat est-il toujours vrai
en dimension infinie ?

I1.2.651 | CCINP MP 2025

Soit K le corps des réels ou des complexes. On considere la matrice

1 a b ¢
01 d e

A= 001 f € My(K).
0 0 0 -1

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, c,d, e, f pour que A soit diago-
nalisable. Dans I’hypothese ou A est diagonalisable, diagonaliser A.

11.2.652 Centrale-Supélec MP 2024

2 —1 0 - 0 -1
12 -1 - 0

Soit A= | 0 1 € M, (R)
10
0 12—
10 0 -1 2

1. (a) Montrer que toute matrice symétrique réelle admet des sous-espaces propres
orthogonaux. Enoncer le théoreme spectral.

(b) Justifier que A est diagonalisable et que Sp(A) C R.
2. Montrer que Sp(A) C [0,4].
3. Lister les éléments de Sp(A).

191




CCINP MP 2024

Soit £ = R?® muni du produit scalaire usuel noté (-, -).
Soit u un vecteur unitaire de E et pour a dans R on pose :

fo:x— x4+ alz,u)u.

1. Montrer que f, est un endomorphisme de E.

2. (a) Montrer qu’il existe un unique a’ € R* tel que :
Ve e E, | fu(z)] =[]

(b) Montrer que Ker(f, + Idg) et Im(f, + Idg) sont supplémentaires dans FE.

3. On se replace dans le cas général. Déterminer les éléments propres de f,.

COINP MP 2024

Soit M € M, (R) une matrice de rang 1.

1. Montrer que M = CL, ou C' une matrice colonne non nulle et L une matrice
ligne non nulle.

2. Soit A, B € M,,(R) telles que rang(AB — BA) = 1. Calculer (AB — BA)%.

NS MP 2024

Soit n > 1 entier et Z,, = {A € M,,(R) | 3\ € Sp(A), Im(A) C E\(A)}.
1. Montrer que si A € Z,, alors pour tout P € GL,(R), on a P"'AP € Z,,.
2. Soit A, B € Z,,. Montrer que :

A semblable & B <= rang(A) = rang(B) et Tr(A) = Tr(B).

I11.2.656 Centrale-Supélec MP 2019

Soit E un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Ici, E = R[X]. Pour tous P,Q € R[X], soit

(P.Q) = PO)QWO) + [ Pr)Q(s)d.

(a) Montrer que (-, ) est un produit scalaire.

(b) Montrer que F C (FL)".
2. Soit F' = {Q € R[X] | Q(0) = 0}. Montrer que I'inclusion précédente est stricte.
3. Soit E = C([0,1],R) avec comme produit scalaire :

(f,9) = /01 f(z)g(z)dz.

Soit F' I’ensemble des fonctions de E' qui sont nulles sur {0, %}
Montrer que F & F+ # E.
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CCINP MP 2019

0 a b ¢
: a 0 c
Soit A = b e 0 a € My(R).
c b a 0
1
1. On cherche des vecteurs propres de la forme ? avec,
3
€4

pour tout i € {2,3,4}, |e;| = 1 et e9e3e4 = 1.
Donner les éléments propres de A.

Que peut-on dire des sous-espaces propres de A7
Donner y 4.

Sia=0b=c=1, donner 4.

Sia=1,b=2et c=3, donner m4.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deg(ma) = 4.

N O e W

Donner une condition sur a, b et ¢ pour que deg(m4) = 3.

I1.2.658 | Mines-Télécom PSI 2019

Soit A et B deux matrices de My(C) telles que A* = B* =1, et AB+ BA=0.
1. Montrer que A et B sont diagonalisables.
2. Donner Tr(A) et Tr(B).
3. Donner les valeurs propres de A et B avec leur ordre de multiplicité.

4. Montrer que C' = iAB est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

I1.2.659 | Mines-Ponts MP 2019

Soit A € M,,(C). On note A la matrice conjuguée de A. Montrer I’équivalence entre les
deux propriétés suivantes :

i) AA=1,;
ii) 35 € GL,(C) telle que A = S5 .

Indication : on pourra, pour une des implications, prendre w € C bien choisi et po-
ser S = wA +wl,.

I1.2.660| CCINP PSI 2024

1 01 a b a
Etudier la diagonalisabilité de M = |0 1 0| € M3(R), puisde N = |b a b
1 01 b

avec a,b € C.
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I1.2.661 | Mines-Télécom MP 2022

Soit ' un K-espace vectoriel non réduit a {0}. Soit f € L(E) nilpotent d’ordre p.
1. L’application f est-elle injective ? surjective ?
2. On suppose que dim(E) = n et que p = n.
(a) Montrer qu'il existe zg € E tel que B = (xq, f(z0), ..., f" ' (x0)) soit une
base de L.
(b) Quelle est la matrice de f dans cette base B? On note A cette matrice.
(c) La matrice A est-elle diagonalisable ?
3. On choisit E = K,,_1[X]. Donner un exemple de f dans L(E) nilpotent d’ordre n,
et d'une base telle que la matrice de f dans cette base soit la matrice A.
4. (a) Pour t € R, calculer exp(¢(I, + A)).
(b) Résoudre :

X'(t) = X(t) + AX (t)
xo)=|"

I1.2.662 | Mines-Ponts MP 2022

Soit £ = {f € C*([0,1],C) | f(0) = f(1) = 0} et F I'ensemble des fonctions continues
sur [0, 1].

1. Montrer que ¢ : f +— f” est un isomorphisme de F dans F.
2. Soit g € F. On pose :

v € [0,1], G(m)—/ol|x—t\g(t)dt.

Montrer que G est de classe C? et calculer G”.

3. Déterminer une fonction continue k telle que :
1
0 (9)@) = [ kr,t)g(t) .

4. Etudier l'existence et la valeur de  sup ||¢ " (g)]|oo-
llglloo<1

I1.2.663 | Centrale-Supélec PC 2016

Soit A € M3.2(R) et B € Myy3(R) telles que AB =

o

0 0
010
0 01
1. Montrer que AB est la matrice d’un projecteur.
2. Déterminer rang(A) et rang(B).

3. En déduire que BA = Is.
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I1.2.664 | Centrale-Supélec MP 2016

1. Soit P € C[X] non constant et n € N*. Existe-t-il toujours M € M,,(C) telle que

P(M)=07
2. Soit P € R[X] non constant et n € N*. Existe-t-il toujours M € M,(R) telle que
P(M)=07

3. Soit P = X3 + X + 1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe M € M,(Q) telle que P(M) = 0.

I1.2.665 | Mines-Ponts PC 2016

Soit A, B € M,(C) telles que AB = 0. Montrer que A et B ont au moins un vecteur
propre commun.

I1.2.666 | Mines-Ponts MP 2017

Trouver dans M, (R) et M, (C) les implications entre les propositions suivantes :
i) Les matrices A et B sont diagonalisables et AB = BA;
ii) pour tout A € K (K =R ou C), A+ AB est diagonalisable.

I1.2.667 | Mines-Télécom MP 2017

Soit E un espace vectoriel réel. On définit un systeme générateur positif sur E par le
fait qu’il génere tous les éléments de E et que tous les éléments de E peuvent étre
générés par ce systeme en utilisant uniquement des coefficients positifs. Montrer que
si dim(£) = n, le cardinal d'un systeme générateur positif est supérieur ou égal a n+ 1.

I1.2.668 | Mines-Télécom MP 2017

1. Donner la définition d’un polynéme annulateur d’'un endomorphisme.

2. Enoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.

11.2.669 Centrale-Supélec MP 2017

On note L 'espace vectoriel des suites réelles indexées par N*. On introduit I’endomor-
phisme D : L — L qui réalise un décalage d’indexation : D(u), = 1.

1. Soit P € Ry[X]. Déterminer Ker(P(D)).

2. Soit d € N* et P € Ry[X] fixé. Soit (un)nen € Ker(P(D)). Soit @ € Ry[X] tel
que, pour tout i € [1,2d], Q(D)(u); = 0. Montrer que (u,)nen € Ker(Q(D)).

3. Connaissant (ug, ..., uss), proposer une méthode pour retrouver P.
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I1.2.670| Mines-Ponts MP 2017

Soit aq,...,a, des nombres complexes. Calculer le déterminant d’ordre n :
) ) n
1 2 n—2 n
1 ay af -+ af aj
1 2 n—2 n
1 a; a3 -+ a4 ay
1 2 n—2 n
1 a, a;, --- a a;

Attention, ce n’est pas un déterminant de Vandermonde, il n’y a pas de colonne avec
des puissances n — 1.

11.2.671 Centrale-Supélec MP 2017

On considére une fonction continue f de R dans R telle que toute matrice carrée
d’ordre n > 0 réelle inversible A = (a;;), la matrice A = (f(a;;)) soit également
inversible.

, . . 11 . .
1. Montrer que pour tous réels distincts =,y la matrice <x y) est inversible. En

déduire que f est injective.

1 1
2. On suppose que f est surjective. En considérant les matrices | 0 1| pour
x z

< = O

x,y, z réels avec z # x + y, montrer que f(x +y) = f(x) + f(y).

3. Montrer que f est surjective. Conclure quant a f.

NS MP 2019

Soit A € M, (Z). Montrer que soit le spectre de A contient un nombre complexe de
module supérieur & 1, soit il existe & € N* tel que A* — I, soit nilpotente.

CCINP PC 2019

Soit A € M, (R) vérifiant A2 = A et AT = A.
1. Montrer que rang(A) = Tr(A).

2. Montrer que » > |a;;| < ny/rang(A).

i=1j=1

I1.2.674 | Mines-Télécom PC 2019

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E et A sa matrice
associée dans une base B.

1. Donner la définition de u est diagonalisable et donner la version matricielle de
cette définition.

2. Donner une caractérisation de u diagonalisable.

3. Onsuppose E = R", u diagonalisable et u* = Idz. Montrer que u est une symétrie
vectorielle.

4. On donne Tr(u) = n — 2. Préciser le résultat précédent.
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I1.2.675| Mines-Télécom PC 2019

Soit £ = R? muni de son produit scalaire usuel et u une isométrie vectorielle.
1. Définir une isométrie vectorielle.
2. Quelles sont les valeurs propres possibles de u 7 Justifier.

3. L’isométrie u admet-elle nécessairement une ou plusieurs valeurs propres réelles ?
Justifier.

s}

10
4. La matrice de u dans la base canonique est A= [0 0 1

010
Caractériser géométriquement wu.

I1.2.676 | ENSEA/ENSIIE MP 2013

Soit K la matrice définie de la fagon suivante : pour tout (p, q) € [1,n]?, le coefficient
K,, vaut €% On définit K’ la matrice dont les coefficients sont les conjugués de
ceux de K.

1. Calculer K K'.
2. Montrer que K est inversible et donner son inverse.

3. Calculer |det(K)|.

I1.2.677| Centrale-Supélec PSI 2013

Soit A et B deux matrices non nulles de M3(C) telles que A> = B? = (. Montrer que A
est semblable a B. Est-ce vrai en dimension 47

I1.2.678 | Centrale-Supélec PSI 2014

Soit A € M,,(R) dont tous les coefficients valent exclusivement 1 ou —1.
1. Montrer que det(A) est un multiple de 2"~

2. Calculer det(A) pour A comprenant —1 dans la diagonale et 1 partout ailleurs.

CCINP PC 2014
Soit n > 3 entier et A € M, (C). On suppose rang(A) = 2, Tr(A) = 0 et A — [, non
inversible. Quel est le spectre de A? La matrice A est-elle diagonalisable ?

I11.2.680 Centrale-Supélec PSI 2014

Soit £ = R?® muni du produit scalaire usuel. Soit f un endomorphisme de E tel que :

V(z,y) € B, (1,y) =0 <= (f(2), f(y)) = 0.

1. Montrer que f est inversible.

2. Montrer que I'image d’un plan est un plan.

3. Montrer que I'image d’une sphere est une sphere.
4

. Montrer que pour tout (z,y) € E?, il existe k € R tel que (z,y) = k{f(z), f(y)).
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I1.2.681 | Mines-Ponts PC 2016

a 2 - 2
10 --- 0

Soit A=|_ | € M, (R).
10 --- 0

Déterminer les éléments propres de A.

COINP PO 2014

On consideére ’ensemble

Ay = {(‘C‘ _bc> [ (a,b,0) 6R3}.

Le but de cet exercice est de prouver que toute matrice de My(R) est semblable & un
élément de As.

Dans tout 'exercice, on considere un élément M de My(R) et on note f l'endomor-
phisme de R? qui lui est canoniquement associé.

1. Démontrer la propriété attendue dans le cas ou M est diagonalisable.

10

(a) Prouver que M n’est pas diagonalisable.

2. Dans cette question, on prend M = (O O).

(b) Trouver un vecteur e; qui n’est pas dans le noyau de f.
On pose e; = f(ey) — €.

(c) Vérifier que (€1, e3) est une base de R2.

(d) Trouver une matrice de Ay semblable a M.

3. On se place dans le cas général ou M n’est pas diagonalisable.

(a) Montrer qu'il existe un vecteur e; de R? tel que le couple (ey, f(e;)) soit une
base de R?.

(b) Montrer que la matrice de f relativement a cette base est de la forme <(1] Z)

pour un certain couple (a,b) de R2.
(c) Montrer que le coefficient a est forcément négatif.
(d) Si a est nul, montrer que b l'est forcément aussi. Conclure dans ce cas.

(e) Traiter enfin le cas ou a est strictement négatif.

I1.2.683 | Mines-Ponts PSI 2014

1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie. Pourquoi le rang
d’un projecteur est-il égal a sa trace?

2. Soit A € M,,(K) (avec K =R ou C) telle que A? = [,,. Montrer que :

191

dim(Ker(A —1,,)) = p ;; Tr(A").
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CCINP MP 2016

Soit E un espace vectoriel, u € L(E) et P un polynome admettant une racine simple,
tel que P(u) = 0. Montrer de deux manicres différentes que Ker(u) = Ker(u?), dont
une utilisant le théoreme de Bézout.

I1.2.685 | Mines-Ponts MP 2016

Soit (ai,...,a,) € R" tel que Y _a? = 1.
i=1
Soit A = (a;;) € M,(R) définie par a;; = a;a; pour 4,j € {1,...,n}.

1. Montrer que A est la matrice d’un projecteur orthogonal.

2. Montrer que I,, — 2A est la matrice d’'une symétrique orthogonale.

I1.2.686 | Mines-Télécom MP 2016

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et a € K* tel que :
2 =3af*+ad*f=0.

Montrer que F = Ker(f) @& Im(f).

X MP 2016

Définissons pour A = (a;j)1<ij<n € Mp(R) et B = (b;j)1<ij<n € Mp(R) :
AxB = (aij : bz‘j)1<z’,j<n-

Montrer que si A et B appartiennent a S, (R), alors A x B appartient aussi a S, (R).

I1.2.688 | CCINP PSI 2016

3 -1 1 100
Montrer que les matrices réelles A= [2 0 1| et B= |0 2 1] sont semblables.
1 -1 2 0 0 2
Mines-Télécom MP 2017
1 0 0
Considérons la matrice A= |0 0 1| € M;(R).
0 —1 2

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? La réduire.
2. Résoudre I'équation exp(M) = A, d’inconnue M € M;3(R).
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I1.2.690| Mines-Télécom MP 2017

Considérons H = {AB — BA | (A, B) € M,,(R)?}.

1. Démontrer que l'application trace Tr : M, (R) — R est une forme linéaire non
nulle.

2. Notons (E;;); ; la base canonique de M, (R). Calculer E;; Ej,.
3. Démontrer que pour tout (A, B) € M, (R)?, Tr(AB) = Tr(BA).
En déduire que Ker(Tr) = H.

4. Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R) vérifiant :
V(A,B) € M,(R)?* ¢(AB) = o(BA).

Démontrer que {p, Tr} est liée.

5. Déterminer un supplémentaire de Ker(Tr).

I1.2.691 | Mines-Ponts PSI 2017

%NA:G Qewmm.

1. Diagonaliser A.
2. On cherche les matrices M € M,(R) solutions de 'équation :

(E): M*+ M = A.

(a) Si M est solution de (E), montrer que Sp(M) C {—3,—2,1,2} et que M est
diagonalisable.
(b) Trouver toutes les solutions de (E).

11.2.692 Centrale-Supélec PC 2017
Soit A € M, x,(R). On pose B = AAT et C' = AT A. Soit A un réel non nul. Montrer que
si A est valeur propre de B, alors elle est valeur propre de C' avec la méme multiplicité.

X ESPCI 2017

Soit n € N*, E un espace vectoriel de dimension n et (v;)ic[1,,) une famille de vecteurs
de E. Montrer que dim(Vect({v; —v; | 1 < 4,5 <n})) <n-—1

I1.2.694 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A et B des matrices symétriques réelles d’ordre n. On suppose que pour tout X
appartenant a M, ,;(R) \ {0}, XTBX > 0. Montrer que A + iB est inversible.

11.2.695 | ENSEA/ENSIIE MP 2017

Soit A, B € M, (C). Montrer que :
xa(B) € GL,(C) <= Spc(A) NSpe(B) = 0.

Dans M, (R), I’équivalence est-elle conservée ?
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I1.2.696 | Mines-Ponts MP 2017

On se place dans un espace préhilbertien réel. On définit, pour des vecteurs quelconques
e1,..., ey, la matrice M des produits scalaires (e;, €;).

1. Montrer que :
det(M) #0 < {ey,...,e,} est libre.

2. Montrer que :
0 < det(M) < []lleil*.
i=1

3. Etudier les cas d’égalité.

I1.2.697 | Mines-Ponts MP 2017

Soit (ay,...,a,) € R" et (by,...,b,_1) € (R*)"1. On pose :

aq b1
by ay by O
by .

€ M,(R).

O an—1 bnfl

bn—l Qnp

Montrer que A admet n valeurs propres distinctes.

I1.2.698 | Mines-Télécom MP 2017

Soit F un espace vectoriel de dimension finie.
1. Donner la définition d’un sous-espace vectoriel stable par un endomorphisme u.

2. Soit F' un tel sous-espace vectoriel. Que dire de la matrice de u dans une base
adaptée & £ = F & G (G étant bien évidemment un supplémentaire de F') 7

I1.2.699 | Mines-Ponts PC 2019
Soit M et N deux matrices de Mo, 1(R). On suppose que M N est nulle et que M + M7
est inversible. Montrer que N + NT n’est pas inversible.

TPE/EIVP PSI 2019
Soit
M : R — M,(R)
t —  M(t)
On suppose que M est de classe C* sur R et que pour tout t € R, M?(t) = M(0) = I,,.
1. Montrer que M (t) est diagonalisable pour tout réel ¢.
2. Montrer que MM' = —M'M et M" = —MM'M.
3. Montrer que I'application ® : ¢ — Tr(M(t)) est constante sur R.
4. Déterminer M(t), pour t € R.
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I1.2.701 | CCINP PSI 2019

Soit f un endomorphisme de R3. Montrer que Ker(f?) @ Ker(f — 2Id) = R3.

I1.2.702 | Mines-Ponts MP 2019

11 11

: 0111
Soit A = 00 1 1l€ M,(R).

0001

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Calculer les puissances de A.
2. Trouver B telle que A = B2

I1.2.703 | Mines-Télécom MP 2019

Soit P, I'ensemble des matrices de M, (R) a coefficients dans {0, 1}, telles qu’il n’y
a qu'un seul 1 par ligne et un seul 1 par colonne. Montrer que les matrices de cet
ensemble sont diagonalisables sur C.

I1.2.704 | Mines-Ponts MP 2019

Soit A € M,,(C). Montrer ’équivalence entre :
i) AA=1,;
ii) il existe S € GL,(C) telle que A = SS7

I1.2.705 | Mines-Ponts MP 2018

Soit F un espace vectoriel de dimension n € N*| et f, g € L(E).

1. On suppose qu'il existe h € L(FE) de rang r > 1 tel que ho g = f o h. Montrer
que Xxr et x, ont un facteur commun de degré r.

2. La réciproque est-elle vraie?

I1.2.706 | Mines-Ponts MP 2018

Soit E un espace préhilbertien. Soit (e;);en+ une suite d’éléments de F telle qu’il existe
une fonction f de N dans R vérifiant :

On pose :
vn € N*, M, = ((&;,€;))1<ij<n-

1. Montrer que M,, est inversible si, et seulement si, la famille {ey, ..., e,} est libre.

2. On suppose M, inversible et M, 1 non inversible.
Montrer que la famille {e,...,e,} est liée pour tout r > n + 1.

3. On suppose M,, inversible et M,, 1 non inversible.
Montrer que e, € Vect({ey,...,e,_1}) pour tout r > n + 1.

4. On suppose f(0) # 0 et nl_l&loof(n) = 0.

Montrer que M, est inversible pour tout n € N*.
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CCINP MP 2019

01 --- 1
10 --- 0
Soit M = | . .| € M,(R) et f I'endomorphisme associé.

10 --- 0
1. Quel est le rang de M ?

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M.

3. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur I'image de f.

I1.2.708 | Mines-Ponts MP 2018

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit £ ’ensemble des matrices A € M,,(R)
telles que AT = A2+ A—1,,. On appelle a 'endomorphisme de R” canoniquement associé

a A.
1. Décrire a si A est symétrique, avec A € &.

2. Décrire a si on ne suppose plus A symétrique, avec A € £.

CoINp Pe 2018

On travaille dans 'espace E = R,[X]. On définit un produit scalaire dans E par :

1

(P.Q) = [ POQ()

-1

On note [|-|| la norme associée.
Sur E on définit également :

1
o(P) = / Pt)dt et fu(P)= P+ ap(P)X.
-1
1. (a) Montrer que ¢ est linéaire.

(b) On admet que f, est un endomorphisme de E. Pour cette question, on
suppose n = 3. Donner la matrice A, de f, dans la base canonique de R3[X].

(c) Donner le spectre de f,. En déduire si f, est bijectif ou non. L’endomor-
phisme f, est-il diagonalisable ?

On définit I'endomorphisme g, sur E par g,(P) = P + ap(P).

Donner le rang de . Montrer que (Ker(p))* = Ro[X].

Donner le spectre de g,. ’endomorphisme g, est-il diagonalisable ? bijectif ?
Montrer que [lgo(P)| < (1 + 2|a])[|P].

En déduire qu’il existe M tel que :

ey (100

per,p20 \ [P

—_ N
o o
S N N N

=

Donner la valeur de M.
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I1.2.710| Mines-Ponts MP 2018

On note N l’ensemble des matrices complexes nilpotentes et T ’ensemble des matrices
complexes de trace nulle.

1. A-t-on Vect(N) = N7
2. Montrer que Vect(N) C T.

3. A-t-on l'inclusion réciproque ?

I1.2.711 | Mines-Ponts MP 2018

100
Soit E=R3et A= |0 1 p| € M(R).
00 1

2
On note f I’endomorphisme associé a A dans la base canonique de F.

1. Déterminer une condition sur p telle que I'on a :

VX € My(R), [|[AX]]z < [|X2-

2. Soit z € E. Déterminer la limite éventuelle de Z f¥(x) quand n tend vers 4-o0.
k=0

I1.2.712 | Mines-Télécom PC 2018

Soit A = (g :g) € My(R). Calculer A™ pour tout n € N.

I1.2.713 | Mines-Ponts MP 2018

On identifie M, 1 (R) et R™. Soit B € R™ et A € S,,(R) a valeurs propres strictement
positives. On définit f : R™ — R par la relation :

f(X)=XTAX —2BTX.

1. Donner I'expression du gradient de f.

2. Montrer que f admet un minimum. Calculer ce minimum.

Mines

Soit A, B € M,(R) et

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit inver-
sible.

2. Si M est inversible, calculer M1,
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CCINP PC 2018
Soit une matrice M € My(C), M = (Cy | Cy | C5 | Cy) (C; étant la i®™ colonne de M).
Montrer que :

det((Cl + 03 ‘ 02 + C4 | Cl - Cg ’ Cg — 04)) = 4det(M)

CCINP PC 2018
On munit My(R) du produit scalaire défini par (M, N) = Tr(MTN).
Pour tout x € R, soit

cosh(z) — 1 4 cosh(z) 3
A= ( -2 sinh(x)) ot B= ( 6 - sinh(x)) '
1. A-t-on (A,B) =07

2. Montrer que l'espace des matrices symétriques et celui des matrices antisymé-
triques sont supplémentaires et orthogonaux dans M, (R).

3. Déterminer la distance de A a I'espace vectoriel des matrices symétriques.

I1.2.717 | Mines-Télécom MP 2018

Soit (x,y,2) € C3 et
2 xy a2
A=lzy y* yz

rz yz 2
1. Quel est le rang de A?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

11.2.718 | TPE/EIVP MP 2018

Soit E un espace euclidien de dimension 3 orienté et u un vecteur unitaire de E. On
définit application f de E dans E par f(z) =u A (u A x) pour tout = € E.

1. Montrer que f est symétrique.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

I1.2.719 | Mines-Ponts PC 2024

Soit n € N* et E un sous-espace vectoriel de M, (R) ne contenant que des matrices
diagonalisables.

n(n+1)

—

2. Quelle est la dimension maximale de F 7

1. Montrer que dim(FE) <
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I1.2.720| Mines-Ponts MP 2018

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et u € L(F).

3 = u2. Montrer que u? est diagonalisable et que u — u? est

1. On suppose que u
nilpotent.

2. On suppose u*! = u* pour k > 0. Montrer qu’il existe un entier p tel que u? est

diagonalisable et que u — u” est nilpotent.

3. Conclure.

I1.2.721 | Mines-Ponts MP 2018

Soit n € N*.

1. Soit A= {MEMQ(C) | Mn = (1 .

0 2
2. Soit B ={M € M,(C) | M? = I,}. Déterminer la dimension de Vect(B).

) } Déterminer la dimension de Vect(A).

I1.2.722 | Mines-Ponts MP 2015

R B |

Soit A= | € € M,(R) et J = (1) € M,(R).
1
C ... C In

On définit P(z) = det(A + X J).
1. Majorer « fortement » le degré de P.
2. Que vaut det(A)? (On distinguera les cas ¢ # 1 et ¢ = 1.)

CCINP MP 2012

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 4, f un endomorphisme de E tel que
Ker(f —Idg) # Ker((f — Idg)?), Ker(f) # {0} et Tr(f) = 4.

1. Montrer que 0 et 1 sont valeurs propres de f et que f n’est pas diagonalisable.

2. Montrer Pexistence d'un vecteur z, € Ker((f — Idg)?) \ Ker(f — Idg) tel que
F = Vect({xg, f(x0)}) soit un plan de E.

3. Montrer que 1 est valeur propre de multiplicité 2.

4. Montrer 'existence d’une base de F dans laquelle la matrice de f est

S O O
o O OO
o = O O
= = O O
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I1.2.724 | Centrale-Supélec MP 2015

On considére ’ensemble
Ua(C) = {M € M,(C) | M'M = I,}.

1. Soit v et v deux endomorphismes tels que v ov = v ou. Montrer que tout espace
propre de 1'un est stable pour 'autre.

2. Soit M € U,(C) tel que MT = M. Montrer qu’il existe U et V symétriques réelles
telles que :
o« M =U-+iV
e UV =VU
« P4 V2=1,
3. Montrer qu’il existe une matrice S symétrique réelle telle que M = exp(iS).

4. Montrer que M € U,(C) si et seulement s’il existe P orthogonale (réelle), S sy-
métrique réelle telle que M = P exp(iS).

I1.2.725| Mines-Ponts MP 2013

Soit A € M,(R) fixée. On note :

oa Sy (R>

—  Sp(R)
S — A

AT

Montrer que det(p,) = (det(A))" .

Mines-Ponts PSI 2024
Soit A € M,(C). On suppose Tr(A) = 0, rang(A) = 2 et A” # 0.
Montrer que A est diagonalisable.

I1.2.727| CCINP PC 2017

Soit A une matrice réelle symétrique telle que A° + A% + A3 + A2 + A = 0.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Soit A une valeur propre de A. Montrer que \°> + \* + X3 + X2 + ) = 0.
3. En déduire que A = 0.

I1.2.728 | CCINP PSI 2022

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. Soit encore z € FE.

1. Montrer que Hgg” f(z) — z|| existe et expliquer la méthode de calcul.

2. Calculer min [|[AX + B|| avec :
X€Mszx1(R)
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I1.2.729 | Mines-Ponts MP 2016

On note J la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1, et e
le vecteur de R™ dont toutes les composantes dans la base canonique sont égales a 1.
Soit M une matrice carrée symétrique de taille n telle que :

« Sur chacune de ses lignes, d coefficients sont égaux a 1 et les autres sont nuls.

o Ses coefficients diagonaux sont tous nuls.

« Pour tout 7 # j : si my; = 0, alors il existe un unique k tel que my; = my; =1 et
si m;; = 1, alors il n’existe pas de tel k.

Quelles sont les valeurs propres de J 7

Ecrire MJ, JM et M? comme combinaison linéaire de M, J et I,,.

Montrer que Ker(M — dI,,) = Im(J). En déduire une relation entre d et n.

Ll

Montrer que les valeurs propres de M autres que d sont racines du poly-
nome X2+ X +1—d.

I1.2.730| Mines-Ponts MP 2016

Soit E l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur le segment [0, 1], muni de
la norme uniforme. Soit u 'application définie sur F par :

() = [ oy - [ sy

1. Montrer que u est une forme linéaire continue sur FE.

2. Montrer que sup [u(/)]

—— =1, mais que cette valeur n’est pas atteinte.
20 ISl

11.2.731 | ENSEA/ENSIIE MP 2016

Soit P, = X3 — 12X — 12 et P, = X3 + 12X — 12.

1. Soit P € R[X], @« € R et n € N*. Rappeler ce que signifie « a est racine de
multiplicité n de P » et donner une condition nécessaire et suffisante pour que «
soit racine de multiplicité n de P.

2. (a) Combien de racines réelles admet P; ? Donner leur ordre de multiplicité.
(b) Soit M € Mj5(R) telle que P, (M) = 0. La matrice M est-elle diagonalisable ?

3. Soit M € M3(R) telle que Po(M) = 0. Montrer que M est diagonalisable si et
seulement si M est une matrice scalaire.

I1.2.732 | Mines-Ponts MP 2016

Soit M € M, (R). Montrer que M € S, (R) si, et seulement si, le polynéme caractéris-
tique de M est scindé sur R et si MTM = MM7T.
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CCINP PC 2017

Pour tout polynéme P de R[X], on pose :
f(P)=P(X+1)—P(X).

Pour tout entier n, on note f,, ’endomorphisme de R,,[X] induit par f.
1. Donner la matrice de f3 relativement a la base canonique de R3[X].

2. Soit P € Ker(f). Montrer que P — P(0) admet une infinité de racines.
En déduire Ker(f).

3. Déterminer le noyau et 'image de f,,.
4. Prouver que f est surjectif.

5. Trouver tous les polynomes P tels que :
P(X +1) - P(X) = X%

n

6. En déduire une expression simple de Z k2.
k=0

X ESPCI

Soit n € N impair. Montrer que —I,, n’est pas la somme de deux carrés de M, (R).

I1.2.735| Mines-Ponts MP

1. Soit 4, Es, E5 des espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f € L(E, Ey), g € L(E1, E3) tels que Ker(f) C Ker(g).
Montrer qu’il existe h € L(FEs, E3) tel que g = ho f.

2. On suppose ici E = M, (R).

(a) Soit ¢ une forme linéaire de E. Montrer qu’il existe C' € F telle que :
VM e E, o¢(M)=Tr(CM).

(b) Soit A une matrice nilpotente de E. Montrer qu'’il existe C' € E telle que :

VM e E, Tr(AM) = Tr(C(AM — MA)).

En déduire que A = CA — AC.

CCINP PC 2024

Soit (a,b) € R? et

a b a b
b a b a
A_abab
b a b a

1. Déterminer le rang de la matrice A.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer les valeurs propres de A.

209




11.2.737 Centrale-Supélec PSI 2025

Soit E un espace euclidien, f € L(FE) bijective vérifiant pour tous x,y € E :

(f(@),y) = —(x, f(y)).
On définit s = f o f.

1. Montrer que s est un endomorphisme auto-adjoint.

2. Soit A une valeur propre de s. Montrer que A < 0. En déduire que la dimension
de E est paire.

3. Soit z un vecteur non nul appartenant au sous-espace propre relatif a A\. On pose
F = Vect({z, f(z)}). Montrer que F est un plan vectoriel stable par f et que F'*
est stable par f.

4. Montrer alors que dans une base orthonormale B bien choisie, (f)§ = (2 _Ob>

I1.2.738 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A € M,(R) et
A M e My(R) —s AM — MA.

1. Montrer que A est un endomorphisme de M,(R) et que :

Vn € N ¥(M,N) € My(R)?, A"(MN) = an (Z) AF(M)A™F(N).

2. Soit H € M,(R). On suppose que B = A(H) commute avec A. Montrer que
A?(H) = 0 et que, pour tout n € N*, A"*1(H™) = 0.

3. Montrer que A"(H"™) = n!B".

4. En déduire que B est nilpotente.

I1.2.739 | Mines-Télécom MP 2017

0100 0010 000 1 0 a b c
. 1000 000 1 0010 @ 0 ¢ b
St U=1g g 0 1V =1 000 "W=lo100[" s ¢ 0 a
0010 0100 100 0 c b a0

des matrices réelles.
1. Calculer U?. Déterminer les éléments propres de U.
2. Déterminer les éléments propres de V et W.

3. Montrer que 'on peut trouver une base de vecteurs propres commune a U,V
et W.

4. La matrice A est-elle diagonalisable? Quels sont les éléments propres de A? A
quelle condition nécessaire et suffisante A est-elle inversible ?
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I1.2.740| Mines-Ponts MP 2023

Soit n € N*. On pose N = A — [, avec :

1 1 0 - --- 0
0o . . .0
: 0
A= € M,(R).
0
0 - o1
0 «ev cev oo 0 1

1. Déterminer I'ensemble des matrices de M, (R) qui commutent avec N.
2. Soit (E) : A= X? d’inconnue X € M,(R).

(a) Montrer que si X est solution de (F), alors il existe des réels aq, ..., a,_1
tels que :
1 al a2 PRI PR an—l
0 . a1 a9
X ==+

Qi

. 0 . (071

0 «ov eer e 0 1

(b) Montrer qu’il existe au plus deux solutions de (E).

3. (a) Donner le développement limité au voisinage de 0 de /14 z a la préci-
sion o(z™).

(b) Résoudre (E).

I1.2.741 | Mines-Ponts PSI 2016

Soit a,b € R et

a b 0 --- 0 b
b a b 0 0
0 b
A= € M,(R).
0 0
0o : . . a
b 0 --- 0 b

La matrice A est-elle inversible ?

I1.2.742 | Mines-Ponts PSI 2013

Soit f un endomorphisme de C".

1. Supposons que rang(f) = 2. Exprimer le polynéme caractéristique de f en fonc-
tion de Tr(f) et Tr(f?).

2. Supposons que rang(f) = 3. Exprimer le polynéme caractéristique de f en fonc-
tion de Tr(f), Tr(f?) et Tr(f?).
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I11.2.743 | CCINP PSI 2016

a ¢ b
Soit M =|c a+b c| e MR).
b ¢ a
010
1. Soit K =1 0 1] e M3(R). Montrer que K est diagonalisable.
010
2. Montrer que M s’écrit en fonction de puissances de K.
3. Diagonaliser M.

4. En déduire M™.

11.2.744 Centrale-Supélec PSI 2016

Soit S,,(R) I’ensemble des matrices symétriques réelles de taille n et S+ (R) celui des
matrices symétriques réelles a valeurs propres strictement positives.

1. Enoncer le théoréme spectral.
2. Soit A € S T(R). Montrer qu'’il existe B € S,/ (R) telle que A = B.

3. Soit M € GL,(R). Montrer que MTM € S (R). Montrer alors qu’il existe O
orthogonale et S € ST (R) tel que M = OS.

BN 2025

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et 4 un endomorphisme de E. Montrer
que :
u est simple <= x,, est irréductible dans K[X].

CCINP PC 2015

Soit n un entier strictement positif, £ = R™ muni de sa structure euclidienne canonique,
w un vecteur fixé de E, A une matrice symétrique de M, (R) et ¢ I'endomorphisme de E
de matrice A dans la base canonique. On étudie la fonction f de E dans R qui a tout
vecteur x = (x1,...,x,) associe f(x) = (z,p(x)) — 2(x, u).

3

1. Icin=2 A= ( 1 _31> et u = (5,1). Vérifier que :

f(z) = 3] + 325 — 27129 — 1027 — 225.

Montrer que Xy = (2,1) est un point critique de f.

2. Avec les conditions de la question 1, soit h = (hq, hy). Montrer que
f(Xo+h) — f(Xo) = ah? + bh2 + chyhy,

ou a, b, ¢ sont trois réels que 'on déterminera. En déduire que f admet un extre-
mum en Xg.

3. On revient au cas général et on suppose de plus que pour tout x non nul de F,
(x,p(x)) > 0. Montrer que les valeurs propres de ¢ sont strictement positives. En
utilisant une base orthonormée de vecteurs propres de , montrer que f possede
un extremum que l'on précisera.
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CCINP PC 2019

Soit A € M,,(C). On note :

1<isn

|A]| = max (Z|aij|) et p(A) = max{|A| | A valeur propre de A}.
=1

1. Déterminer la norme de ||A|| et p(A) lorsque A = (é 1(:1(—, 1).

. Montrer que [|[AB|| < ||A||||B]| pour A, B € M,(C).

(a) Soit x un vecteur propre associé a la valeur propre A. Montrer que :

w N

n
Az < lag)|
=1

pour tout i € [1,n].
(b) En déduire que p(A) < [|4].
4. Montrer que la suite (A*),ey converge vers la matrice nulle dans M, (C) si et

seulement si p(A) < 1.
5. Montrer que p(A)F = p(A*) pour tout k € N*.

I11.2.748 | CCINP PSI 2021

01 1
Soit H=[1 0 1| € Ms(R).
110

1. La matrice H est-elle diagonalisable ?

2. Si (a,b) € R% on pose :

a b b
R(a,b)=1|b a b],
b b a

notée plus simplement R.
Exprimer R en fonction de H et I5. La matrice R est-elle diagonalisable ?

3. Pour tout n € N, on pose u,, = Tr(H™). Montrer que la suite (u,),en est a valeurs
entieres et diverge.

4. Pour tout n € N, on pose v, = Tr(R"). Peut-on trouver a et b tels que la suite
(Un)nen converge ?

CCINP MP 2015
1. Soit A € M,(R). Comparer det(A) et det(—A).

2. (a) Soit B € M,(R) antisymétrique. Discuter de la parité du polynéme carac-
téristique de B.

(b) Retrouver le fait que si n est impair et B € M,(R) est antisymétrique,
alors det(B) = 0.
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I1.2.750| CCINP PSI 2021

Pour tout m € N, on définit :

-m—1 m 2
A, = -m 1 m
—2 m 3—m

1. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de A,,.

2. Donner, si existence, les valeurs de m telles que A,, soit diagonalisable. Méme
question pour l'inversibilité.

3. Si A, est diagonalisable, déterminer la matrice de passage P.

I1.2.751 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A, B € M, (C).

1. On suppose que 0 est la seule matrice qui vérifie AM = M B. Montrer que toute
matrice s’écrit de fagon unique comme AN — N B.

2. On suppose que Sp(A) N Sp(B) = 0. Montrer que la seule matrice qui vérifie
AM = M B est la matrice nulle.

3. Est-ce encore le cas dans M, (R)?

11.2.752 Centrale-Supélec MP 2016

1. Donner le polynéme caractéristique de A € M,(R) en fonction de sa trace et de
son déterminant.

2. Soit E I’ensemble des nombres premiers p tels que :

N 1 0 -3 -2
Montrer a I'aide de Ay = <0 _2) et Az = ( 5 1 ) que {2,3} C E.

3. Montrer que pour tout p € E et A associé, XP™! —(p+1)X +p annule A. Montrer
que A est diagonalisable sur C et que 1 est sa seule valeur propre réelle.

11.2.753 Centrale-Supélec MP 2017

On se donne un espace vectoriel de dimension finie £ et v € L(E). On considere les
deux propositions :

e (P) : Il existe F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires tels que
uw(F) C Getu(G)CF.

o (P,): Il existe a et b des endomorphismes de E tels que u = a+b et a* = b*> = 0.

1. Montrer que (P;) implique (P).

2. On suppose ici que u est un automorphisme. Montrer que si (P,) est vérifiée alors
E = Ker(a) @ Ker(b) = Im(a) @& Im(b).

3. Montrer que (FP) implique (P;) dans chacun des cas suivants :

(a) u est un automorphisme;
(b) w est nilpotent.
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I1.2.754 | CCINP PSI 2017

On se place dans R, [X]. On définit le produit scalaire :
VP.Q ER,[X], (PQ) =3 PPMQM().
k=0

1. Justifier qu’il s’agit bien d'un produit scalaire.

2. Soit £ = {P € R,[X] | P(1) = 0}. Montrer que E est un sous-espace vectoriel
et donner sa dimension.

3. Que vaut dist(1, E)?

CCINP MP 2017
(3 1 A6
Soit A== 1 3 —6|ecMR).
-6 V6 2

1. Montrer que A est orthogonale.

2. Etudier la nature de A et ses éléments caractéristiques.

I1.2.756 | Mines-Ponts MP 2017

1. Déterminer une condition sur A réel tel qu’il existe A une matrice antisymétrique
réelle vérifiant A2 = \I,.

2. Déterminer les matrices B symétriques réelles telles qu’il existe A une matrice
antisymétrique réelle vérifiant A? = B.

I1.2.757 | Mines-Ponts MP 2019

Résoudre 'équation e = I,, pour A € M, (C).

I1.2.758 | Mines-Télécom PSI 2018

0 0 —1
L’endomorphisme f a pour matrice | =1 0 0 | dans une base orthonormée d’un
0 1 0

espace euclidien. Déterminer la nature de f.

11.2.759 Centrale-Supélec PC 2022

Pour tout («, 8) € [0,1]?, on définit la matrice

A(O‘aﬁ): (1;(1 135)‘

1. Etudier la convergence de la suite (A(a, 5)P)pen.

2. Dans le cas de convergence, déterminer le rang de la matrice limite.
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COINP PO 2022

Soit (p,q) € R?. On considére I'équation (E) suivante :
M? + pM +ql,, =0
d’'inconnue M € M, (R).
1. On pose A = p? — 4q. Vérifier I'identité :

2
M2+ pM + qI, = <M + ]291”) _ i[n.

On suppose désormais que A > 0.

2. Montrer que résoudre (E) revient a résoudre l'équation Y? = I, d’incon-
nue Y € M,(R).

3. Elever la matrice <(1) é) au carré. En déduire une matrice de M, (R) diagonale

par blocs mais pas diagonale, solution de Y? = I,,.

On considére une solution de (F), notée A, et on suppose que A n’est pas coli-
néaire a I,,.
4. Soit (a, ) € R% On pose M = aA + BI,.

(a) Montrer que 1'égalité M? = M équivaut au systéme suivant :

al26—ap—1)=0
p—p—a’qg=0
(b) Montrer que ce probléeme a exactement quatre solutions.
Les matrices correspondantes différentes de 0 et de I,, sont notées U et V.

(c) Calculer les produits UV et VU. Commenter.

I1.2.761 | Mines-Ponts MP 2024

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (R) pour qu’il existe
S € S,(R) telle que A% = S? + S + I,,.

2. Déterminer A € M, (R) telle qu’il existe une unique matrice S € S,,(R) telle que
A2 =524+ S +1,.

COINP PG 2018

. -1 a
Soit A = (—a 3> € My(R).

1. Pour quelles valeurs de a la famille { A, A%} est-elle liée ?

2. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?
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CCINP PC 2018

Soit E un espace vectoriel tel que dim(F) = 2p 4+ 1 ou p € N. Soit encore f € L(E).
1. Si A est une valeur propre et x un vecteur propre associé, que vaut f™(z)?

2. Supposons f? — f2+ f — Idg = 0. Justifier que f admet au moins une valeur
propre réelle et la donner.

I1.2.764 | CCINP PC 2022
1 a b

Soit (a,b,c,d) € R*. Onpose A= |0 1 ¢

0 0 d
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, ¢, d) pour que la matrice A soit
diagonalisable.

I1.2.765| CCINP PSI 2022

-1 3 =2
Soit A= | -3 5 —2| € My(R).
3 4 -1

1. Etudier la diagonalisabilité de A.

2. Résoudre le systeme différentiel suivant :

2 =—x+43y—2z
y' = —3x+ by — 2z
2= -3r+4y— =z

Mines-Ponts

Soit K un corps commutatif fini a ¢ éléments. Soit £ un K-espace vectoriel et f € L(FE).
Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f? = f.

I1.2.767 | Mines-Ponts MP 2022

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie n € N et u € L(E).

1. Montrer que si u est de rang r, alors son polynéme minimal a un degré inférieur
ou égal a r + 1.

2. Dans le cas général, peut-on améliorer cette majoration ?

I1.2.768 | Mines-Ponts MP 2019

Calculer :

n

N /1

COS | — sin | —
n n

lim

() =)
S | — COoS | —
n n
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I11.2.769 Centrale-Supélec MP 2016

Soit P = X2+ aX + 3 un polyndéme n’ayant pas de racine réelle, E un espace vectoriel
réel de dimension n, et f € L(F) telle que P(f) = 0.
On cherche a prouver qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est

A 0 -+ 0
0

0
0 0 A

ou A= (_05 _1a>.

1. Montrer que n est pair et que f n’admet pas de valeur propre.

2. Soit x € E et y = f(x) + ax. On pose H, = Vect({z,y}). Montrer que H, est
stable par f.

3. Démontrer le résultat annoncé.

CCINP MP 2019

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Soit f € L(FE) de rang 1.
1. Montrer que Im(f) C Ker(f) si et seulement si f est non diagonalisable.

2. Donner un exemple concret d'une matrice a coefficients réels de taille 3 x 3 de
rang 1 qui ne soit pas diagonalisable. Justifier par une autre méthode qu’elle n’est
pas diagonalisable.

I1.2.771 | Mines-Ponts PC 2019

On considére une suite complexe (a,),>1 telle que ay # 0. Pour tout n € N*, on
introduit la matrice

al a2 PR DY an
as 0 - o 0
A=l - )
a, 0 - - 0

et son polyndme caractéristique et noté y,,.
1. Déterminer y, et xs.
2. Montrer que x,, est divisible par X"2.
n
3. On pose b, = Y _ a;. Montrer alors que y, = X" %(X? — a;.X — by).

k=2
4. Selon que b, est nul ou non, étudier la diagonalisabilité de A,,.

I1.2.772 | Mines-Télécom MP 2019

Soit A € SHT(R) et B € S,(R). Montrer que AB est diagonalisable.
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I1.2.773 | Mines-Télécom PSI 2019

2 01
Soit A= 1 1 0| e Ms(R).
-1 1 3

1. Trouver les éléments propres de A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. Montrer que A est semblable a la matrice

T —

O O N
O N =
o = O

4. Calculer T™ puis A", pour tout n € N.

I1.2.774 | Mines-Ponts PC 2019

Soit T' € N*. On note Er I'’ensemble des suites réelles T-périodiques. On note o 'en-
domorphisme (u,)nen = (Uni1)neny de Er. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

ENS MP 2019

Soit X,Y € S,(R). Montrer que Tr(XY XY) < Tr(X?Y?).

I1.2.776 | Mines-Ponts PC 2015

Soit f un endomorphisme de R™ avec rang(f) = rang(f?).
1. Montrer que R™ = Ker(f) & Im(f).

2. Etudier la réciproque.

I1.2.777| ENSEA/ENSIIE PSI 2015

9 1 A A A
Soit A = (1 2) EM)(R)et B=[A A A
A A A

Donner les valeurs propres de la matrice B.

I1.2.778 | ENSEA/ENSIIE MP 2015

Soit A une matrice de M, (R) telle que A* + A + 41, = 0.
1. Montrer que A ne peut pas avoir de valeurs propres réelles.
2. Montrer que n est nécessairement pair.

3. Trouver le déterminant et la trace de A.

X PG 2008

Soit n € N*. Résoudre dans M;(C) I'équation :

. (11
x_<0 1)_
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I11.2.780 Centrale-Supélec MP 2015

Soit (a, 8) € C2. On définit :

a+pg 1 0 --- 0
: Co e T 1
0 o 0 af a+p

1. Rappeler la forme des solutions de aw,,_s + bu,_1 + cu,, = 0 pour a # 0.
2. Etudier Pinversibilité de A,.
3. Etudier la diagonalisabilité de A,, dans C puis dans R.

11.2.781 | ENSEA/ENSIIE MP 2015

1 2 4
Soit M=|-2 1 0 |eMR).
1 -1 -1

1. Montrer que le polyndme caractéristique de M est (X — 1)%(X + 1).
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?

3. Montrer que M est semblable a

11 0
A=10 1 0
0 0 -1
Mines-Ponts MP 2015
Trouver 'inverse de
1 2 .. ... n
0 .
: € M,(R).
: . 2
0 --+ -+ 0 1

I1.2.783 | Centrale-Supélec PC 2015

Soit n un entier supérieur a 3 et a € R. On considere la matrice

2 1 v v 1 a
. .
A, = € M,(R)
1
1 1 2
a o a

Déterminer les éléments propres de A,,.
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CCINP MP 2015

Soit £ un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-,-) et p un entier naturel,
avec p > 2. Soit ey, ...,e, p vecteurs de E tels que, pour tous 1 < 4,7 < p, si i # j,
alors (e;, e;) < 0.

1. Pour 1 <i,j < p, comparer \;\;(e;, e;) et |\;||\j]{es, €;).

2 2
p—1 p—1

2. Comparer Z)\kek et Z|>\k|ek
k=1 k=1

p—1 p—1
Montrer que Z e =0 =— Z|)\k|ek =0g.
k=1 k=1

3. Montrer que toute sous-famille de p — 1 vecteurs extraite de {es, ..., e,} est libre.

Mines-Ponts

Soit FZ un C-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Si (u,v) € L(E)?, on note [u,v] = uv — vu. Soit f,g € L(E)%.
1. On suppose qu’il existe a € C* tel que [f, g] = af.

(a) Calculer, pour tout p € N* [P, g] et en déduire que f est nilpotente.
(b) Montrer que f et g sont trigonalisables dans la méme base.

2. On suppose qu'il existe (o, ) € C** tel que [f, g] = af + Bg. Montrer que f et g
sont trigonalisables dans une méme base.

X MP 2017

Soit f un endomorphisme de R[X] et deux polynéomes A = ayX? + ;X + ag et
B = X + By. Pour tout P € R[X], on pose :

f(P) = AP" + BP'.

On suppose de plus que :
VkeN, as+ p1 #0.

Montrer que f est diagonalisable.

COINP MP 2022

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2.

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

On note B’ = (e1,...,&,) la base B orthonormalisée selon le procédé d’orthonormali-
sation de Schmidt.

1. Rappeler le procédé de Schmidt ainsi que ’expression des ¢; en fonction de e;.

n

2. Prouver que (Idg)8 = [1¢es&:).
i=1
3. Montrer que pour toute base B” orthonormale de F, on a :

[det((Tdg))5"

<IIlell

4. Prouver que (%) devient une égalité si et seulement si (Idg)5 est diagonale.
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I1.2.788 | Centrale-Supélec MP 2021

Soit A € M3(R) une matrice a coefficients strictement positifs tels que :
V(l,]) - Hl,gﬂz, aijaji = 1

1. Déterminer le polyndme caractéristique de A.
2. On suppose que A n’est pas inversible. Etudier la réduction de A.

3. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible.

Montrer que dans cette condition, A n’est pas diagonalisable dans R. L’est-elle
dans C?

I1.2.789 | Centrale-Supélec PSI 2021

Soit f un endomorphisme de R3. Sa matrice dans la base canonique est

-2 1 =2
A=|-8 £ —U|ecMR).
4§ -4
1 0 1
Soitu= |1 |,v=[2] et w=|2] trois vecteurs de R?. On note B = (u,v,w).
-1 1 1

1. Montrer que B est une base de R3.
2. Ecrire la matrice de f dans la base B.

3. Exprimer A™ pour tout n € N.

11.2.790 Centrale-Supélec PC 2015

Soit E I'ensemble des fonctions de classe C* de R dans R et p €]0,1[. On considere
I’endomorphisme u de E défini par :

u(f):x— f(plx —1)+1).

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.

I1.2.791 | ENSAM PSI 2015

a b b
Soit A=|b a b| € M;3(C).
b b a

1. Etudier la diagonalisabilité de A.

2. Déterminer ses sous-espaces propres.

11.2.792 | TPE/EIVP PC 2018

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique. La matrice M = A+1, est-elle inversible 7
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I1.2.793 | ENSAM PSI 2015

Soit m et p deux entiers tels que m > p > 1 et A(m, p) le déterminant suivant :
6 ) ()
ey ey o)

(5r) () - ()

Déterminer A(m,p + 1).

I1.2.794 | Mines-Télécom PC 2022

1. Rappeler la définition d’'un endomorphisme diagonalisable et ses caractérisations.
2. Soit A € M7(R). On suppose que Spg(A4) = {2,1, —i}.
Trouver toutes les valeurs possibles pour la trace de A et le déterminant de A.

11.2.795 | Mines-Ponts PSI 2016

Soit M € M,(R) nilpotente, d’indice p, et telle que MTM = MM?.
1. Déterminer MT M.
2. Déterminer M.

I1.2.796 | CCINP PSI 2016

Soit A € M, (C) telle que Tr(A) = rang(A) = 1. Montrer que A% = A.

I1.2.797| CCINP PSI 2015

Soit D une matrice diagonale de M, (R) & coefficients positifs ou nuls et H une matrice
de O,(R). Montrer que Tr(HD) < Tr(D).

I1.2.798 | CCINP PSI 2015

Soit P € M,(R) orthogonale. Trouver une majoration de la somme de ses coefficients

meilleure que n?.

11.2.799 | TPE/EIVP PC 2017

Soit dans un espace vectoriel euclidien f telle que f(0) = 0 et pour tout couple de
vecteurs z,y, || f(z) — f()ll = [z —yll.

1. Montrer que f conserve la norme.
2. Montrer que f conserve le produit scalaire.
3. Montrer que f est linéaire.

4. Que peut-on conclure sur f?
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I1.2.800| ENSAM PSI 2015

Etant donné un vecteur non nul @ de R?, on note a = ||4]|. On considere
f:Z—untd

endomorphisme de R3.

1. Déterminer Im(f) et Ker(f). Calculer fo f.
On rappelle que :

an(bAE) = (T-A)b— (@b
2. Déterminer la matrice A de f et A? dans la base canonique.
3. Déterminer f™ en fonction de o, f et f2.

4. Déterminer ’endomorphisme suivant :

400 fn

exp(f) =2

-
n=0 n.

I1.2.801 | Mines-Ponts MP 2018

Soit E un espace euclidien et (y;);c; une famille de vecteurs telle qu’il existe A, B > 0
tels que :
Vo e B, Allzl® < Y {w,y)" < Bzl

jed
1. Montrer que la famille (y;);ecs est génératrice de E.

2. On considere dans cette question uniquement :

E:Rz et y1:<1a0)7y2: <_§a_ )7y3:y2'

N [—=

Montrer que cette famille convient.

3. On suppose ici que A = B =1 et que, pour tout j € J, ||y;|| = 1. Montrer que la
famille (y;);jcs est une base orthogonale de E.

4. On suppose seulement A = B. Montrer que :

Vee E, == %Z(x,yﬂyj.

jed

X-ENS

Soit A € M,,(C). Montrer que :

n

|2 — a| <D Jay]

Jj=1
JFi

Sp(4) c [ JqzeC
i=1
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11.2.803 Centrale-Supélec PSI 2022

On note I = [0, g} et £ =C(I,R). On munit £ du produit scalaire usuel :

<ﬁg%=Agﬂﬂﬂwdt

Pour f € E, on définit deux fonctions A(f) et B(f) sur I en posant :

AR = [ 1war e B = [* o

1. Montrer que :

V(f.9) € E*, (A(f).9) = (f,B(g)).

En déduire que les valeurs propres de B o A sont toutes positives.

2. Montrer que :
VieEvYeel, (A(f)(x)?< x/oxf(t)th.

En déduire I'existence d'un réel K indépendant de f tel que ||A(f)] < K| f]|-

3. Montrer que A est un endomorphisme continu de F.

11.2.804 Central-Supélec MP 2019

1. Montrer que deux polynémes de C[X] sont premiers entre eux si et seulement
s’ils n’ont pas de racine commune.

2. Soit A, B € M,(C).

(a) Montrer que B et BT ont les mémes valeurs propres. On suppose que A et B
ont une valeur propre commune. Montrer qu'il existe C' € M,,(C) non nulle
telle que AC = CB.

(b) On suppose maintenant que A et B n’ont aucune valeur propre commune.
Montrer que la seule matrice complexe C telle que AC = CB est C' = 0.

I1.2.805 | Mines-Ponts PC 2015

Soit E I’ensemble des fonctions de classe infinie sur R et D 'opérateur de dérivation
sur F. On définit les quatre fonctions suivantes :

fi(x) = cosh(x), fo(x) =sinh(x), f3(x) ==zcosh(z), fi(z)= xsinh(x).

Soit B = (fi1, fa2, f3, f1) et F' = Vect(B).

1. Montrer que B est une base de F'.
Montrer que D induit un endomorphisme d sur F'.
Ecrire la matrice A de d dans B.

Calculer A* et trouver un polynéme annulateur de d.

ATl R

La matrice A est-elle diagonalisable ?
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CCINP MP 2019

Soit M € M, (C). On note M la transposée de la comatrice de M. On rappelle que :
MM = MM = det(M)I,.

1. Soit P € GL,(C).

(a) Montrer que P est inversible.

(b) Montrer que det(P) = det(P)" .

(c) Calculer P.

(d) Trouver une relation entre P~! = P~1.
2. Soit A, B € GLy(C).

(a) Montrer que AB = BA.

(b) Soit P € GL,(C) tel que B= P~'AP. Montrer que B = P~'AP.
3. Soit A € My(C).

(a) Montrer que si A est diagonalisable, A Dest aussi.
(b) La réciproque est-elle vraie ?

I1.2.807 | Mines-Télécom MP 2021

Soit A et B deux matrices de M, (R) telles que A et B commutent et B est nilpotente.
1. Démontrer que det([, + B) = 1.
2. Montrer que det(A + B) = det(A).

I1.2.808 | Mines-Ponts PC 2014

Soit A une matrice non nulle de M3(R). On suppose que A? est la matrice nulle.
1. Que vaut la dimension de Ker(A)?
2. Déterminer la dimension de {M € M3(R) | AM + MA = 0}.

I1.2.809 | Mines-Ponts PC 2016

1 23
Montrer que [3 1 2| € M3(R) et AT sont semblables.
2 31

11.2.810 Centrale-Supélec PC 2015

Soit a un nombre réel différent de 0, 1 et —1. On suppose que M et aM sont semblables.

1. Montrer que si x est une valeur propre de M, alors pour tout naturel £ non
nul, za® est une valeur propre de M.

2. En déduire que M est nilpotente.

I1.2.811 | ENSEA/ENSIIE PSI 2026

Trouver l’ensemble des matrices A € M,(R) diagonalisables sur R, vérifiant I’équa-
tion A® + A = 21,
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ENS MP 2018

Soit (A, B) € M,(R)? tel que AB = I,,. Montrer que BA = I,,.

I1.2.813 | Mines-Télécom MP 2016

1. Donner le théoreme du rang.
Soit f et g des endomorphismes de F.
2. On suppose que g o f = 0. Montrer que rang(f) + rang(g) < n.
3. On suppose que g + f est bijective. Montrer que rang(f) + rang(g) > n.

X MP 2016

Soit A € M,(C).
1. On suppose A% = A?. Calculer exp(A).
2. On suppose A* + A3 —2A4% = 0. Calculer exp(A).

COINE MP 2016

1. Localiser les racines réelles de X® — X — 1.
2. Soit A € M,,(R) et xa(X) son polynéme caractéristique.
Calculer Erf xa(z), lim xa(z) et x4(0).

3. On suppose A3 = A + I,,. Montrer que det(A) > 0.

I1.2.816 | Mines-Ponts MP 2015

Trouver toutes les matrices A € M,,(R) vérifiant :

(A+ L) —(A"+1,)=0
Tr(A) =0

I1.2.817| CCINP PSI 2021

“ 1 -7
Soit C'= | : | € Mpx1(R) et]\/[:< )
c I,
an,
1. Calculer MTM.
La matrice M est-elle inversible ?
2. On pose N = (M~HTM.
Montrer que N € O, 41(R).

I1.2.818 | Mines-Télécom PSI 2021

a ¢ b 010
Soit A=|b a c|eM3(C)etJ=[0 0 1] € M;3(C).
c b a 1 00

1. Exprimer A en fonction de J et J2.
2. Calculer le polynéme caractéristique de J. La matrice J est-elle diagonalisable ?

3. Diagonaliser A.
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11.2.819 | TPE/EIVP PSI 2019

Soit
a+b ab
1 a+b ab O
o(a,b) = € M, (R).
O 1 a+b ab

1 a+bd
1. Calculer le déterminant de ¢(a,b).

2. Déterminer, pour (z,vy, z) € R? tel que 2 = yz, le déterminant de

2v 2z
Yy 2r oz O
M= e € M,(R)
O | y. 2x‘ z

y 2z

I1.2.820| CCINP PSI 2018

Soit £ un K-espace vectoriel, f € L(FE) et p un projecteur de E. Montrer que p et f
commutent si et seulement si Ker(p) et Im(p) sont stables par f.

I1.2.821 | CCINP PSI 2018

Soit ' un K-espace vectoriel et f € L(E).
1. On suppose f surjective. L’application f? est-elle surjective ?

2. On suppose f2 = f. Montrer que si f est injective, f est surjective.

I1.2.822 | Mines-Ponts PSI 2015

On note E Vensemble des fonctions continues sur R et E’ ’ensemble des fonctions
continues et bornées sur R. Soit g une fonction continue de R dans RY . Pour f € E,
on note :

T = iy )y T0a0) e

1. Montrer que T(f) appartient & E, puis que T est un endomorphisme.

2. Déterminer les valeurs propres de T'|g:.

Quelle est la dimension des sous-espaces propres ?

x
Soit A € M, (R) telle que A3 —3A4% + 34 = 0.
Montrer que Tr(A) et det(A) sont des multiples de 3.
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11.2.824 | X-ENS/Mines/Centrale

Soit A et B deux matrices de M, (C). On considere I'application :

f: M,(C) — M, (C)
M — AM + MB

Quel est le spectre de f 7

11.2.825 | TPE/EIVP PSI 2015

Soit M € M;5(C) semblable & iM.

1. Soit A une valeur propre de M. Montrer que i\ est aussi une valeur propre de la
matrice M.

2. Montrer que M est nilpotente (i.e. il existe k € N tel que M* = 0).

11.2.826 Centrale-Supélec PC 2016

Soit A € M,(R). On pose :

)\ = mf Z (aij — mij)Q

MeSn(R) 1<ij<n

1. Prouver 'existence de A, puis le calculer.

1 0 «
2. On suppose que A= [0 1 0
0 0 1

Montrer de deux manieres que zlxlg%) A=0.

I1.2.827 | Mines-Télécom PSI 2017

Soit A € M, (R) une matrice nilpotente telle que AAT = AT A. Montrer que A = 0.

I1.2.828 | Mines-Télécom PSI 2016

On considere I’endomorphisme :

Déterminer det(f).

I1.2.829 | CCINP PSI 2016

Soit A € My(R) telle que A? = AT et A # 0.
1. Trouver un polyndéme annulateur de A.

2. On suppose que 0 appartient au spectre de A. Déterminer ce spectre.

3. Montrer que A est semblable a B = (é 8) avec une matrice de passage ortho-

gonale.
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I1.2.830| Mines-Ponts MP 2015

Soit A € M,,(C). On appelle classe de A I'ensemble :
{PAP™'| P € GL,(C)}.

On suppose que la classe de A est bornée.

1. On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme I,, + (A — 1)E;;
avec \ # 0. Montrer que A est diagonale en utilisant les matrices de dilatation.
Montrer que toutes les matrices appartenant a la classe de A sont diagonales.

2. En utilisant les matrices M; = I,,+ E; ;+1, montrer que A est une matrice scalaire.

11.2.831 | TPE/EIVP PC 2015

Soit f et g deux endomorphismes tels que fogo f = f.
1. Montrer que f og et go f sont des projecteurs.
Montrer que Im(f) = Im(f o g) et Ker(f) = Ker(g o f).
2. Soit les propositions suivantes :
() 7o o f=f
(P2) gofog=yg
(Ps) rang( ) = rang(g)

(a) Montrer que (P;) et (P) entrainent (Pj).
(b) Montrer que (P3) et (Py) entrainent ().

I1.2.832 | Mines-Télécom PSI 2019

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f, g deux endomorphismes de E
vérifiant fog = f +g.
1. Montrer que Ker(f) = Ker(g) et Im(f) = Im(g).

2. On suppose que f et g sont diagonalisables. Montrer que f o g est aussi diagona-
lisable et que Sp(f o g) C R\]0,4].

11.2.833 | ENSEA/ENSIIE PC 2014

Soit (E, (-,-)) un espace vectoriel normé euclidien de dimension n. Soit (u;)1<;<, une
famille de vecteurs de E telle que :

V(Zu?) € [[Lp]]Qa [ 7é j: <ui7uj> = —1.
On considére pour tout (u,v) € E? et pour tout (x,y) € R? :
(((u, z), (v,9))) = (u,v) + 2y.

1. Montrer que ((-,-)) est un produit scalaire.

2. Que peut-on dire de la famille ((u;,1))1<i<p ? En déduire une inégalité entre p
et n+ 1.
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I1.2.834 | Mines-Ponts MP 2019

Soit M € M,(C). Etablir 'équivalence :

M non diagonalisable <= M = D + T avec D scalaire et T" nilpotente non nulle

Etudier les matrices X € M,(C) telles que X" = (é 1)

I1.2.835 | Mines-Ponts MP 2021

Soit E l’ensemble des fonctions continues de R dans R. Pour f € E, on définit f par :

1 e ,
o) = ;/0 f)dt siz#0
f(0) siz=0

1. Montrer que ¢ : f f est un endomorphisme de F.
2. Déterminer les éléments propres de ¢.

3. L’endomorphisme ¢,, induit par ¢ sur R,[X] est-il diagonalisable ?

I1.2.836 | Mines-Ponts MP 2022

Soit n > 2 entier et « réel. On considere la matrice suivante :

A= (ali—ﬂ)

1<i,j<n

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible.

I1.2.837 | Mines-Ponts PC 2016

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n, F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que F' et G ont méme dimension si et seulement s’il existe un sous-espace
vectoriel H de E tel que E = F @ H et E = G @ H, c’est-a-dire s’ils ont un supplé-
mentaire commun H.

I1.2.838 | Mines-Ponts PC 2016

Soit f et g des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que :

dim(Im(f) N Ker(g)) = rang(f) — rang(g o f).

I1.2.839 | Mines-Ponts PC 2015

Soit K le corps des réels ou celui des complexes, A et B deux matrices de M, (K).
Trouver la relation entre dim(Ker(AB)) et dim(Ker(A)) +dim(Ker(B)). Etudier le cas
d’égalité.
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I1.2.840| Mines-Ponts PSI 2015

Soit A € M,(R) et ¢ : R" x R™ définie par :

A X
¢<X7Y):' ’

YT 0

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ¢ soit un produit scalaire
sur R™.

I11.2.841 | Mines-Ponts PSI 2013

On considere le déterminant suivant :
det(A+ zB)

avec A et B deux matrices de M, (R).
1. Quel type de fonction est-ce ? (sinus, exponentielle,. . .)

2. Déterminer le degré de ce déterminant.

I11.2.842 | Mines-Ponts MP 2013

Soit A € M, (R) fixée. On consideére :

YA Sn(R> — Sn(R)
S — ASAT

Montrer que det(p,) = (det(A))" .

ENS

Déterminer les matrices A € M,,(R) vérifiant :

Vi>n, A+ AF=AT

11.2.844 Centrale-Supélec PSI 2014

Soit A = (_12 ;) € M5(C) et [|-]] une norme sur My(C).

Trouver le rayon de la convergence de la série entiere » || A"[|2".

I11.2.845 Centrale-Supélec PSI 2014

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant :
(f=Id)*o(f—2Id) =0 et (f—1Id)%>o(f—2Id)#0.

L’application f est-elle diagonalisable ?

I1.2.846 | Mines-Ponts MP 2014

2 11
On considere M = [1 2 1| € M3(R).
0 0 3
Déterminer les sous-espaces vectoriels de R? stables par M.
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X MP 2014

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel réel normé. On note :

|z +yl* + l|lz — y|I?
WE) = sup :
@wer\{00)  2([z[* + [ly][?)

1. Montrer que 1 < pu(E) < 2.

2. Montrer que E est euclidien si et seulement si pu(FE) = 1.

I1.2.848 | X-ENS Cachan PSI 2016

On considere une matrice A € S,,(R). On note :

A) = Al
p(A) = max |\

1. Prouver que, pour tout k € N*, p(A*) = p(A)*.
2. Montrer que application A — p(A) définit une norme sur S, (R).
3. Soit A, B € S,(R) telles que AB = BA.

(a) Montrer que AB € S,(R).

(b) Montrer que p(AB) < p(A)p(B).

4. Soit ||-|| une norme vérifiant :
VA, B € 5,(R), AB=BA = [|AB[ < [IA[lIB]l (1)

Montrer que, pour tout A € S,(R), ||A]| = p(A).
(Autrement dit, p est la plus petite norme vérifiant la propriété (1).)

11.2.849 Centrale-Supélec MP 2014

Soit E un espace euclidien de dimension n. Trouver tous les vecteurs = € E tels qu’il

n
existe une base orthonormée (e1,...,e,) de E telle que z = ) ;.
i=1

I1.2.850| Mines-Ponts PSI 2015

On se donne deux matrices A et B de M,(C) et on considére I’'endomorphisme

de M, (C) :
o: M— AMB.

1. Montrer que :
p=0<+= A=00uB=0.

2. Montrer que :
@ est nilpotente <= A ou B est nilpotente.
3. Montrer que :
p est diagonalisable = A et B sont diagonalisables.

4. Qu’en est-il de la réciproque ?
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I1.2.851 | Mines-Ponts PSI 2025

Soit g : & > e,
1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme H,, € R,[X] tel que :

Ve eR, o (x)=(=1)"H,(z)e ™.

2. Montrer que

2

(P.Q)— (P.Q) = [ " P@)Q@)e da

définit un produit scalaire sur R[X].

3. (a) Montrer que :
Vn € N*,YP € R[X], (H,,P)=(H, 1,P).
(b) Montrer que la suite (H,)nen forme une famille orthogonale.
(c) Calculer ||H,|?.
4. On considere la série » tj'Hn(x).

n=>0 """

Etudier la nature de cette série et sa valeur éventuelle.

I1.2.852 | Mines-Ponts MP 2016

Soit M, (C) et p € N*. Montrer que M est diagonalisable si, et seulement si, MP est
diagonalisable et Ker(M) = Ker(MP).

I1.2.853 | Mines-Ponts MP 2016

Soit M € M3,(K) telle que rang(M) = 2n et M3 = 0.

0, 0, O
Montrer que M est semblable & | I, 0, 0,
0, I, 0,

I1.2.854 | Mines-Ponts MP 2016

Soit A € M,(R). On pose S = AT A.
1. Quelle est la particularité de S? Quelle(s) conséquence(s) ?
2. Montrer que les valeurs propres de S sont positives.

3. Quel est le lien entre les noyaux de A et S?7 En déduire un lien sur d’autres
sous-espaces particuliers.

4. On suppose A2 = A. Montrer que les valeurs propres de S non nulles sont supé-
rieures a 1.

I1.2.855 | Mines-Ponts MP 2025

Trouver 1’ensemble des polynémes P € R[X] tels que :

VA € O,(R), P(A)€ O,(R).
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CCINP PC 2016

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finien > 1 et f1,..., fi des endomorphismes
non nuls de F vérifiant :

Pour tous ¢ et j distincts dans [1, k],
fiofj=0et fi+--+ fi, = Idp.
. Pour tout i € [1, k], calculer f;o (fi+ -+ fr).
En déduire que f; est un projecteur.
(a) Justifier que le somme Im(f;) + - - + Im(f;) est directe.
(b) Montrer que E =Im(f;) & --- @& Im(f).

Dans toute la suite, B désigne une base de E adaptée a cette décomposition.

—_

N

3. Soit ay, ..., ar des complexes deux a deux distincts et soit f = ay fi+ -+ ap fr-
(a) Montrer que la matrice de f dans B est une matrice diagonale D que I'on
précisera.
(b) Pour tout p € N, donner une expression de f? en fonctions de p, des f; et
des «;.
4. (a) Montrer que la famille {fi,..., fi} est libre.
(b) Montrer que pour tout i € [1, k], la famille {f;, Idg, f,..., fF71} est lice.
(c) Montrer que la famille {Idg, f, ..., f¥~1} est libre.

I1.2.857 Centrale-Supélec MP 2015

1. Soit f et g deux formes linéaires non nulles d'un espace vectoriel E. Montrer que
f et g sont colinéaires si et seulement si elles ont le méme noyau.

Soit fi,..., fa, f des formes linaires d'un espace vectoriel réel E. On suppose que,
pour tout x € E, fi(z) > 0,..., fo(z) = 0 implique f(z) > 0. On veut montrer
qu’il existe des réels aq,...,a, tels que f =a1f1 + -+ a,fn.

2. Montrer cette propriété pour n = 1.

3. Etablir le cas général. (On pourra restreindre fi,..., f, & Ker(f,)).

I1.2.858 | Mines-Ponts MP 2017

On considere un espace euclidien F, ainsi qu'une base (eq,...,e,) de E orthonormale.

1. Soit f un endomorphisme de E. Vérifier que :
To(f) = >_(f(ex), ex).
k=1

2. Soit f et g deux endomorphismes symétriques de F ayant leurs valeurs propres
positives. Montrer que :

0 < Tr(fog) < Tr(f)Tr(g).

3. On suppose de plus que f est inversible.
Dans quel cas a-t-on Tr(f og) =07 Et Tr(f o g) = Tr(f)Tr(g)?
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X MP 2017

Soit p une matrice symétrique positive. On dit que p est un état si Tr(p) = 1.

1. Soit A € M,(R) et V € R™ de norme 1. On note IIy la projection orthogonale
sur Vect(V'). Montrer que Tr(IIy A) = (V, AV).

2. Soit p un état. Montrer qu’il existe (Ai)i<i<n € (Ry)™ et (Vi)i<icn une base

n
orthonormée de R™ tels que p = > A Ily..
i=1
3. Soit p un état. On dit que p est un état pur si, et seulement si, tous les A; sont nuls
sauf un. Montrer qu'un état p est pur si, et seulement s’il existe P un projecteur
orthogonal de rang 1 de R” tel que Tr(pP) = 1.

4. Montrer qu'un état p est pur si et seulement si Tr(p?) = 1.

5. Dans le cas n = 2, montrer que les états purs sont exactement les matrices

1<1+COS(90) sin(p) )

2\ sin(p) 1 —cos(yp)

avec ¢ € R.

I1.2.860| Mines-Ponts MP 2017

1. Soit n € N*. On pose w = o5 et

A, = (wt06D)

1<5,k<n

Calculer A, A,. En déduire |det(A,)|, puis Uinversibilité de A, et A
2. Quels sont les 6 € C tels que

soit inversible ?

X ESPCI 2017

Soit p; et po deux projecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie.
1. Montrer que p; + py est un projecteur si et seulement si p; o py = ps o p; = 0.

2. Montrer que p; + po est une symétrie si et seulement si p; + ps = Idg.

I1.2.862 | Mines-Ponts MP 2018

On considére un espace euclidien (E, (-,-)). Soit f et g deux endomorphismes symé-
triques tels que :

Vee B, [(r, f(2))] < (2, 9(x)).
Montrer que |det(f)| < det(g).
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11.2.863 | TPE/EIVP MP 2017

Soit n > 2 entier et A € M, (R) telle que :
V(i j) € [1,n]?, ai; €]0,1[ et Y a; = 1.
i=1

1. Montrer que |det(A)| < 1.
2. Montrer que 1 € Sp(A).
3. Montrer que
beSp(A) = |b| <1

puis que
=1 = b=1.

I1.2.864 | CCINP PSI 2017

Soit A, B € M,,(R) non nulles. Pour tout M € M, (R), on définit :
O(M) = Tr(AM)

et U(M)=M + Tr(AM)B.
1. Montrer que ® est linéaire et donner la dimension de son noyau et de son image.

2. Montrer que si A est valeur propre de V¥ différente de 1, alors toute matrice propre
associée M est colinéaire a B.

3. Trouver les autres valeurs propres de W.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que ¥ soit diago-
nalisable.

I1.2.865 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n. On suppose que pour tout X
dans M, (R)\ {0}, XTBX > 0. Montrer que A + iB est inversible.

I1.2.866 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A € M, (R) et f4 € L(M,(R)) définie par f4(M)= AM.
Montrer que Sp(A) = Sp(fa).

Mines-Ponts PC 2015
Soit
H = {(z,y,2,t) € R*| ax + by + cz + dt = 0}

et H ={(z,y,2,t) e R* | dox +Vy+ 2+ dt =0}
1. Montrer que H N H' est un espace vectoriel.

2. Déterminer la dimension de l'intersection.
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CCINP PC 2018

Soit E = {(z,)nen € RY | 3 22 converge} et

f: RN — R
(xn)nGN = Zy
2 b2
1. Calculer (|a| — |b|)* et montrer que ¢ ;_ > |ab|.

2. (a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.
(b) Montrer que f est une application linéaire de £ dans R.

3. Soit

Q ExFE — R
+o0o
((‘Tn)TLENa(yn)nEN) — anyn
n=0

Montrer que ¢ est bien définie sur F X E et que ¢ est un produit scalaire sur E.
En déduire que

+oo
(xn)neN = Z x%
n=0

est une norme sur F.

4. On suppose que E est muni de cette norme. Montrer que si (2, ),en est dans E,
alors la suite (z,, + ,11)nen est aussi dans E.

5. Soit g : (zp)neny € E +— (2, + Tpi1)nen. Montrer qu'il existe k € R tel que pour
tout ((zn)nen, ((Yn)nen) € E X E

lg((zn)nen) = 9((Wn)nen) | < Ell(@n)nen = (Yn)nen|l-

I1.2.869 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A € ST (R). Montrer qu'il existe une unique matrice H dans St (R) telle
que A= H3+ H.

COIND PG 2018

Soit M € Ms,11(R) telle que tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la ligne n + 1
et de la colonne n+1 qui valent tous 1. Montrer que M est diagonalisable, puis trouver
ses valeurs propres et vecteurs propres associés.

I1.2.871 | Mines-Télécom PSI 2018

Soit n € N* et M € M, (R).

1. Rappeler les propriétés du déterminant, en particulier det(M7T) et det(AM),
avec A € R.

2. On suppose que M est antisymétrique.

(a) Montrer que, si n est impair, M n’est pas inversible.
(b) Montrer que, si n =2 et M # 0, alors M est inversible.
(c) Peut-on affirmer que M est inversible ou non inversible sin =4 et M # 07

238




ENS MP 2018

Soit A et B dans S, (R) de valeurs propres respectives ay, ..., a, et by,...,b,. Montrer
que :

Z(bi —a;)? < Tr((B — A)?).

I11.2.873 Centrale-Supélec MP 2018

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B = (ey,...,e,) une base de £. On
k

pose s, = Zek et sg = 0. Soit u € L(F) telle que :
i=1

Vk e [1,n], wu(ex)=2s, — sk — ey.
1. Justifier que l'on définit une unique application linéaire et donner la ma-
trice A = (u)8.
2. Déterminer le polyndme caractéristique de A.

3. Déterminer le spectre complexe de A et montrer qu’il est contenu dans un cercle.

X P 2015

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Caractériser les formes bilinéaires B
sur E vérifiant :

V(z,y) € E?, B(z,y) =0 = B(y,z)=0.

I1.2.875| Mines-Ponts MP 2018

Soit n > 2 un entier et ¢ un automorphisme de M, (C) tel que :
V¥(A, B) € (M,(C))*,  @(AB) = p(A)p(B).

1. Déterminer ¢(1,).
2. Soit 1 < i < n. Montrer que ¢(E;;) est un projecteur de rang 1.

3. Pour 1 < i < m, soit A; un élément non nul de Im(p(Ey;)).
Montrer que {A;,..., A,} est une base de C".

CCINP MP 2021

Soit M € M,y(C) et A, u deux nombres complexes distincts non nuls. On suppose
trouvées deux matrices non nulles A, B € M,(C) vérifiant [, = A+ B, M = AA+ uB
et M? = NA+ i°B.

1. Montrer que M est inversible et déterminer son inverse. (On pourra utiliser I’éga-
lité M? — (A + p)M + Auly).)
2. (a) Exprimer A en fonction de I, et M.
(b) Montrer que A et B sont des projecteurs.

3. La matrice M est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres.
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I1.2.877 | Mines-Ponts MP 2018

Soit n € N*, A € M,(R) et I un intervalle non vide et non réduit & un singleton.
Montrer I’équivalence suivante :

vtel, 4 ec0,R) = Ac A,(R).

CCINP MP 2021

Soit E un espace vectoriel réel euclidien de dimension n, © un endomorphisme symé-
trique de F.

1. Soit p un entier naturel impair.
(a) Montrer 'existence d'un endomorphisme de symétrique v tel que v? = wu.
(On pensera a la matrice représentative de u.)

(b) Montrer que v posséde les mémes sous-espaces propres et le méme nombre
de valeurs propres distinctes que u.

(c) Montrer que v est I'unique endomorphisme symétrique tel que v? = w.
2. Soit p un entier naturel pair et non nul.

(a) A-t-on les mémes résultats ?

(b) Que peut-on dire si u est positif ? (C’est-a-dire Sp(u) C R;.)

(¢) Que peut-on dire si u et v sont positifs ?

CCINP MP 2021

Soit f un endomorphisme de C".

1. On suppose que det(f?) # 0 et que f? est diagonalisable. Trouver un polynome
annulateur de f et montrer que f est diagonalisable.

2. On suppose que det(f?) = 0 et que f? est diagonalisable. On suppose de plus que
Ker(f) = Ker(f?). Montrer que f est diagonalisable.

I1.2.880| Mines-Ponts PSI 2021

Soit A € S, (R) a valeurs propres dans R, et a > 0.
1. Le produit de matrices carrées symétriques est-il symétrique ?
2. Montrer que I,, + aA est inversible.
3. Montrer que M = (I, — aA)(I, + aA)~! est symétrique.

I1.2.881 | Mines-Ponts MP 2019

Soit A =GL,(C)uU{0,}.
1. L’ensemble A est-il un sous-espace vectoriel de M,,(C)?

2. Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (C), contenu
dans A?

3. Qu’en est-il dans R? On s’intéressera surtout au cas n = 2.
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I1.2.882 | Mines-Ponts MP 2022

Soit E un espace préhilbertien et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive, non né-
cessairement définie positive, et telle que :

30> 0,V(z,y) € E%,  |¢(x,y)| < [l=llllyll
On note (x) la proposition :
Ja >0,V e E, |¢p(z, )] = |a
1. Montrer que si E est de dimension finie, alors :
(%) <= ¢ est définie positive.

2. On suppose que E est de dimension infinie et qu’il existe une suite (e,),en OI-
thonormale totale de E.

(a) Construire ¢ bilinéaire symétrique définie positive telle que :
30 > 0,¥(z,y) € E?, |¢(z, )| < Cllz||ly]

mais qui ne vérifie pas (x).
(b) Conclure que la boule unité fermée n’est pas compacte.

I1.2.883 | Centrale-Supélec MP 2015

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. On considere u un endomorphisme
de E. On note x le polynoéme caractéristique de u.

1. Soit V' et W deux sous-espaces de E stables par u et tels que £ =V & W. En

notant y’ (respectivement x”) le polynéme caractéristique de uly (respectivement

u|w ), montrer que x = x'x”.

2. On note x = H P la décomposition en facteurs irréductibles de x. Montrer que
pour tout 7, dim(Ker(P")(u)) = «; deg(F;).

3. Si le polynéme minimal de u est y, montrer que :

Vk < oy,  dim(Ker(Pf(u))) = kdeg(P;).

I1.2.884 | Mines-Ponts MP 2018

Soit A € M,(C).

1. On suppose que A est inversible et qu’il existe N € N* tel que A" soit symétrique
réelle. Montrer que A est diagonalisable sur C.

2. On suppose que dim(Ker(A4)) = 1 et qu'il existe N € N* tel que AV soit symé-
trique réelle. Montrer que A est diagonalisable sur C.

3. Que se passe-t-il si dim(Ker(A)) > 17
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CCINP MP 2022

Soit E un espace euclidien. On note A(FE) 'ensemble des endomorphismes antisymé-
triques, c’est-a-dire :

u€ AE) < Y(z,y) € E% (u(z),y) = —(u(y), z).
1. Montrer que :
Vee E, (u(z),z) =0 <= uec A(E).
Pour u € A(F), quelles sont les valeurs propres possibles de u ?

2. Caractériser les endomorphismes de A(E) a I'aide de leur matrice dans une base
orthonormée.

3. Soit F un sous-espace vectoriel stable par w. Montrer que F est stable par .
On suppose maintenant que Ker(u) = {0}.
4. (a) Montrer que u? est un endomorphisme symétrique.

Soit # un vecteur propre de u*. Montrer que F' = Vect({z,u(z)}) est un
sous-espace vectoriel stable par wu.

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormée B de E telle que :

0 -\
A 0
0 =X 0
5 Ao O
(u)B = )
0
0 =X
Ap O
avec Ap, ..., A, réels non nuls.

I1.2.886 | Mines-Ponts PC 2019

Soit n € N* et D la matrice diagonale de M, (R) de coefficients diagonaux 1, ..., n.
Déterminer toutes les matrices M € M, (R) telles que DM = M D.

I1.2.887 | Mines-Télécom PSI 2018

1 a
2 b c

2
SoitabceR et M=—2| 0 L P
3| a 2 c
c c 1
a b 2

On note f ’endomorphisme de R3 canoniquement associé a M. On munit R? du produit
scalaire canonique.

1. La fonction f est-elle une symétrie vectorielle ?

2. La fonction f est-elle une isométrie vectorielle ?
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I1.2.888 | Mines-Ponts MP 2019

Soit A une matrice complexe carrée de taille n a coefficients complexes. Montrer I’équi-
valence entre :

i) AA=1,;

ii) il existe une matrice S complexe inversible telle que A = S5

I1.2.889 | Mines-Ponts MP 2018

Soit E un espace euclidien.
Soit w un endomorphisme symétrique de E tel que Tr(u) = 0.

1. Montrer qu’il existe z € E '\ {0} tel que (u(x),z) = 0.
2. Soit n € N* et A € M,(R).

Montrer qu'il existe P € O, (R) telle que tous les coefficients diagonaux de P~ AP
soient égaux.

Mines 2015

On considere deux espaces vectoriels E et F' sur le méme corps K, deux applications
linéaires, u € L(E, F), v € L(F, E) telles que vou € GL(E).
Montrer que Im(u) @ Ker(v) = F.

Mines 2012
Soit A € GLg(R) telle que A(A —1,,)(A—2I,) =0et Tr(A) = 11.

Calculer le polynoéme caractéristique de A.

o 2016

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n et pour tout ¢ < p, U; un endomor-
P

p
phisme symétrique de E tel que Y _rang(U;) = dim(E) et tel que Y _(U;(z),z) = ||z|*.
i=1 i=1

P
1. Montrer que Z U, =1dg.

i=1
2. Montrer que U; est la projection orthogonale sur Im(U;).

cop 2017

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 muni d’une base B et f ’endomorphisme

1 1 -1
dont la matrice dans la base Best A= -1 3 —3
-2 2 =2

1. Montrer que E = Ker(f?) @ Ker(f — 2Idg).
2. Donner un élément de Ker(f?) \ Ker(f).

3. Montrer qu'’il existe une base B’ de E telle que (f)5 =

4. Soit g € L(E) tel que g*> = f. Montrer que Ker(f?) est stable par g.
Que peut-on en déduire ?
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cop 2017

1 a a
On consideére la matrice A= -1 1 —1
-1 0 2

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2. On suppose que a > 0. La matrice A est-elle diagonalisable ?
3. On suppose que a = 0. La matrice A est-elle diagonalisable ?
4. On suppose que a < 0. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Il sera essentiel au cours de la discussion de préciser le corps de référence, R ou C.

I1.2.895 | Mines-Ponts MP 2022
On suppose ici K = R ou K = C. Soit n € N* et u I'application de M, (K) dans M, (K)
qui & la matrice de terme (a; ;)1<i j<n associe la matrice de terme (@n+1—j4)1<ij<n-

1. Vérifier que u est linéaire.
2. Déterminer son spectre et les dimensions des sous-espaces propres.

3. L’application u est-elle diagonalisable ?

CCINP MP 2022

Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.

1. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f? est diagonalisable et
que Ker(f) = Ker(f?).

2. On suppose que f? est diagonalisable et que f est inversible.
(a) On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de f?. Montrer que le po-
lynéme

f[lof? )

est un polynéme annulateur de f.
(b) En déduire que f est diagonalisable.

3. On suppose que f? est diagonalisable et que Ker(f) = Ker(f?). Montrer que f
est diagonalisable.

I11.2.897 Centrale-Supélec MP 2018

Pour tout j entier compris entre 0 et 2n, on note :
fi :t — (sinh(t))?(cosh(t))** .
On pose :
F=Afo,..., fon} et F = Vect(F).
1. Montrer que F est une base de F'.
2. Soit d l'application de F' dans C*°(R,R) qui a f associe f’.

(a) Montrer que d définit un endomorphisme de F.

(b) Déterminer ses espaces propres.
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Mines 2016

Soit A une matrice symétrique de M, (R). On suppose qu'’il existe un nombre réel o
racine a la fois de x4 et de son dérivé x’,. Montrer que pour tout v € M, (R), la
famille {v, Av, A%v,..., A" v} est lide.

CCINP MP 2023

Soit F un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de E tels que Im(p) C Ker(p).
1. Montrer que Im(p) NIm(q) = {Og}.

2. Soit ¥ = p+ g — p o ¢q. Montrer que r est un projecteur sur Im(p) + Im(q)
parallelement & Ker(p) N Ker(q).

I1.2.900| Mines-Ponts PC 2024

Soit A, B € M, (C) telles que leur spectre soient disjoints.
1. Montrer que le polynéme caractéristique de A évalué en B est inversible.
2. Soit X € M, (C). Montrer que AX = X B si et seulement si X = 0.

3. Montrer que pour tout M € M, (C), il existe une unique matrice X € M, (C)
telle que AX — XB =M.

I1.2.901 | Mines-Ponts MP 202

Soit E 'espace vectoriel des applications de classe C*° sur [0,1] que 'on munit du

produit scalaire :
f: E* — R

1
(f.9) — [ fgt)at
Soit v 'application de E dans lui-méme qui a toute fonction f € E associe sa primitive
nulle en 0.
1. Montrer que v est un endomorphisme.

2. Montrer qu’il existe un endomorphisme w tel que pour tout couple (f,g) d’élé-
ments de E, (v(f), g) = (f,w(g)).
3. Quels sont les valeurs propres et les vecteurs propres de v o w ?

Mines-Télécom MP 2021
Soit £ = {f € C'(R,R) | f(0) =0}.
Soit T défini pour tout f € E et tout x € R par :

r(ne) = [

Montrer que 1" est un endomorphisme de E et déterminer ses valeurs propres.

X MP 2019

Soit f € L(R?). Quelle est I'image par f d'un cercle de centre 0 et de rayon 17
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I11.2.904 | Mines-Ponts MP 2023

Soit (ay,as,...,a,) € C".

0 a; ay --- ay
ai 0 as -+ a,
Onpose M =|a a 0 - ay
a, ay --- a, O

Déterminer le polyndéme caractéristique et le déterminant de la matrice M.

I1.2.905 | Mines-Ponts PSI 2019

Soit E' un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E. Soit zy un
vecteur de E tel que B = {zq, f(z0), f*(x0), ..., f"  (x0)} soit une famille libre de E.

1. Minorer le rang de f.
2. Déterminer C(f) ={g€ L(E)| fog=ygo f}.

COINP MP 2022

Soit E un espace euclidien de dimension non nulle.

1. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, alos p est un endomorphisme
symétrique.

2. Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.

(a) Montrer que p o g o p est un endomorphisme symétrique.
(b) Montrer que (Ker(q) + Im(p))* = Im(q) N Ker(p).
(¢) Montrer que p o q est diagonalisable.

I1.2.907 | Mines-Ponts MP 2022

Soit E l'ensemble des fonctions continues de R dans R. On définit :

Vi€ EVr e R, o(f)(0) = [ flu)du et $(f)(0) = F(0).

2x —x

1. Démontrer que la fonction ¢ ainsi définie est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les valeurs propres de ¢ et les sous-espaces propres associés.

3. Démontrer que si n € N, R,[X] est stable par ¢ et déterminer les sous-espaces
propres induits. (On confondra ici fonctions polynomiales et polynomes.)

COINP PO 2022

Dans 'espace vectoriel R* euclidien canonique, on considere le sous-espace vectoriel F
d’équations :
r+y+t=0 et z=0 ou (z,9,21t) €R.

Déterminer une base orthonormée de F.

11.2.909 | TPE/EIVP MP 2016

Soit A et B deux matrices carrées de dimension n telles que AB admette n valeurs
propres deux a deux distinctes. La matrice BA est-elle diagonalisable ?
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I1.2.910| Centrale-Supélec MP 2025

1. Donner une caractérisation des applications linéaires injectives et la démontrer.

2. Soit « € [0, 1[. On note :
n—1
K,(z) =)'
i=1

Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues et intégrables de [0, 1] a valeurs
réelles. Pour z € [0,1] et f € E, on note :

o) = [ K wt) Fl8) .

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
(b) Montrer que 0 est une valeur propre de ¢.

X MP 2017

Soit S I'ensemble des fonctions f € C*°(R, R) telles que :

V(a,3) € N%, sup|z®fP(z)| < 4oo0.
zeR

Soit £ : S — S une application linéaire telle que :

vfes, Uf) =)

et en notant h:z — x :
U(hf) = hL(f).

Montrer que ¢ = Aldg pour un \ réel.

ENS MP 2013

Soit o € S,,. On considere I'endomorphisme de C" qui a x = (xy,...,x,) € C" associe
ag(x) = (ﬁg(l), e ,l‘g(n)).
1. Quel est le spectre de a, ?

2. Quels sont les sous-espaces vectoriels de C" stables par tous les a, 7

I1.2.913 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A un polynoéme de degré au plus n. On considere 'application :
¢: Pr— (AP)™

pour tout polynéme P de degré inférieur a n.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit bijective.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalisable.
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CCINP PC 2013

Soit (M;)i<j<p une famille de M, (C) telle que, pour tout j, M7 = —1I,, et pour j # k,

1. Trouver un polynéme annulateur de M;. En déduire que la matrice est diagona-
lisable.

2. (a) Montrer que Sp(M;) est inclus dans {—i,i}.
(b) Montrer que M; est inversible et que n est pair.
(c) Montrer que i et —i sont effectivement valeurs propres.

3. Montrer que les dimensions des sous-espaces propres de M; sont égales et don-
ner det(M;).

4. Trouver un tel couple de matrices pour n = 2, puis pour n = 4.

I1.2.915 | Mines-Télécom MP 2022

Soit M, N € M,(R) telles que N* = NM = 0. On suppose de plus que M est trigona-
lisable sur M, (R). Montrer que M + N est trigonalisable sur M, (R).

COINP MP 2024

0 01
Soit la matrice A= |2 1 0| € M;3(R).
001

1. Justifier que A est trigonalisable mais non diagonalisable.

2. Soit M € M3(R) telle que M? = A.
(a) Justifier que M n’est pas inversible.
(b) Montrer que les seules valeurs propres possibles pour M sont —1,0 et 1.
(c) Montrer que la dimension des sous-espaces propres de M est égale a 1.

3. Déterminer I'ensemble des matrices M € M3(R) telles que M? = A.

I1.2.917 | Mines-Ponts PSI 2024

Soit n > 2 entier.

1. Montrer que pour tout A € GL,(R) on a Tr(AT A) > 0. Pourquoi a-t-on l'inégalité
Tr(ATA) #£07

2. Soit S € SF(R). Montrer qu'’il existe A inversible telle que S = AT A.

3. Montrer que :
V(S,5") e (S;“JF(R))Q, Tr(SS") > 0.

I1.2.918 | Mines-Télécom MP 2025

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, « € K*, f et g dans L(E) tels que :

feg—gof=af

1. Calculer f*og— go f™ pour tout n € N.

2. En déduire que f est nilpotent.
Indication : on pourra considérer ’application ¢ : h+— hog— go h.
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I1.2.919| Centrale-Supélec PSI 2021

Soit A € M,(C) possédant p > 2 valeurs propres distinctes Aq,...,\,. On suppose
que :
Vie Hzapﬂv ’)‘z| < |)‘1| (*)

1. On note, pour tout k € N tel que Tr(A¥) # 0, ¢}, = w
- , PR (AR
Montrer que la suite (tx)ren est définie a partir d’'un certain rang, qu’elle converge
et déterminer sa limite.

2. Justifier que si 'hypothese (%) n’est pas vérifiée, le résultat précédent peut-étre

faux.
1 0 0
3. Soit A=[-2 3 1
4 —4 -1
1 00
(a) Montrer que A est semblablea B= |0 1 1
001

(b) Déterminer la limite de ‘%k quand k tend vers +oo.

11.2.920 Centrale-Supélec PC 2023

1. Soit P € M, (R). On considere I’endomorphisme :

dp : M,(R) — M,(R)
A — AP

Déterminer la matrice de dp en fonction de PT dans une base bien choisie.

2. Soit @) € M,(R). On considere I'endomorphisme :

9o = Mu(R) — My(R)
A — QA

Déterminer la matrice de gg en fonction de ) dans une base bien choisie.

3. Soit P € GL,(R). On consideére I'endomorphisme :

¢ : M,(R) — M,(R)
A — PlAP

Déterminer det(y) et Tr(y).

X P 2021

Soit f un endomorphisme de R!° qui stabilise tous les sous-espaces de dimension 5.
Que dire de f7?
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I1.2.922 | Centrale-Supélec PSI 2023
On définit G = {M € My(C) | det(M) = 1}.
Soit A et B dans GG, de méme trace .
1. (a) Donner une condition suffisante sur a pour que A soit diagonalisable. Cette
condition est-elle nécessaire ?

(b) Donner une condition suffisante sur o pour que A et B soient semblables.
Cette condition est-elle nécessaire ?

Soit
Qb : R — Mg(@)

a(t) b(t)
L <c<t> d(t))
On a donc, pour tout t réel, ¢'(t) = (Z,/((g Zl,((iD

2. Soit M € My(C). Montrer que 'application ¢ — M¢(t) est de classe C* sur R et
préciser sa dérivée.

3. Soit A € G de trace nulle. Montrer I'existence de ¢ de classe C' de R dans G

vérifiant :
{m (s +1) = ¢(s)(1)
60) =1L et ¢(0)=A

I11.2.923 | Mines-Ponts PSI 2023

Soit A € M, (R) une matrice réelle symétrique de valeurs propres A\;(A4) < --- < A\, (A).
On note (-, ) le produit scalaire canonique de M,,»1(R). On pose :

(AX, X)

VX € Mnxl(R) \ {0}, RA(X) = W

Soit k € [1,n] et Gy 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k.
On note (eq,...,e,) une base orthonormée telle que :

Vi € [[1,n]], Aei = )\Z(A)ez
1. Montrer que :

VX € Vect({er, ..., ex}) \ {0}, Ra(X) € [M(A), Ae(A)].

2. Montrer que :
A(A) = min ( max RA(X)>.

Ved, \ xev\{o}

3. Soit A et B deux matrices symétriques réelles.
En déduire que :

AM(A) + Me(B) < M(A+ B) < \(A) + M\(B).
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I1.2.924 | Centrale-Supélec MP 2024

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*, muni de sa norme euclidienne |-||.

1. Soit H un hyperplan de E.
Montrer qu'’il existe a € E tel que H = (Vect(a))*.

2. Soit (z1,...,%Tny1) € E™ une famille de vecteurs unitaires tels que :
Ja<OtelqueVi,je{l,....n+1}, i#j = (2;,2;) =

Déterminer «.

3. Montrer qu’une telle famille existe.

I1.2.925 | Mines-Ponts MP 2021

0 a —c
Soit (a,b,c) ER*et A=|—a 0 b
c —b 0

. Justifier l'existence d'un réel d tel que A3 + dA = 0.
. Déterminer d.

. Pour tout n € N, exprimer A?" en fonction de n,d et A2

= W N =

. Montrer que exp(A) = I3 + aA + A%, ou « et 3 sont deux réels & expliciter.

CoINP PO 2021

Soit £ un espace vectoriel euclidien de dimension n, (-,-) son produit scalaire et [|-|| la
norme associée. Pour a € E unitaire et a € R, on considere 'endomorphisme f, défini
par :
fao : E — E
r — z+ala,z)a
1. Soit (eg,...,e,) une base orthonormée de (Vect(a))*.

Montrer que B = (a,es,...,e,) est une base orthonormée de E et trouver la

matrice associée a f, dans B.

2. (a) Calculer (fszo fo)(z) et déterminer ~y tel que f, = fz o f, en fonction de «

et 5.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que f,, soit bijectif.

(c) Préciser alors f, 1.

3. Soit V' un sous-espace vectoriel de E tel que s,(V) = V, ou s, est 'endomor-

phisme défini par s,(z) = = — 2(a, x)a.
(a) Montrer que s, € O(FE).
(b) Montrer que s,(V*) C V*, puis que s,(V+) = V*
4. Soit g € O(E). Montrer que go s, 0g ' = S4(a)-

251




CCINP PC 2018

Soit F un espace euclidien et a, b deux vecteurs de F orthogonaux entre eux.

1. Soit ¢ : & +— z+{a, x)a+ (b, x)b. Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique
de F.

2. On se place dans un espace euclidien de dimension 3 et on se donne une base
orthonormée B = (e, e, e3) avec a € Vect(ey) et b € Vect(ez). Préciser la ma-
trice M de ¢ dans cette base.

3. Préciser les éléments propres de ¢ et déterminer P € O3(R) et D matrice diago-
nale de M3(R) telles que M = PDP~!.

4. Généraliser I’étude a un espace vectoriel de dimension n.

I11.2.928 | CCINP PSI 2018

Soit A et B deux matrices de M, (C) telles que AB = BA. On note M = (13 i)

1. Soit U et V deux matrices semblables et R un polynome.
Montrer que R(U) est semblable & R(V).

2. Soit P un polynome a coefficients complexes.
Exprimer P(M) en fonction de P(A), P(A’) et B.

3. Supposons que B = 0 et que A est diagonalisable.
Montrer que M est diagonalisable.

4. Supposons que M est diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable et que B = 0.

I1.2.929| ENS Lyon PC 2018

Soit A = (a;;)1<ij<n € Sn(R) vérifiant :
® V(%J) € Hlvn]]27 aij € {Oa ]-}a
i VZE[[L?”L]],CZ“:O,

o il existe un entier k strictement positif tel que chaque colonne de A contienne
exactement k£ termes non nuls;

o V(i,5) €L,n]}i#j = lel,n], ay=a;=1.
1. Déterminer le spectre de la matrice A2.
2. Montrer que n = k* — k + 1.

I1.2.930| Mines-Ponts MP 2018

Soit n € N* et K un corps.

Soit D = {M € My,(K) | V(i,j) € [1,2n]? i # j mod n = M,;; = 0}.
1. Montrer que D est une sous-algebre de M, (K).
2. Montrer que, pour M € DN GLy,(K), ona M~ € D.
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I1.2.931 | Centrale-Supélec MP 2013

Soit f une fonction continue de C* dans R, vérifiant :

V(z,2) € (C)?, f(z2) = f(2)f(2).
1. (a) Calculer f(1). Pour n € N* et w un racine n®™¢ de l'unité, calculer f(w).

Pour 6 € R, calculer f(e?).

(b) On note fla restriction de f a R*. Montrer qu’il existe a € R tel que, pour
tout z € RY, f(x) = 2*.
Indication : on pourra étudier la fonction In(f).
(c) Calculer f(z) pour tout z € C*.
2. Soit n € N*. Soit ¢ une application de GL,(C) dans R, vérifiant :

V(A, B) € (GLa(C))*, @(AB) = p(A)p(B).
(a) Montrer qu’il existe a € R tel que :
Vze C*,  o(zl,) = |z

(b) Montrer que deux matrices semblables ont la méme image par .

(c) Montrer par récurrence que :
VA € GL,(C), ¢(A)=|det(A)|~.

Indication : on pourra commencer par s’intéresser aux matrices diagonali-
sables.

3. Soit 1) une fonction continue de M, (C) dans C, et vérifiant :
V(4,B) € (GLu(C))*, ¢(AB) =y (A)¢(B).
(a) Montrer qu'il existe 5 € Ry tel que :

VA € M,(C), |(A)| = |det(A)|’.

(b) Montrer que si 'image de M, (R) par 1) est réelle, alors v vérifie 'une des
deux propriétés suivantes :

. VA € M,(R), (A) = |det(A)|°;
. VA € My(R), %(A) = sgn(det(A))|det (A)|°.

11.2.932| TPE/EIVP MP 2015
3 -1 =2

On considere la matrice A= [ -1 0 0 | € M3(R).
1 1 0
Calculer exp(A).
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X ESPCI 2016

Soit F un K-espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs de £ qui commutent.
1. Montrer que po q et p+ g — p o g sont des projecteurs.

2. Déterminer leur noyau et image en fonction de Ker(p), Ker(q), Im(p) et Im(q).

I1.2.934 | Centrale-Supélec MP 2013

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, a € L(E) tel que pour tout A € Sp(A),
dim(Ker(A — Mldg)) = 1.

1. Traiter le cas ou a est nilpotente.

2. On note Ay, ..., A, les valeurs propres de a de multiplicités respectives nq, ..., n,.
Montrer que pour tout j € {1,...,q} et tout m € {1,...,n,}, on a:

dim(Ker(a — X;Id)™) = m.

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par a. Montrer que F' = Ker(Q(a)),
ou @ est le polyndéme caractéristique de I’endomorphisme induit par a sur F.

4. Soit D l'ensemble des diviseurs unitaires du polyndéme caractéristique de a et F
I’ensemble des sous-espaces stables par a. Déduire de la question précédente que
I'application @ € D — Ker(Q(A)) € F est une bijection.

5. Conclure quant aux espaces propres de a.

I1.2.935 | Centrale-Supélec MP 2019

Soit A € M,(R) symétrique qui s’écrit :

B, C
A— P “p
(CpT Dp>
avec B, € M,(R).

1. Montrer que A est définie positive (i.e. Vo € M, (R) \ {0}, XTAX > 0) si et
seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

On suppose dans la suite que A est définie positive.
2. Montrer que det(B,) > 0.
3. Montrer que det(A) < det(B,) det(D,), puis que det(A) < aj1ags - - Apy.

CCINP PC 2024

Soit A € M,(R) de trace non nulle et

f: M,(R) — M, (R)
B +— Tr(A)B-Tr(B)A

1. Montrer que Ker(f) = Vect(A).
2. L’application f est-elle diagonalisable ?
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I1.2.937 | Mines-Ponts MP 2015

Soit F un espace euclidien de dimension n, v un endomorphisme de E.

1. Montrer que Y (v(e;), e;) ne dépend pas de la base orthonormée (ey, ..., e,) de E
i=1
choisie.

2. Montrer que la somme »_ > (v(e;), f;)* ne dépend pas des bases orthonormées
i=1 j=1
(e1,...,6en) et (fi,..., fn) choisies. Calculer sa valeur lorsque v est un projecteur
orthogonal de rang r.

I1.2.938 | Mines-Ponts PSI 2021

111
Soit M= [0 1 1| e Ms(R).
00 1

1. Pour tout n € N*, calculer M™.
2. Déterminer une base de F' = Vect({M™ | n > 1}).

3. Montrer que le commutant de M est exactement F'.

11.2.939 Centrale-Supélec MPI

On considere M, (C), 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients complexes.

1. Donner une caractérisation des matrices de rang inférieur ou égal a k avec les
mineurs.

2. Montrer que I'’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a k est un fermé.
On considere pour A € M, (C) I'endomorphisme de M, (C) :

Ta: M+— AM — M A.

3. On suppose pour cette question que A est diagonalisable. Donner le spectre de T'4.

4. La matrice A n’est plus nécessairement diagonalisable. Donner le rang maximal
de TA.

5. Montrer que T4 posséde une unique valeur propre si et seulement si A possede
une unique valeur propre.

I1.2.940| Mines-Télécom PSI 2023

Soit A = (a;;) € M,(R) telle que :
V(ZL]) S [[17”]]27 Q5 = Z.]z

1. Déterminer le rang de A et déterminer ses valeurs propres sans calculer le poly-
nome caractéristique.
2. En déduire que A est diagonalisable.

3. Déterminer une base de vecteurs propres de A.
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I1.2.941 | Mines-Télécom MP 2022

Dans tout ’exercice, on considére A une matrice antisymétrique de M, (R).
1. Montrer que :
VX € My (R), XTAX =0.

2. Quen déduire des valeurs propres réelles de A? A quelle condition A est-elle

diagonalisable ?
3. On pose M = A+ I,.

(a) Montrer que M est inversible.
(b) La matrice M st-elle diagonalisable ?

4. Montrer que K = M~1M? est orthogonale.

5. Soit B une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont strictement
positives. Montrer que A + B est inversible.

X MP 2016

Soit E et F' des espaces vectoriels réels de dimensions finies (a priori différentes). Soit
p = 2 et f une application p-linéaire de EP dans F. On dira que f est antisymétrique
si

Vo € Sp,V(r1,22,...,2p) € P, f(%001), To(2)s - - To(p) = €(0) f(21, 22, ..., 3p).

1. Montrer qu’il existe un espace vectoriel AP(E) et une application p-linéaire alter-
née A de EP dans AP(E) telle que, pour toute application f p-linéaire antisymé-
trique de EP dans F' :

AP — F,  f=poA.

2. Montrer que AP(F) est défini & isomorphisme pres.

3. Montrer que (z1,...,x,) € EP est 1ié si, et seulement si, A(xq,...,z,) = 0.

X MP 2019

Soit f : R — R continue et bornée. On suppose que Vect({z — f(z + k) | k € Z}) est
de dimension finie. Que dire de f 7

CCINP MP 2017

Soit A une matrice complexe d’ordre n telle qu’il existe p € N* vérifiant AP = 0.
1. Déterminer le polynome caractéristique de A.
2. Montrer que A" = 0.
3. Prouver que det(A + I,,) = 1.
4. Soit M une matrice complexe inversible d’ordre n qui commute avec A.
(a) Que peut-on dire de AM~1?
(b) Démontrer que det(A + I,,) = det(M).
(c) L’égalité reste-t-elle valable si M est seulement inversible ?
(d) L’égalité reste-t-elle valable si seulement M commute avec A7
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I1.2.945 | Centrale-Supélec PSI 2026

1. Soit E et F' deux C-espaces vectoriels de dimension finie. Quelle est la dimension
de L(E,F)?

2. Soit p formes linéaires f1,..., f, sur un C-espace vectoriel £ de dimension finie
n € N*. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

i) La famille {fi,..., f,} est libre.
ii) L’application

v : F — (0
r — (filz),..., fr(z))
est surjective.
iii) Il existe une famille {zy,...,x,} d’éléments de E telle que :
filz) - fylan)
det((fj(z))ig) = | . | #0.

fl(.xp) T f/p(.xp)

3. Montrer que :

ﬁ Ker(f;) € Ker(f) < f € Vect({f1,-.., fp})-

i=1

X MP 2017

Donner toutes les formes linéaires de My, 1(R) invariantes par conjugaison par le
groupe orthogonal, i.e. toutes les formes linéaires ¢ telles que, pour toute matrice A et
toute matrice orthogonale P, on a {(P~*AP) = ((A).

11.2.947 Centrale-Supélec MP 2022

Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n € N*. On note L(E) lensemble des
endomorphismes de E et on note E* son dual, i.e. I’'espace des formes linéaires sur £. On
se donne A C L(FE). On dit que A est trigonalisable s’il existe une base de trigonalisation
commune a tous ses éléments. On suppose dans tout ’exercice que les éléments de A
commutent deux a deux.

1. On définit, pour u € L(FE), 'application suivante :
T, : & — E*
Y > pou
Montrer que T, € L(E*).
2. Donner un condition sur u et v de L(E) pour que T, et T,, commutent.

3. Montrer que les endomorphismes de A admettent un vecteur propre commun.

4. En déduire que A est trigonalisable.
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CCINP MP 2021
-1 3 -8
Soit M =1 =2 7 | e M;R).
1 -2 6
Déterminer le polyndéme caractéristique de M.

La matrice M est-elle diagonalisable ?
Calculer (M — I3)? et en déduire le calcul de M™ pour tout n € N.

Montrer que la suite (%M ”) _, converge. On note A sa limite.

Soit X € ngl(R>. On définit la suite (Xn)n>1 par X, = M"X,.
T
On notera X,, = | ¥n
Zn
(a) Montrer que si Xy # 0, alors X,, # 0 pour tout n € N.

(b) Montrer que si g — yo + 3z # 0, alors la série de terme général

AR e A

n

Vaz +yk + 22

diverge.

11.2.949 Centrale-Supélec PC 2015

Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p, avec n > p. Soit
u€ L(E,F)etve L(F,E), tels que uov = Idp. Montrer que v o u est un projecteur,
puis déterminer son noyau, son image et son rang.

X MP 2017

On considere application ¢ : M, (C) — C[X] qui a une matrice M associe (M) le
polyndéme minimal (en degré) tel que o(M)(M) = eM

1. Montrer que ¢ est bien définie.

2. Quels sont les points de continuité de ¢ ?

I1.2.951 | Mines-Ponts MP 2017

Soit A € M, (R) telle que Tr(A) =0 et A> — A2 — A —2I, = 0.
1. Montrer que n est un multiple de 5.

2. Cas particulier : n = 5.

Montrer que A est semblable a diag(2,m, m), o m = <(1) :})

3. Cas général : réduire A.

X MP 2015

Soit A € M,,(C) et A < 0 une valeur propre de AA. Montrer que \ est de multiplicité
paire. En déduire que det(I,, + AA) > 0.
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I11.2.953 | CCINP PSI 2019
Soit
P R;;[X]Q — R

1
(P.Q) — [ PHQ®)
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. A l'aide de la méthode de Schmidt, trouver une base orthonormale de Rs[X],

notée (Qo, @1, @2, Qs3).
3. Soit P dans R3[X] tel que ||P|| = 1. Montrer que :

sup{|P(z)| | z € [-1, 1]} <2v2.

Indication : calculer, pour i € [0, 3], M; = sup{|Q;(z)| | z € [-1, 1]}.
4. Peut-il y avoir égalité?

11.2.954 | TPE/EIVP PSI 2015

Soit A une matrice telle que A € S,,(R). Soit 'endomorphisme :

v : M,(R) — M, (R)
M — AM — MA

On définit le produit scalaire classique sur les matrices.

1. Montrer qu'il existe une famille (X,...,X,,) de vecteurs de M,1(R) propres
pour A telle que :

V(i,j) € [1,n]?, X!/X;=0sii#jet X/ X;=1sii=j.
2. Soit (M;;) telle que :
V(i j) € [Ln]?, My=XX].

Montrer que la famille des M;; est une base orthonormale de vecteurs propres
pour ¢.
3. Quel est le rang de ¢ ?

COINP PO 2022

Soit a € C* et

1 a a® a
a”l 1 a a?
A= -2 -1
a a 1 a
a® a? al! 1

1. Montrer que Sp(A) = {0,4}.
2. Montrer que A est diagonalisable.
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X MP 2013

Soit K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme
de F vérifiant fo f = 0. Montrer qu’il existe h et g des endomorphismes de E tels que
f=gohet hog=0.

11.2.957 Centrale-Supélec MP 2015

Soit m,n deux entiers naturels non nuls.
Pour une matrice 4 € M, (C), on pose A* = A" .
On dit que A vérifie la propriété (P) si, et seulement si,

3 (ZL) (AT)FA™E = 0,

k=0
1. Montrer que, si A est nilpotente d’indice p tel que 2p < m + 1, alors A vérifie la
propriété (P).
2. Déterminer les matrices réelles vérifiant (P) telles que AA* = A*A.
3. Pour XY appartenant a C", on pose (X,Y) = X'Y. Soit X , Y appartenant
4 C". En s’aidant de la fonction définie par ¢(t) = (e!*X,eY) pour tout t

appartenant a R, montrer que 'application t — e et est & coefficients polyno-
miaux.

Centrale-Supélec MP 2017
On pose E = C([0,1],R) et T de E dans E tel que :

Vfe BNz 0,1, T(f)(x) = ; (f (32“") +f<x‘2”)>.

1. Montrer que T est un endomorphisme de E et que pour tout f dans E, on a :

[T = [ ) d

2. Pour tout entier naturel d, on pose E; = Ry[X]. On note T, la bi-restriction de
T a E4. Montrer que Ty est diagonalisable, en donner les valeurs propres et les
SOus-espaces propres associés.

3. Montrer que pour tout élément f de E, la suite de fonctions (7" (f))nen converge

1
uniformément vers la fonction constante égale a / f(x)dx.
0

I1.2.959 | ENSEA/ENSIIE MP 2019

4 -4 2
Soit A=| 4 —6 4| € My(R).
—2 4 0

1. (a) Calculer A% +4A — 1213.
(b) En déduire le polyndéme minimal et le polynéme caractéristique de A.

(c) La matrice A est-elle diagonalisable? Le cas échéant, la diagonaliser.

2. Calculer A™ pour tout n € N.
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I1.2.960| Mines-Ponts MP 2019

Soit A € M,(R) telle que Tr(A) > 0, et z: R — R", telle que :

VieR, 2'(t) = Ax(t) et lim z(t) = On.

t—+00

Montrer qu’il existe une forme linéaire non nulle ¢, telle que, pour tout ¢t € R, I'on

a l(z(t)) = 0.

I1.2.961 | Centrale-Supélec MP 2022

1. Soit A = (aij)1<ij<n une matrice de M,(R) symétrique, a valeurs propres A
strictement positives. Soit ¢ : R% — R une fonction convexe.

(a) Montrer que 3~ ¢(ax) < 3 0(A)

=1

(b) Montrer que det(A4) < [] as.

2. Soit A une matrice quelconque de M, (R). Montrer que :

|det(A H Z|aw|2

On supposera par la suite que ce résultat est aussi valable dans M,,(C).

3. On note D la boule fermée de C, de rayon 1. Déterminer :

sup H |25 — 2.

(#15-,2n)ED™ 1<i<j<n

I1.2.962 | Mines-Télécom PSI 2022
Soit A = (a;;) € GL,(R). On pose A~' = (b;;). Soit encore J € M,(R) la matrice dont
tous les coeflicients valent 1.

1. Donner les coefficients de M = JA™!. Déterminer le rang de M.
2. Montrer que :

=1

det(A —J) (1 — ZZ%) det(A
7j=1

Mines-Télécom MP 2024
Soit E=(1 0 -+ 0)' € Mya(R).

1. Montrer que
{M € M,(R) | E est un vecteur propre de M}

est un sous-espace vectoriel de M,,(R) et donner sa dimension.

2. Méme question avec une autre colonne X € M, «;(R) non nulle.

261




CCINP PC 2023

Soit E' un C-espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes non nuls
de E, a et b deux complexes (a non nul) tels que :

fog—gof=af+bg.

On note ¢, 'endomorphisme de L(E) qui a u associe :

by(u) = uog—gou.

Pour les quatre premieres questions, on suppose que b = 0.
1. Montrer que Ker(f) est stable par g.
2. Montrer que pour tout n € N*, on a ¢,(f") = anf".
3. Montrer qu’il existe un entier & > 2 tel que f* = 0.
4

. Soit u 'endomorphisme induit de g sur Ker(f). Montrer que u admet un vecteur
propre et que f et g ont un vecteur propre commun.

5. On suppose que b # 0. Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

I1.2.965 | Mines-Ponts MP 2024

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et u € L(FE) nilpotente d’in-
dice r > 2.

1. Montrer qu’il existe zg € F tel que F = {xq, u(xg),...,u " (z9)} soit libre.
2. Montrer qu’il existe p € E* tel que ¢(u"*(z9)) = 1 et p(uf(xg)) = 0 pour
tout k € [0, — 2].

r—1
On pose, pour tout y € E, v(y) = p(y)zg et p=> uFovou """
k=0
3. Calculer p(z) pour € V = Vect(F), puis montrer que Ker(p) est un supplé-

mentaire de V' stable par p.

4. En déduire l'existence d'une base B de E telle que :

0 --- 0 1 0O --- 0
: 0
(NE=1|: 0 1
0

0 0

I1.2.966 | Mines-Ponts PSI 2024

Si A e M,(C), le commutant de A est défini par :
C(A)={M € M,(C) | AM = M A}.

Montrer que pour tout M € M, (C) on a dim(C(A)) > n, et chercher les cas d’égalité.
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X MP 2013

Soit t € R* et M = (exp(t|j — i|))1<ij<n- Montrer que M € S (R).

I1.2.968 | Mines-Ponts MP 2024

Soit u € L(R*) tel que son polynome caractéristique vérifie :
XU(X2) = Xu(X) - xu(X = 1).

Déterminer les sous-espaces vectoriels de R* stables par w.

I1.2.969 | Mines-Ponts MP 2019

1. Pour A, B dans M,,x,(R), montrer que rang(A + B) < rang(A) + rang(B).

k
2. Soit Vi,..., V) des matrices colonnes telles que Z V;ViT =1,.
i=1
Montrer que k£ > n.

I1.2.970| Mines-Ponts MP

Trouver les matrices M € Msy(R) telles que :

3 5
3 —
M+ 2M = (0 _12>.

I1.2.971 | Mines-Ponts MP 2025

Soit n > 1 et A, B deux matrices de M, (R) qui vérifient :
rang(AB — BA+1,) = 1.
1. On pose X = AB — BA. Montrer que :
Tr(X?) = 2Tr(ABAB) — 2Tr(A*B?).
2. En déduire que :

_ n(n—l).

Tr(ABAB) — Tr(A*B?) 5

On pourra déterminer les valeurs propres de X.

I1.2.972 | Mines-Ponts MP 2016

On considere deux matrices A, B € M,(Z) telles que :
Vk € [0,2n], det(A+kB) e {—1,1}.

1. Calculer det(A) et det(B).

2. Montrer que A~! est a coefficients entiers.
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I1.2.973 | Mines-Ponts MP 2025

Soit n € N* et A € A,(R).
1. Montrer que Sp(A) C iR.
2. Montrer que si A est inversible, alors rang(A) est pair.
3. Montrer que pour tout A € A,(R), P = (I, + A)(I, — A)~! € O,(R).
4. On considere 'application :
f o AR) — On(R)
A — (L,+ A, - A
Montrer que f est une application bijective.

5. Dans cette question on considere n = 2.
Pour A € SOy(R), trouver B € A5(R) telle que (I, + B)(I, — B)™' = A.

COINE MP 20153

Soit H la matrice dont tous les coefficients valent 1, A la matrice avec que des 1 sauf
sur la diagonale ou il n’y a que des b, ou b € R.

1. Les matrices H et A sont-elles diagonalisables ?

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de H.
3. Calculer det(A).

ENS MP 2019

Soit n € Nym > 2 et A, B € M,(R). Prenons aussi une famille (;)1<;<n+1 de réels
distincts. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) Vie[1l,n+1], det(A+t,B) =0;
i) il existe W et V, deux sous-espaces vectoriels de R", tels que A(V) C W et
B(V) c W, avec dim(W) < dim(V).

I1.2.976 | Mines-Ponts MP 2019

Soit n € N* et (z1,...,x,) € [0, 7]
On définit M,, = (m;;) € M,(R) par m;; = cos ((j — 1)z;) pour tout (i, ) € [1,n]>

On pose :
po= ][] (cos(z;) — cos(z;)).

1<i<j<n

1. Montrer que, pour tout (¢, 7) € [1,n]?, cos ((7 — 1)x;) est un polyndme en cos(z;)
dont on précisera le terme dominant.

2. Calculer det(M,,) en fonction de p;,.
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11.2.977 Centrale-Supélec PC 2019

On considere une matrice A = (a;j)o<ij<n de M,4+1(R) ainsi q'un vecteur colonne
B = (bi)Ogign de M(n+1)X1(R).
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation AX = B,
d’inconnue X € My, 1)x1(R), admette une unique solution.

2. On suppose que cette condition est vérifiée et on note X = (z;)o<icn, 'unique
solution de cette équation. Montrer alors 1’égalité

det(Ao)
To= T\
det(A)
ou Ay est la matrice obtenue en remplacant la premiere colonne de A par B.
3. On pose ag = 1 et by = 0. On considére un élément (ay,...,a,) de R™. On se
donne des entiers by, . .., b, strictement positifs et tous distincts. On suppose qu’il

existe un polynome P tel que :
(1 — Z CLkka

Exprimer P(1) en fonction des by seulement.

I1.2.978 | Mines-Télécom MP 2021

1. Soit K le corps réels ou des complexes, et A € M,,(K). Donner la définition d’une
valeur propre de A et du polynoéme caractéristique de A. Quel est le lien entre
ces deux notions ? La matrice A admet-elle toujours une valeur propre ?

2. Soit A une valeur propre de A. Soit P un polynéme annulateur de A. Que peut-on
dire de P(\)? Justifier.

3. Soit A € M, (R) telle que A% + A + I, = 0. Que peut-on dire des valeurs propres
réelles de A? Et des valeurs propres complexes ?

I1.2.979 | Mines-Télécom MPI 2023

Soit E un espace vectoriel réel et u € L(E) tel que Sp(u) = {A1,..., A} avec les g
deux a deux distincts, et

p
= 11w

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que u soit diagonalisable.
Prouver-le.

2. Existe-t-il dans R” un endomorphisme u tel que (X — 1)(X? + 1) annule u
et Tr(u) =07

3. Soit u un endomorphisme de R tel que (X — 1)(X? + 1) annule u. Détermi-
ner det(u).
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I1.2.980| Mines-Télécom MP 2022

Soit n € N* et X € M, (R) telle que XXX = —1,,.
1. Montrer que X est symétrique.

2. Déterminer X.

CCINP MP 2024

Soit A € M, (C) inversible.

1. Soit P € C[X] annulateur de A% (de degré p € N*) et Ay,..., ), les racines de
P comptées avec leur multiplicité. On pose Q(X) = P(X?). Que peut-on dire
de Q7 Exprimer ) sous forme d’'un produit d’irréductibles.

2. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A2 est diagonalisable.

3. Soit M = 21 é) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A est
diagonalisable.

CCINP MP 2016

Soit a € R%, E = C([0,a],R) et F = {f € E | f de classe C?, f(0) = f(a) = 0}.
1. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit
D : F — F
f |_> f//

Déterminer Ker(D) et Im(D).

I11.2.983 | X MP 2015

Soit A € M, (C). Montrer que son polynéme caractéristique est égal a son polynéme
minimal si et seulement s’il existe un vecteur x € C" tel que {z, Az, A%x,... A" 1z}
soit une base de C".

X MP 2015

Soit k € N* et py le nombre de partitions de {1,2,..., k}. Exprimer, en fonction des py,
le nombre de classes de similitude d’endomorphismes de C™ de polyndéme caractéris-
tique P fixé.

I1.2.985 | CCINP PSI 2019

1. Soit M € M,(C). On note Ay, ..., A\, ses valeurs propres complexes. Montrer que
Tr(M?) = 30 AL
2. On suppose n = 3. Soit

11 --- 11
1 0 --- 01
A=1: tot] € Myu(C).
1 0 --- 01
11 --- 11

Déterminer les valeurs propres et le noyau de A.
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I1.2.986 | Mines-Télécom PSI 2019

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension finie impaire qui
vérifie u® + v = 0. L’endomorphisme u est-il bijectif ?

I1.2.987 | Mines-Ponts MP 2016

Soit A € O,(R), telle que 1 n’est pas valeur propre de A.

. 1 m
1. Etudier la convergence de la suite ( Z Ak> .
m+ 1 k=0 meN

2. Etudier la convergence de la suite (A™)en-

I1.2.988 | Mines-Télécom MP 2017

Soit E un espace vectoriel quelconque et p un endomorphisme de E tel que pop = p.
Démontrer que Ker(p) @ Im(p) = E. Qu’en déduit-on pour p?

I1.2.989 | Mines-Ponts MP 2018

1. Soit A, B,C, D € M,(R). On suppose que A et C' commutent. Montrer que :

A B

det (C D) =det(AD — BC).

2. Soit M, N € M,(R) deux matrices qui commutent. Montrer I’équivalence sui-
vante :

Ker(M)NnKer(N) ={0} < Im(M)+Im(N)=R".

I1.2.990 | Mines-Télécom PSI 2019

Soit A € M,(R) telle que :

1 sii#j
0 sii=j

v(i, ) € [1,n]?, %:{

Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

X ESPCI 2013

Soit A € M, (R) telle que, pour tout X € M,»;(R), XTAX = 0.
Montrer que Tr(A) = 0, que det(A) > 0, et que det(A) = 0 si n est impair.

I1.2.992 | Mines-Ponts PSI 2014

Soit a,b € R et M(a,b) € M,(R) tridiagonale définie comme suit :
e mi;=a+b
* Myit1 = ab
* Mit14 = 1

Calculer det(M (a,b)).
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CCINP MP 2016

On considere un C-espace vectoriel E. Un endomorphisme uw de E est nilpotent s’il
existe k € N* tel que uF~! # 0 et ©* = 0. Soit v un endomorphisme nilpotent de E.

1. Montrer que x,(X) = X".

2. Soit v un automorphisme de £ commutant avec u. On définit f = u+v. Montrer
que Sp(f) = Sp(v).

3. Montrer que w = v~

4. En déduire que det(f) = det(v).

Lo u est nilpotent.

I11.2.994 | Mines-Télécom MP 2017

Soit M € M, (R) tridiagonale définie comme suit :
e tous les éléments au-dessus de la diagonale sont égaux a un réel a;
e ceux au-dessous de la diagonale sont égaux a un réel b;

« sur la diagonale on trouve les réels rq,...,r,.

Calculer det(M).

11.2.995 | Mines-Ponts PC 2019
Soit a et b deux réels. Pour tout n € N*, on note M(a, b) la matrice de M, (R) dont les
coefficients diagonaux valent a et les autres b. Calculer det(M (a,b)).

X MP 2022

Soit X un ensemble, soit fi,..., fn et g1,..., g, des fonctions de X dans R, telles que :

Vay, .., x, € X, det ((fi(7)))1<ij<n) = det ((9i(75))1<ij<n) -

Que peut-on dire sur f et g7

CCINP MP 2025

Soit £ = R,[X]| muni du produit scalaire suivant :

(P.Q) = [ POQ® .

1. Soit @ tel que :
1
VeeR, Q(z)= / (x + t)"P(t) dt.
0
Montrer que ) € F.
On note u lapplication définie par u(P) = Q.
2. Montrer que u € L(F), puis que u est bijective.

3. Pour tous 4,5 € {0,...,n}, i # j, calculer (X’ u(X”)). Que peut-on en déduire
concernant u?

4. Montrer qu'’il existe une base orthonormale (P, P, ..., P,) de E dans laquelle
on exprimera u(Py).

5. Exprimer la trace de u en utilisant les Pj.

6. En déduire la trace de w.
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CCINP MP 2015

Soit A € My, +1(R) dont I'endomorphisme canonique a vérifie :
aler) =eg+exp1 et Vie[2,2n+1], ale) =ei1+e.

Déterminer le polyndéme caractéristique de A.
Montrer que A est inversible.

Ecrire A~! sous la forme d'un polynéme en A.

Ll

Déterminer les valeurs propres complexes de A.

2n
Calculer E) Cos <2nki 1) .

I11.2.999 | ENSAM PSI 2015

a b b
Soit A=|[b a b| avec a et b complexes.
b b a

1. Etudier la diagonalisabilité de A.

2. Déterminer ses sous-espaces propres.

I11.2.1000| Mines-Ponts MP 2013

Pour ay, ..., a, dans R” muni du produit scalaire (-, -) et de sa norme associée |-||, on
définit :

Glay, ..., ap) = det (({ai, a;)),; ;2,) -
Montrer que cette quantité est positive, qu’elle est nulle si et seulement si la famille
{ai}1<i<p est liée, et enfin montrer que l'on a :

Glas,- - ap) < laa]l* - flay|*.

I11.2.1001 | Mines-Ponts MP 2013

Soit A, B € M, (C).

1. On suppose que pour toute matrice M € M, (C), on a I'égalité polynomiale :
det(AM + B — XI,) = det(AM — X1I,,).

(a) Montrer que B est nilpotente.

(b) Montrer que, pour tout M € M,(C) on a Tr(AMB) = 0, et en déduire
que BA = 0.

2. Réciproquement, on suppose que B est nilpotente et que BA = 0. Montrer que
pour toute matrice M € M, (C), les polynémes caractéristiques de AM + B et
de AM sont égaux.

I1.2.1002 | Mines-Télécom MP 2016

Enoncer et démontrer le théoréme du rang.
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I11.2.1003 | x MP 2013

Soit A € M,,(C) non inversible.
1. Montrer que dim(Ker(A?)) < 2dim(Ker(A)).
2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) dim(Ker(A?)) = 2dim(Ker(A4));
ii) Ker(A) C Im(A);
iii) A(Ker(A?)) = Ker(A);
)

o ()2 )

I11.2.1004 | Mines-Télécom MP 2017

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et soit u € L(E) tel que u® + u = 0.
1. Montrer que Im(u) est stable par w.

2. Soit v 'endomorphisme induit par w sur Im(u). Montrer que v est un isomor-

phisme et déterminer v=1.

3. En déduire que le rang de u est pair.

11.2.1005 | X ESPCI 2015
Soit A € My(R) telle qu'’il existe n > 0 tel que A?" soit égal & I,.
Montrer que A? = I, ou qu’il existe un entier naturel % tel que A% = L,

I11.2.1006 | CCINP PC 2014

Soit f 'endomorphisme de R[X| défini par :
f(P)=P(X+1) - P(X).

1. On considére f3 'endomorphisme de R3[X] défini par fs(P) = f(P). Ecrire la
matrice de f3 dans la base canonique.

2. Soit P € Ker(f).
(a) Montrer que pour tout n € N, P(n) = P(0).
(b) En déduire que R(X) = P(X) — P(0) est constamment nul.
(¢) En déduire le noyau de f.

3. On considere I'endomorphisme de R,,[X] défini par f,(P) = f(P).

(a) Calculer le noyau et 'image de f,,.

(b) En déduire que f, est surjective.
4. Trouver 'ensemble des polynomes P tels que P(X +1) — P(X) = X2
5. Soit H = {P € R[X]| f, P(t)dt = 0}.

(a) Montrer que H est un hyperplan de R[X].

(b) Déterminer un supplémentaire de H dans R[X].
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I1.2.1007 | Mines-Ponts MP 2023

Soit A € A, (R).
1. Montrer qu’il existe O € O,(R) telle que

(00
a=o(§ 8o

ou B est une matrice antisymétrique réelle inversible.

2. En déduire que le rang de A est pair.

X PC 2025
Soit A € STT(R) et B € A,(R).
Montrer que AB est diagonalisable dans M,,(C).

I1.2.1009 | Centrale-Supélec PC 2019

1. Montrer que toute matrice de M,(C) est la limite d’une suite de matrices diago-
nalisables.

2. Pour toute matrice A de M,(C), prouver I'égalité xa(A) = 0.

I1.2.1010| Mines-Télécom MP 2019

1. Soit n € N*, M € M,,(C) et m le polynéme minimal de M, de degré d.
Montrer que pour tout k € N, M* € Cy_1[M], ou

Cy1[M] = {P(M) | P € C[X], deg(P) < d—1}.

2. En déduire exp(M).

X BSPCI 2013

0 t t2
SoitteR*et A=|1 0 t

1 1

z 1 0

Calculer A™.

X MP 2017

Soit (a;)1<i<n €t (b;)1<j<n appartenant a C". Calculer, sous réserve d’existence et sans

1
utiliser de récurrence, le déterminant de la matrice M = ( 2 )
; — J 1<i,5<n

7

11.2.1013 | ENSEA/ENSIIE PSI 2021

-1 m m
SoitmeRet A, = 1 -1 0 | e M;R).
-1 0 -1
La matrice A,, est-elle diagonalisable ?
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11.2.1014 | CCINP MP 2016

Soit n € N*.
1. Soit A, B € M,(R). Que penser de I'information :

AB=0 = A=00uB =07

2. Soit A € M, (R) telle que A(A —1,)* = 0.
(a) Montrer que Tr(A) € N.
(b) Déterminer A dans le cas ou Tr(A) = 0.

(c) La matrice A est-elle forcément diagonalisable ?

I11.2.1015| CCINP MP 2018

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E).

1. On suppose que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E stables par u et que
E =F&G. Onnote v = ulp et w = u|g. Si f est un endomorphisme, 7y désigne
son polyndéme minimal.

(a) i Justifier que x, et x,, divisent y,,.
ii. Justifier que 7, et m, divisent m,.
(b) Montrer que m, = ppcm(m,, Ty,).
2. Soit P € K[X]. Montrer que :

P(u) €e GL(F) <— PAm, =1

11.2.1016 | CCINP PSI 2025

Soit A € M, (R) telle que A commute avec A*.
1. Montrer que Ker(A) = Ker(A').

2. Montrer que Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires orthogonaux.

X MP 2019

Résoudre dans M;3(R) I'équation suivante :

w

X? =

S O =
O = N
S O

NS MP 2018

Soit n > 1, A€ SL,(C) et Z(A) son centralisateur défini par :
Z(A)={M € SL,(C) | MA = AM}.

Montrer que Z(A) est infini.

X MP 2019

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. On note
pour k € N, dj, = dim(Ker(u*)).
Montrer que la suite (di)ren est concave, i.e. la suite (dpr1 — d)ken est décroissante.
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ENS MP 2019

2
Exhiber une famille libre d’éléments de M,,(R) commutative, et de cardinal {ZJ + 1.

11.2.1021| CCINP PC 2013

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit u© un endomorphisme de E de
rang 1. Montrer qu’il existe A € R tel que u? = \u.

X MP 2017

Soit S € S,(R). On appelle support de S et on note s(S) le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres associés a des valeurs propres non nulles.

1. Montrer qu'il existe ST et S~ dans S,(R) a supports orthogonaux telles que
S=58"-5".
2. Montrer Pexistence et 'unicité de C' € S (R) telle que C? = STS = 52
Montrer que C' = ST+ 5~.
On notera alors C' = |S].
Indication : pour I'unicité, on montrera que C' et S? commutent.
3. Soit E={S € SF(R) | Tr(S) = 1}.
(a) Dans le cas n = 2, montrer que S € E si et seulement s’il existe a,b € R

L{l+a b
2 2< — _
tels que a® +b° < 1let S 2( b 1—a>'

(b) Dans ce cas, que devient dist(S,7) pour T' € E?
Donner une interprétation (en remarquant que E s’identifie au disque unité
dans R?).

4. Dans le cas général, montrer que :

dist(S,T) = , nax Tr(R(T - S)).
projecteur
orthogonal

11.2.1023 | CCINP MP 2018

Soit E' un espace euclidien. On dit que f est un endomorphisme antisymétrique de E
Si:

V(z,y) € B, (f(x),y) = —(z, f(y)).
1. Que dire de f?? Montrer que (f?(x),z) <0 et que (f(z),z) = 0.
2. Que dire de A, matrice de f dans une base orthonormée ?

3. Calculer det(A”) de deux manicres différentes. En déduire que si f est inversible,
alors dim(E) est paire.

4. Montrer que les valeurs propres de f2 sont réelles et négatives.

I11.2.1024 | Mines-Télécom MP 2024

Soit A € M,(R).
1. Donner la définition de exp(A).
2. Soit A € A,(R). Montrer que exp(4) € SO, (R).
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I1.2.1025 | Centrale-Supélec MP 2024

Soit p € N*. On note £ = M,(K), ot K=R ou K = C. On pose :
P
VAeE, Al = gg;g;ml-

1. (a) Montrer que ||| est une norme d’algebre sur F.
(b) Donner la définition de e? ainsi que le type de convergence.
(c) Montrer qu’on a alors [e?| < ell4l.

2. Montrer que :
VA, B € E,Vn e N* ||[A" - B"|| <nK"'|A-B|,

ot K = max([|All, || B]))-

3. Etudier I'existence de :

. A B\\"
lim (exp () exp ()) .
n—-+00 n n

Si cette limite existe, calculer-la.

X MP 2013

Soit V' un espace vectoriel et s € L(V) tel que rang(ld — s) = 1.
1. Donner une expression simple de s.

2. Soit G un sous-groupe de GL(V) contenant s et tel que les seuls sous-espaces
vectoriels de V' stables par tous les éléments de G sont {0} et V. Montrer que
I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec tous les éléments de G est
constitué des homothéties de V.

I11.2.1027 | Mines-Ponts MP 2019

On note £ = C*°((R",R) et E* son dual.

On définit D = {d € E* | V(f,g) € E?, d(fg) = f(0)d(g) + g(0)d(f)}.
1. Montrer que D est un sous-espace vectoriel de E* non réduit a {0}.
2. Montrer que a € R™ +— dg[-](a) est injective sachant que dy[-](a) : f — dof(a).
3. Donner une base de D.

Indication : on pourra utiliser la relation fondamentale de ’analyse pour I'appli-
cation t — f(tx).

Comp wp 2022
Soit
u : M(R) — M, (R)
X — -X+Tr(X),

1. Déterminer un polynéme de degré 2 annulateur de u.

2. En déduire que u est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses sous-
espaces propres.
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I1.2.1029 | X-ENS Cachan PSI 2021

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit x4, ..., x; € E tels que pour tous i # j,
(x;, xj) < 0. Montrer que k ne peut pas étre trop grand et déterminer cette limite.

11.2.1030| CCINP MP 2018

Soit A = G 1) € Ms(R).

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. (a) Donner les éléments propres de A et leur sous-espace propre associé.
(b) Déterminer I'ensemble des solutions de 'équation X2 + X = A.

BNS PO 2024

Soit A € M, (R) telle que A% = AT.
1. Quelles sont les valeurs propres possibles pour A7

2. Donner un exemple d’une telle matrice A avec toutes les valeurs propres trouvées
en 1.

I1.2.1032 | Mines-Ponts MP 2022

Soit E' = C*(R,R) et

F={peL(ER)|V(fg)ecE o(fg) = f0)p(g) +g(0)e(f)}.

Montrer que F' est un espace vectoriel de dimension 1.

I1.2.1033 | Centrale Supélec MP 2021

Soit n et p des entiers naturels non nuls. Pour m € N*, on munit R™ du produit scalaire
canonique : pour X et Y dans R™ notés X = (2;)1<i<m €t Y = (¥i)1<i<m,

(X,Y)=X"Y =)z,
i=1
Soit A € M, ,(R).
1. Montrer que Ker(A) = Ker(AT A) et en déduire que rang(A) = rang(AT A).
On note r ce rang commun.

2. Montrer l'existence de {yi, ...,y } systéme orthonormé de R? et D matrice dia-
gonale d’ordre r a coefficients strictement positifs vérifiant :

YTATAY = D avec Y = (1] - - - |y»)-

3. Montrer l'existence de réels positifs (a;)i<i<r tels que la famille (a; Ay;)1<i<r SOit
orthonormée.

On pose, pour i dans {1,2,...,7}, x; = o;Ay; et X = (zq] - |z,).
4. Montrer I'existence de A diagonale d’ordre r vérifiant A = XAY7T.
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I1.2.1034 | Mines-Télécom MP 2024
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. On définit f : z + (x,a)b, ou (a,b) € E2.
Les espaces vectoriels Ker(f) et Im(f) sont-ils supplémentaires ?

[11.2.1035 ] x mp

Soit F un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique de E. On pose :

f i EFE — R
r o lu@)])? = (u(z), z)?

1. La fonction f est-elle minorée ?

2. A quelle condition la fonction f est-elle majorée ? Calculer alors son supremum.

I1.2.1036 | ENS Cachan/Rennes MP 2018

Soit E = C([0, 1], R).
On définit :

1
V(f.9) € B {fig)= [ F@)g(x)da.
1. Montrer que pour tout h € E :

1
h=>=0 et/h(x)dx:() — h=0.
0

2. Montrer que (F, (-, -)) est un espace préhilbertien réel.

Soit @ €]0,1[, p € R et
¢ F — R
f — /xpf(x)dx
0

3. Montrer que ¢ est une forme linéaire continue, et déterminer sa norme triple

llell = sup [£(f)].
I1£1=1

4. Montrer qu’il n’existe pas de g € F tel que, pour tout f € E, (g, f) = £(f).
Soit = C'([0,1],R), h € F et

g] F — R
o /Oh(x)f(x)dx

5. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur h pour qu’il existe g € F tel
que pour tout f € F, £1(f) = (g, f).

Soit le produit scalaire défini sur F' par :

(f,9n = /Ol(f(x)g(x) + f(x)d (z)) dz.

6. L’ensemble F' est-il fermé au sens de la norme dérivant de ce produit scalaire ?
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I1.2.1037 | Mines-Télécom MP 2021

Soit (ax)ren une suite strictement croissante de réels. On définit pour tout k € N :

Ly : RX] — R
P — P(ak)

1. Montrer que, pour tout £ € N, L est une forme linéaire.

2. Déterminer le rang de (Ly)o<k<n-

11.2.1038 Centrale-Supélec PSI 2016

Soit A € M,(R) et B4 ={M € M,(R) | AMA = 0}.
1. On suppose que A est diagonalisable.

(a) Montrer que la dimension de E 4 est égale a celle de Ep ou D est a préciser.
(b) Déterminer dim(F4) en fonction du rang de A.

2. Montrer que la relation précédente est aussi vraie sans I’hypothése de diagonali-
sabilité.

Centrale-Supélec PC 2016
Soit n € N* et A € M,(R) telle que A*> = A. Soit g 'endomorphisme de M, (R) défini
par :

g(M) =AM + MA.

Déterminer la trace de g.

X ESPCI 2016

Soit £ un K-espace vectoriel, F, G deux sous-espaces vectoriels de E, non égaux a E.
Montrer que I'on ne peut pas avoir £ = F UG.

11.2.1041 Centrale-Supélec PC 2022

On munit M,x;(R) de son produit scalaire usuel, défini par (X,Y) = X7Y. On note
B, T'ensemble des matrices A de M, (R) telles que AT = A%

1 0
Pour le reste de I'exercice, on fixe un élément A de B,,.
Simplifier A* — A.

Montrer que A3 est une matrice de projection.

1. On pose J = (0 ) Déterminer By N Vect({I2, J}).

Vérifier que A3 est symétrique.
Prouver les égalités Ker(A?) = Ker(A) et Im(A3%) = Im(A).

Etant donné un sous-espace vectoriel F' de M,«1(R) stable par A, montrer que F'-*
est stable par A.

A

X BSPOI 2015

Soit M € OF (R). Montrer que M admet 1 pour valeur propre.
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I11.2.1043 | Mines-Télécom MP 2016

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit F' le sous-espace vectoriel
de R* défini par le systéme :

r+y+z+t=0
r—y+z2—t=0

1. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'.
2. Soit P(1,1,3,3). Déterminer dist(P, F').

I11.2.1044 | Centrale-Supélec MP 2017

On note £ lensemble des fonctions f : [0,1] — R telles qu’il existe n € N* et
ai,as, . .., a, subdivision de [0, 1] tels que pour tout 7 € [0,n—1], il existe (m;, p;) € R?
tel que pour tout x € [a;, a; 1], f(x) = mz + p;.

1. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de C(]0, 1], R).

2. Pour a € [0,1], on note f, :  — |z — a|. Montrer que la famille (fq)acpo1] est
libre.

3. Déterminer une base de €.

X-ENS

Soit A, B € S,(R).
1. Montrer que Tr(exp(A)exp(B)) > 0.

2. Montrer que Tr(exp(A + B)) < Tr(exp(A) exp(B)).
Etudier le cas d’égalité.

BNS PO 2024

Soit A € M,(R) telle que A3 = 0.

1. Montrer qu’il existe une unique matrice X qui satisfait I’équation
X+AX + XA*= A,

2. Exprimer X en fonction de A.

ENS PO 2024

Soit M € S, (R). On note sy, ..., s, ses valeurs propres. Pour p € {1,2}, on pose :

1
" P
non = (3lsr)"
i=1
1. Montrer que N, est une norme.
Indication : montrer que I'application (A, B) — Tr(AB) est un produit scalaire
(sur I'espace vectoriel des matrices symétriques).

2. On cherche a montrer que N; est une norme.
(a) Montrer que Ny(M) = sup{|Tr(MU)| | U € O,(R)}.
(b) Conclure.
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ENS PC 2024

Soit A € M,,(R) une matrice a coefficients dans {0, 1}. Supposons A inversible. Combien
au maximum est-ce que A peut avoir de coefficients égaux a 17

ENS PC 2024

Soit A € M, (C). On suppose qu'il existe un entier m > 1 tel que A™ est diagonalisable.
Montrer que A™*! est diagonalisable.

ENS PC 2024

3
Soit Ay = < ) € My(R) et A, 11 = 2A, — A2 pour tout n > 0.

4
1
2

Calculer lim
n—-+oo

[11.2.1051] x mp

Soit S" € S;F(R). On note " = (si) (i,j)ep,n]2-

1. Montrer que :

H Sii 2 det(S')
i=1
2. Soit A€ ST (R) et « € R%. On pose S = {M € S+ (R) | det(M) > a}.
Montrer que :

é‘ég Tr(AS) =n(adet(A))" .

ENS PC 2024

Soit @ un endomorphisme autoadjoint et u un vecteur non nul.
On pose V = Vect({a"(u) | k € N}).
Montrer que les valeurs propres de la restriction de a a V' sont simples.

BNS PG 2024
10 01
[2—<0 1) et A_<1 o)

deux matrices réelles.

Soit
1. Soit t € R. Calculer : N
u(t) = tim (B+-4)
n

n—-+00

2. Montrer que {M (t) | t € R} est un groupe.

BNS PO 2024

Soit A € M,(R).
1. On suppose que det(A + B) = det(A) + det(B) pour tout B € M,(R).
Montrer que A = 0.
2. Méme question pour Tr((A + B)?) = (Tr(A + B))>.
3. Que dire de A si pour tout P € R[X], Tr(P(A)) = P(Tr(A))?
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Mines

Soit K un corps et M € M, (K) de rang 1.
Montrer que pour tout A € M, (K), Tr(AM) = 0 si et seulement si M AM = 0.

X MP 2019
Soit A € Ms(R). On pose C(A) = {P7'AP | P € GLy(R)} sa classe de conjugaison.
Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si C(A) est connexe par arcs.

Centrale MP

Soit A € My(C). On pose

A) = A
pA) = max |

wn = /| Te(Am)).

1. On suppose que Sp(A) est un singleton. Montrer que la suite (u,),en+ converge
vers p(A).

et pour tout n € N* soit

2. Donner un exemple de matrice de My(C) telle que la suite (uy,)nen+ ne converge
pas.

3. Soit z € C de module 1.

(a) Montrer que la suite (2™),eny admet 1 comme valeur d’adhérence.
(b) Montrer que p(A) est une valeur d’adhérence de la suite (u,)nen+-

I1.2.1058 | CCINP MPI 2023

Soit (E,||-||) un espace euclidien et f € L(E) symétrique.
1. Montrer que :
(a) f €S, (R) < Sp(f) CR:
(b) fe ST (R) < Sp(f) C Ry
2. Soit f symétrique positif. Montrer qu’il existe un endomorphisme g symétrique
et positif tel que f = ¢%. Que dire si f est défini positif ?

3. Soit f défini positif et g positif. Montrer que f o g est diagonalisable.

I1.2.1059 | CCINP PSI 2025

Soit A € M3(R) telle que A% + AT = I3 et Tr(A) = 0.
Que dire de A?

Mines-Ponts
Soit A € SH(R) et O € O,(R).
Montrer que Tr(AO) < Tr(A).

I1.2.1061 | Mines-Télécom MP 2025

Soit A, B € S;/(R). Montrer que :

0 < Tr(AB) < Tr(A)Tr(B).
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I1.2.1062 | Mines-Télécom PSI 2025

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien et (ey,...,e,) une base orthonormée de FE.

1. Montrer que si f € L(F), alors
Tr(f) = > _(f(ex), ).
k=1
2. Soit f et g deux endomorphismes symétriques positifs de E. Montrer que :

0 < Tr(fog) < Tr(f)Tr(g).

3. On suppose de plus que f est définie positive. Trouver tous les endomorphismes
symétriques positifs g de F tels que :

Tr(f og) =Tr(f)Tr(g).

I1.2.1063 | Centrale

Soit A € M,(C) et L, I'endomorphisme de M, (C) défini par Ls(M) = AM.
Calculer det(Ly).

I11.2.1064 | Mines-Ponts MP 2013

Soit F un espace euclidien et v € L(E). On suppose que les valeurs propres de u + u*
sont positives. Comparer Ker(u) et Ker(u*).

I1.2.1065 | Centrale PC 2025
Trouver les matrices A € M, (R) telles que AT A% = A et Tr(A) = n.

I1.2.1066 | X-ENS

1<i,gsn’

Soit P € C,,[X]| unitaire de racines Ay, ..., \,. On rappelle que :

AP = TT -2

1<i<j<n

1. Montrer que A(xa) = det(Hy,).

2. On assimile C" a C,,_1[X] par la base canonique.
Montrer que Ker(Hy) ={P € C,_1[X] | P(A) =0, VA € Sp(A)}.

I1.2.1067 | CCINP PC 2013
Soit a € R et

S = = g
IS e S
L = = Q
L~ = Q

1. Quel est le rang de M 7
2. Déterminer les valeurs propres de M.

3. Donner une condition suffisante sur a pour que M soit diagonalisable.
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I1.2.1068 | Centrale
Soit u € L(R3") tel que rang(u?) = n et u® = 0.
Calculer dim(com(u)).

I1.2.1069 | Mines

Soit n > 2 entier et H € M, (R) vérifiant rang(H) = 1.
Trouver tous les A réels tels que I, + AH est inversible, puis le cas échéant donner
I’expression de son inverse.

I1.2.1070| ENS PC 2025

Soit M,N € M,(R) avec rang(M) = k et rang(N) = (. Quelles sont les valeurs
possibles pour rang(MN) ?

11.2.1071 | ENS PC 2025
Soit M, N € M,(C) deux matrices non nulles telles que :

M?=N? e MN+NM = L.

Montrer qu’il existe une matrice inversible A telle que :

(0 1) {00\,
w=a(y d)at e x=a(] f)a

11.2.1072| ENS PC 2025
Montrer que pour tous M, N € M(R) on a :

MN + NM — Te(M)N — Tre(N)M + (Te(N)Te(M) — Te(NM))I, = 0.

I1.2.1073 | ENS PC 2025

Soit A, B € M, (R) symétriques telles que Sp:(A) N Spe(B) = 0.
Montrer que l'application M — AM — M B est un automorphisme de M,(R).

ENS PC 2025

Soit A € S4(R) de rang 2 et dont le polynéme minimal est 7(X) = X(X —1)(X +1).
Soit B € S4(R). Montrer que

inf [|P(A) — Bl

PER[X]

est atteint pour un polynéme Py; € Ro[X] dont on pourra expliciter les coefficients en
fonction de Tr(B), Tr(AB) et Tr(A%B).

I1.2.1075 | ENS PC 2025
Soit n > 2 entier et P € R,[X] tel que pour toute matrice A € M,(R), P(A) est
inversible. Montrer que P est constant.
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ENS PC 2025

Soit D une matrice diagonale réelle et E la matrice réelle contenant un 1 en haut a
droite et des 0 partout ailleurs.

1. Calculer a, € R tel que (D + E)" = D"+ a,FE.

2. Déterminer un équivalent de a,, quand n — +oo0.

ENS PG 2025

Soit f une fonction de R dans R qui tend vers 0 en 400 et en —oo, telle que la famille
{f,g:x— flx+1),h:x— f(x+2)} est liée. Montrer que f est nulle.

ENS PC 2025

Trouver 'ensemble des matrices A € My(R) telles qu'il existe un vecteur z € R? tel
que lim [|A"z| = +o0.
n——+oo

ENS PC 2025

Soit m > 2 un nombre entier.
1. Soit B € M,(R) telle que :

B*=mB, Tr(B)=0.

Montrer que B = 0.
2. Soit Ay, ..., A, des matrices différentes, inversibles de M, (R) telles que :

V0, k) € [Lm]?, AjAp € {As, ..., An}.

On suppose que :
Tr(A;+ -+ Ap) =0.

Montrer que :
A +---+A,=0.

ENS PG 2025

Soit p et g deux projecteurs orthogonaux.
1. Montrer que s’ils commutent, alors pq est aussi un projecteur orthogonal.
2. Montrer que dans tous les cas, les valeurs propres de pg sont réelles et dans [0, 1].

3. Soit A € [0, 1]. Déterminer deux projecteurs orthogonaux tels que A soit valeur
propre de pq.

Centrale

Soit u € L(R™) et H un hyperplan affine avec 0 ¢ H. On suppose que u(H) C H.
Montrer que 1 est valeur propre de wu.
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NS MP 2025

Soit A € M,,,(R) avec n > p. Soit b € R™. On considere la propriété

(P) : Trouver x € R? tel que ||Azx —b|| = mIiRnHAy —b|.
YyERP

1. Donner I'ensemble S(py des solutions de (P).

2. Montrer qu'’il existe un unique 7 € S(py de norme minimale, c’est-a-dire

e iuf el
Ill =, duf Nl

3. Bonus : montrer que x € RP est solution de (P) si et seulement si AT Az = ATb
et que Ker(ATA) = Ker(A).

ENS PG 2025

1. Soit ABC un triangle non dégénéré dans le plan. On suppose que ACT est aigu.

Montrer que :
AC? + BC? > AB.

2. Soit €1, €9, e5 € R3. On définit les demi-droites ly, I3, I3 C R? comme suit :
L = {t61 | t e Rj_}, Iy = {t62 | t e Rj_}, I3 = {teg | t e Ri}

On suppose que ey, ey, e3 sont deux a deux orthogonaux. Montrer que pour tout
Al € ll, A2 € lg, Ag € lg le triangle A1A2A3 est aigu.

3. Avec les notations de la question précédente, on suppose que pour tout A; € [y,
Ay € 1y, Az € I3 le triangle A; A5 A3 est aigu. Montrer que eq, eo, e sont deux a
deux orthogonaux.

ENS PG 2025

Soit Aj,..., A, appartenant & M, (R). Montrer qu’il existe &1, ...,&, appartenant a
{—1,1} tels que :

Tr((e1 Ay 4 -+ emAn)?) = Tr(AD) 4 - - + Tr(A2).

ENS PC 2025

Soit A, B € M, (R). On définit [A, B] = AB — BA, fo(A, B) = B et pour tout k € N,
fk:-l—l(Aa B) = [A7 fk<A7B)]

1. Montrer qu’il est possible d’écrire

k
fk(A, B) = Z CkJ‘AjBAk_j

J=0

et calculer les ¢, ;.

2. Si A€ S,(R), on note ||Al| = max{|A| | A € Sp(A)}. A quelle condition sur || A
a-t-on que pour tout B € M,(R), fx(A, B) — 0 quand k — +o00?

1

3. Trouver un contre-exemple si [|A[| = 3.
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ENS PC 2025

Soit A € M,(R) symétrique et \; < --- < A, ses valeurs propres. On considere des
matrices de la forme :

avec t € R" et a € R. Soit p1 < A\j < g < Ag < -+ < A\ < Uns1- Le but de 'exercice
est de montrer qu’il existe x, a tels que pq, ..., 1,11 soient les valeurs propres de M.

ENS PC 2025

Déterminer une famille de polynémes P de taille minimale telle qu’aucun d’entre eux
n’est un mondme, et pour tout matrice A € GL,(R), il existe un polyndéme P, dans
cette famille tel que Py(A) est inversible.

ENS PO 2024

Soit A(t) et B(t) des matrices symétriques définies positives dont les coefficients sont
de classe C'.

1. Montrer que si < A(t) = B(t)A(t), alors :

;t det(A(t)) = det(A(1))Tr(B(L)).

2. Montrer que si S A(t) = B(t)A(t) + A(t)B(t), alors :

2min{\ € Sp(B)}Tr(A(t)) < :;tTr(A(t)) < 2max{\ € Sp(B)}Tr(A(t)).

ENS PO 2025

Quelles sont les valeurs de v > 0 telles que pour tout p € N*, il existe une famille
de vecteurs (Xp)repp € (R™)P telle que | Xi|| = ok et || X; — Xj|| = |i — j| pour

——
Soit (A, B) € S,(R)2 On dit que A > Bsi A— B € S (R). On note ® : A+ AT A.
Montrer que pour tous (4, B) € S,(R)? et A € [0,1] :

DA+ (1 — N)B) < B(A) + (1 — A)B(B).

I1.2.1091 | Mines-Ponts PC 2025

Trouver les sous-espaces vectoriels de C[X] stables par dérivation.

[11.2.1092] x

Soit Ay, ..., Ax € M,(R) vérifiant :

A4+ -+ A, =1, et VI<i<k, A=A,

(2

Montrer que :
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I11.2.1093 | x MP

Soit A une R-algebre et ¢ : A — R un morphisme d’algebres. On appelle ¢-dérivation
de A toute forme linéaire § sur A qui vérifie :

Y(a,b) € A%, 6(ab) = ¢(a)d(b) + ¢ (b)d(a).

Déterminer tous les morphismes d’algebres ¢ : R[X]| — R, puis toutes les ¢-dérivations
de R[X].

BNS PO 2025

Pour A € M,,(R), on définit E4 = {AM | M € M,(R)}. Que vaut dim(E4)?

Mines

Soit A € M, (R). Si x est un vecteur propre de A, montrer que = est aussi un vecteur
propre de (com(A))7.

Mines-Ponts MP 2022
Soit
D : R[X] — R[X]
P +— P

Montrer que D n’est pas un carré dans L(R[X]).

ENS PG 2025

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension 4 de C'(R,R).

1. On suppose que :
E = Vect(e”) + Vect(e ™) + G ou G C L™®(R,,R) et GN L*(R,,R) = {0}.
Montrer que E N L*(R,R) = {0}.
2. On suppose de plus la propriété suivante :

E = F) + F; avec dim(F)) = dim(Fy) = 2,
Fy c L®(R_,R) et F, N L®(R_,R) = {0}.

Montrer que dim(E N L*®(R,R)) = 1.

I1.2.1098 | ENS ULSR 2025

Pour M € GL,(R), on définit :
C(M) = [IAIA="

ou || - ||| est la norme subordonnée a la norme euclidienne.

. Calculer C'(M) lorsque M € S *(R). Montrer que C'(M) > 1.

. Montrer que C(M) = C(M7).

. Que dire de M lorsque C'(M) =17

. Montrer que si A, B € S7*(R), alors C(A + B) < max(C(A),C(B)).

—_

-~ W N

286




Mines 2024

Soit & > 0 et u € L(C"). Montrer qu’il existe une base de C" dans laquelle tous
les coefficients de la matrice de u (sauf ceux situés sur la diagonale) appartiennent a
I'intervalle | — a, af.

I1.2.1100| Mines-Télécom MP 2025

Soit

d
f
5
0 p

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de T" pour que cette
matrice soit diagonalisable.

S o

€ My(C).

OO O R
OO0 O

Mines 2024

On considere A € M, (R) et la matrice par blocs :

B_O—A
- \24 34/

Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

PT 2013

Soit la matrice réelle C' = (1 -3 3 2 —1).
On note M = CTC.

1. La matrice M est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice M.

PT 2015

Soit F I'ensemble des endomorphismes de C vu comme espace vectoriel réel.
1. Montrer que E = {f,p: 2+ az + bz | (a,b) € C*}.
2. Calculer det(f,5) et Tr(fap)-

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f,; soit diagonalisable.

PT 2015

Soit @) un polyndéme de degré d < n.
Soit fg définie sur R, [X] par fo(P) = (PQ)™.

1. Montrer que fg est un endomorphisme de R, [X].

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur () pour que fg soit un auto-
morphisme.
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PT 2016

Soit F un espace vectoriel réel, f et g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que toute valeur propre non nulle de f o g est valeur propre de go f.

2. Montrer que si E est de dimension finie, toute valeur propre de f o g est valeur
propre de g o f.
3. Dans cette question, £ =R[X], f: P+— XPet g: P+— P

Montrer que f et g sont des endomorphismes de E. Montrer que 0 est valeur
propre de f o g. Le nombre 0 est-il valeur propre de go f?

Conclure.

X ESPCI 2013

Soit A € M,,(R). Montrer ’équivalence entre :
i) det(A) =0;
ii) Il existe une matrice B non nulle telle que pour tout k£ € N* on a
(A+ B)k = Ak + B*.

Mines-Ponts PC 2014
Soit @ € M, (R) telle que Q* = Q et rang(Q) = r.

On définit 'application suivante :

o, : M,(R) —  M,(R)
M — QM+ MQ

Montrer que ®,, est un endomorphisme et calculer sa trace.

I11.2.1108| C.C.E. Mines PC 2015

1. Soit n € N. Trouver le reste de la division euclidienne de X™ par X? + X — 2.
2. Soit

A=11 -1 1 |e MR).

On admet la relation A2 + A — 215 = 0.

(a) Montrer que A est inversible, et donner A~L.
(b) Donner les valeurs propres de A.
c)

(

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Déterminer les sous-espaces propres de A.

3. Trouver les suites (,)nen, (Yn)nen €t (2 )nen vérifiant zo = 1, yo = 2, 20 = 3 et

Tp+1 = —Tn + Yn + 2y
Vn € N, Ynil = Tpn — Yn + 2n

Zp4l = Tp + Yn — 2n
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I11.2.1109| Mines-Ponts PSI 2025

Soit A, B € M,,(C). On pose :
M- A A
-~ \A4 B)’

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit inver-
sible.

3. Si M est inversible, calculer M~!.

1. Calculer le rang de M.

C.C.E. Mines PC 2015
Soit
f: RX] — R[X]
P +— (X—-1)(X-2)P-2XP
1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. Donner ses éléments propres.

I1.2.1111| C.C.E. Mines PC 2015

Soit f un endomorphisme de R?. Montrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires

sauf si f2=0et f #0.

I11.2.1112| Navale MP 2024

Soit M € M, (R). Montrer I’équivalence entre :
i) VA, B € M,(R), Te(MAB) = Tr(MBA);

ii) M est une homothétie.

I1.2.1113 | Navale MP 2023

Soit F un espace euclidien et v € L(E).
1. Montrer que si Im(u) = Ker(u), alors u 4+ u* est inversible.

2. Montrer la réciproque si v o u = 0.

I11.2.1114 | Navale MP 2019

Soit A € GL,(R).
1. Justifier que AT A est diagonalisable.

2. Montrer l'existence de (X7, ..., X,) base orthonormée de R™
telle que (AXy,...,AX,) soit une base orthogonale de R,

I11.2.1115| Navale MP 2019

Soit E = R3 euclidien orienté et w € E'\ {Og}. On pose f(x) =u Az pour z € F.
Décrire ’endomorphisme exp(f).
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11.2.1116 | Navale MP 2019
Soit A une matrice non nulle de M, (R).
Montrer ’équivalence entre les propositions suivantes :

i) A appartient a un groupe multiplicatif G de M, (R);

ii) rang(A) = rang(A?);
i) Tm(A) = m(A2)
iv) Ker(A) = Ker(A?%);
v) Im(A) et Ker(A) sont supplémentaires dans R" ;
vi) il existe X € M,(R) telle que AX = XA, A2X = A, X?A=X.

I11.2.1117| Navale PSI 2017

Soit les deux matrices réelles suivantes :

-1 V3 V2 =2

PO T T 2
-v3 1 -V2 -2
2 2 2 2

Que dire des matrices A et B?

I1.2.1118 | Navale MP 2016

Soit E I’ensemble des endomorphismes u de M,(R) tels que, pour tout M € M,(R),
u(MT) = (u(M))T.
Quelle est la structure de E'? Donner sa dimension.

11.2.1119| CCINP MP 2025

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 et u € L(FE). On suppose que les
deux seuls sous-espaces vectoriels stables par u sont {Og} et E.

1. Que dire du spectre de u?
2. Soit z € E \ {Og}. Montrer que (z,u(z),...,u" '(x)) est une base de E.
3. Ecrire la forme de la matrice de u dans cette base.

4. Montrer que la matrice ne dépend pas de zx.

X PSI 2025

Soit A € M,(C) et B = (19 13)

1. Soit A € C. Montrer que :
dim(Ker(B — Ay,)) = dim(Ker(A — \*1,,)).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonali-
sable.
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X FUF 2024

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels

de E.

1. Montrer que :
(dim(F))? + (dim(G))? < (dim(F + G))? + (dim(F N G))2.

2. Etudier le cas d’égalité.

11.2.1122| Mines-Ponts MP 2013

1. Soit N € M,,(C) nilpotente d’indice n. Montrer que NN est semblable a

0 1 o --- 0
J = L0
: o1
O «vv cov wei 0

2. Soit A € C*. Montrer qu'’il existe B € M, ( C) telle que e® = \I,, + J.

Indication : utiliser la matrice A(e’ — I,,).

11.2.1123 Centrale-Supélec MP 2014

On munit 'ensemble des matrices de la norme euclidienne canonique.
Soit A € Myxn(R), B € M1 (R) (out (m,n) € N?). On veut résoudre :

(E): AX = B.
1. Montrer qu'il existe X € M, y1(R) tel que :

VZ € My (R), | AX — B|| < ||AZ — B

On appelle un tel vecteur une pseudo-solution de 1'équation (E) (PSE).

2. Montrer que X est PSE si et seulement si ATAX = ATB. A quelle condition
sur A une PSE est-elle unique ?

3. Montrer qu'une PSE S est de norme minimale sur ’ensemble des PSE si et

L
seulement si S € (Ker(ATA)) . Montrer qu’il existe une unique PSE de norme
minimale. On note alors S(B) cette PSE.

Montrer que l'application qui & B € M,,«1(R) associe S(B) est linéaire.
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X FUF 2025

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels

de E.

1. Montrer que pour tout & > 1 on a :
(dim(F))* 4+ (dim(G))* < (dim(F + G))* + (dim(F N G))*

2. Etudier le cas d’égalité.

X MP 2025

Soit A, B € M, (R) telles que :
rang(A) =rang(B) =1 et Tr(A) = Tr(B).

Montrer que A et B sont semblables.

BNS Lyon MP 2025
Soit K un corps. Soit A € My(K) tel que x4 est irréductible et soit B € GLy(K) tel

que B~'AB commute avec A mais B ne commute pas avec A. Montrer que B? est une
matrice scalaire.

X MP 2025

Soit F un espace vectoriel normé et f € L(F). Montrer que les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) rang(f —Id) =1 et Tr(f—1d)=0;
ii) da € E\ {0}, 3¢ € E*\ {0} tels que :

la)=0 et VYxeFE, f(x)=z+/{(z)a.

X MP 2025

Soit M une matrice symétrique réelle et N une matrice symétrique réelle définie posi-
tive. Montrer que M N est diagonalisable.

X MP 2025

Soit E un espace euclidien muni d’une norme euclidienne, et soit p € L(E) une pro-
jection orthogonale.

1. Résoudre dans L(E) I'équation :
ph — hp = h.

2. On consideére G 'ensemble des projections orthogonales de L(E) de rang r. Trou-
ver I'espace tangent a GG au point p et déterminer sa dimension.
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X MP 2025

On considere une matrice A € S,(R) telle que
VX e R"\ {0}, XTAX >0.
On définit la forme bilinéaire sur R™ :
(X, Y)a=XTA"YY, XY cR™

1. Montrer que A € GL,(R) et que (-, )4 est bien un produit scalaire.

2. Soit N € A,(R). Montrer que AN est diagonalisable sur C.

Indication : si F' est un sous-espace vectoriel stable par AN, montrer que F* est
stable par AN.

X MP 2025

Soit G,, = {V | V est un sous-espace vectoriel de R"}.
Soit ¢ : G,, — R tel que :

VU, V€ Gn, oUNV)+o(U+V)<o(U)+o(V).

Montrer qu’il existe un unique sous-espace vectoriel V) de dimension maximale tel que :

0 o(V) _ 9o(Vo)
veG\{oy dim(V) — dim(Vp)’

I11.2.1132 | Mines-Télécom 2022

Soit n € N. On définit application ¢ sur C,[X] par ¢ : P — (X? —1)P' — nXP.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C,,[X].
2. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de C,[X].
3. Calculer p(P) pour P, = (X — 1)*(X + 1) * avec k € [0, n].
4. En déduire les valeurs propres de .
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

I11.2.1133 | Mines-Télécom 2023

On consideére la matrice
1 00

A=|-3 4 0] e MR
—3 5 9

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
2. Soit M € M3(R) telle que M? = A.

(a) Montrer que AM = MA, puis en déduire qu'un vecteur propre de A est
aussi un vecteur propre de M.

(b) En déduire que M est diagonalisable.
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I11.2.1134 | Mines-Télécom 2022

Soit A € MQ(R)
Montrer que A € SOy(R) si et seulement si det(A) =1 et Tr(ATA) = 2.

X MP 2025

Soit n € N et f, g € C[X] tels que

deg(f)=n et deg(g) <n.

On définit
B(f,9) = (bij)1<ij<n € My (C),

par la relation, pour tous A, u € C :

f(/\)g(/l; : f(p)g(N) _ Z bij)\z’fllujfl‘

H 1<i,j<n
1. Cas f scindé simple

Montrer que :

dim(Ker(B(f,g))) = nombre de racines communes de f et g.

2. Cas général

Montrer que :

dim(Ker(B(f,g))) = nombre de racines communes de f et g comptées avec leur
multiplicité (minimale entre f et g).

PT 2019

Soit n € N*. On désigne par B = (ey,...,€2,11) la base canonique de R®*"*! et on
définit 'endomorphisme 7' € L(R*"™) par

2n+1
T(enp1) =Y. € et Vke[L2n+1]\{n+1}, T(e) =e.

=1

1. Ecrire la matrice de T' dans la base B.

2. Dans cette question uniquement, on suppose que n = 1. Déterminer les valeurs
propres et les sous-espaces propres de T'. L’endomorphisme 7' est-il diagonali-
sable ? bijectif ?

3. Montrer que I'on peut définir un endomorphisme 7' de Im(7') par T'(x) = T(x)
pour tout x € Im(T).
2n+1 5
4. Montrer que <61 Y ei> est une base de Im(7T) et écrire la matrice de T" dans
i=1
cette base.
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PT 2018

Soit n € N*. On consideére la matrice (a;j)1<ij<n € M, (C) vérifiant pour tout i € [1, n]

n
l’mégahté ]an\ > Z|CLU’

j=1
J#
3 1 1 2 11
1. Les matrices complexes |1 241 1 et V=11 2 1| vérifient-elles la
10 1+4i 11 2

condition ci-dessus ?

2. On suppose que n = 2. Montrer que A est inversible.

T
3. Soit Z = (zl zn) € M,x1(C) telle que AZ = 0 et on note M = max|z].

1<i<n
Montrer que :

n
=1

‘77
J#i
4. Conclure que la matrice A est inversible.
11.2.1138 | CcCINP TSI 2017
Soit n € N*. Calculer :
1 0 - 0 1
0 2 2
An = .0 :
0 n—1 n-1
1 2 n—1 n
CoINp PG 2017
Soit (ay,...,a,) € R™. Calculer :
aq 0 0 1
1 (05} 0
An=1l0 - 0
0
0 0 1 a,

X BSPOI 2014

Soit M € M, (R) nilpotente.
Déterminer L’ensemble Fyy = {XTMX | X € M, (R)}.

NS MP 20160

Soit A € M,,(R). Montrer que si A possede une valeur propre imaginaire pure, alors il
existe S € S,(R) telle que S # 0, Sp(S) C Ry et SA+ ATS = 0.
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11.2.1142 | Mines-Ponts PSI 2012

On considere la matrice A = (a;;)1<i j<n, avec a;; = min(, j).

1. Trouver U une matrice triangulaire supérieure telle que A = LU, avec

1 0 o --- 0
1 1 o --- 0

L=|: "~ . . | eM(R).
: ’ 1 0
1 1 1

2. On note

0 1 0 0

V= 0] € M,(R)
: 1
0 0

Exprimer A~! en fonction de V.

I11.2.1143 | Mines-Ponts MP 2013

1. Soit A € O,(R). Exprimer > (a;; — aj;)* en fonction de Tr(A?).
1<i<j<n
2. Soit A € O3(R). Calculer S = (1 —Tr(4))*+ > (ay —a;)>

1<i<j<3

11.2.1144 | Mines-Ponts MP 2014

On définit :
@ Mg(R) — Mg(R)
M — DM — MD
00 O
ouD=|(0 1 0
00 -1

1. Montrer que Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires.
2. Montrer que les matrices réelles
00 1 1 Of
A=|10 0| e B=|0 -
010 0

2
=1
2

JlL o

sont semblables.
3. Montrer qu'’il existe (R, S) € M3(R)? tel que RS — SR = B.

4. On suppose qu'il existe (R, S) € M,(R)? tel que (RS —SR)3 = I,,. Montrer que n
est un multiple de 3. A-t-on la réciproque ?
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X ESPCI 2017

On consideére

A w

ot A €S, (R),weR" 1 etzeR

Montrer que si A possede une valeur propre de multiplicité strictement plus grande
que 1, alors w est orthogonal & un vecteur propre de A’.

11.2.1146 Centrale-Supélec MP 2014

Pour A € M, (R) et O € O,(R), comparer pour la norme associée au produit scalaire
canonique de M, (R), ||A] et [|OT AO]|.

11.2.1147 Centrale-Supélec PSI 2014

: A 4A
Soit n € N*, A € M,(R) et B € My,(R) avec B = .

A A
(—A O
1. Montrer que B est semblable a .
0 34
2. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A I'est aussi.

3. Pour n = 2 et (Xj, X5) base des espaces propres associés aux valeurs propres
de A, exprimer les vecteurs propres de B en fonction de X; et de Xs.

NS MP 2013

Pour tout ¢ € S,,, on pose a, € L(C") I'application linéaire qui a z = (z1,...,x,) € C"
associe 4, () = (To(1), - - -, To(n))-

1. Quel est le spectre de a, ?

2. Quels sont les sous-espaces vectoriels de C" stables par tous les a, 7

I11.2.1149| C.C.E. Mines MP 2014

Calculer :
5 3
2 5 3 O
2

ou n est lordre de la matrice.

I1.2.1150| C.C.E. Mines MP 2013

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de F, a € K*
tels que :
2 —2af*+a*f = 0.
1. Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

2. Enoncer et prouver le théoréeme de décomposition des noyaux.
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I11.2.1151 | Mines-Télécom MP 2016

Soit (ag, a1, ...,a,) et (bo,by,...,b,) appartenant a R,
Calculer det(M) si m;; = (a; + b;)".

I11.2.1152 | Mines-Télécom MPI 2023

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ € L(FE).
1. Rappeler la définition de exp(y) et montrer son existence.

2. On suppose que ¢? = Idg. Exprimer exp(yp).

I11.2.1153 | CCINP PC 2023

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Pour f € L(E), on pose f° = Idg et pour
tout k €N, fF = fo fk1.

On dit que f € L(E) est un endomorphisme cyclique s’il existe e; € E tel que
(e1, fe1), ..., [ (e1)) est une base de FE.

1. On suppose ici n = 3. On note B une base de E. Soit f € L(FE) tel que

12 2
(=11 1 2
—2 -2 -3

Déterminer (f?)8. En déduire que f est cyclique.
2. On considere dans cette question F =R,,_1[X] et f: P— P(X +1) — P(X).
(a) Soit @ € F tel que deg(Q) > 1. Montrer que deg(f(Q)) = deg(Q) — 1. En
déduire que f n’est pas bijectif.
(b) L’endomorphisme f est-il cyclique ?

Indication : calculer deg(f’(X™)).

3. On suppose ici que Ker(f"™!) # E et Ker(f™) = F.

(a) Montrer qu’il existe g € E tel que f*(xq) # Op.
(b) Montrer que f est cyclique.

4. On suppose ici f cyclique. Montrer que ses sous-espaces propres sont de dimen-
sion 1.

5. On suppose ici f diagonalisable. Montrer que f est cyclique si, et seulement si,
ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

X BSPOI 2023

Soit A € M,,(C). On suppose que A n’est pas scalaire.

1. Soit M € M,(C). On suppose que M commute avec toutes les matrices sem-
blables a A. Montrer que M est scalaire.

2. Cette propriété est-elle encore valable dans M, (R)?
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11.2.1155 Centrale-Supélec PC 2013

Soit E;; € M,(R) la matrice telle que tous les coefficients sont nuls sauf celui situé sur
la ligne 7 et la colonne j. On pose :

1. Montrer que p est diagonalisable. Donner les valeurs propres et la dimension des
sous-espaces propres associés.

2. Soit C' = {f € L(M,(R)) | fop = po f}. Montrer que C est un sous-espace
vectoriel.

11.2.1156 Centrale-Supélec PC 2015

Soit n > 2 entier et A € S,,(R). On suppose qu'il existe un entier naturel non nul m
tel que A™ = I,.

1. Montrer que A? = I,,.

2. Quelle interprétation géométrique peut-on faire de I’endomorphisme associé a A ?

X MP 2025

1. Soit A € M, (R). Montrer que :

o tang(A) =1 <= 3IX,Y non nuls tels que A = XY7T
o rang(A) =2 <= 33X, X, Y}, Y, libres tels que A = X,V + XoY,[

2. (a) Soit f : M,(R) — M,(R) une application linéaire qui conserve le rang.
Peut-on écrire de plusieurs facons f(XY7T)?
(b) On suppose l'existence de X7, Y; non nuls tels que

F(XYT) = PQy,
et de X5, Y5 non nuls tels que
F(XYT) = PQs,

avec { P, P»} libre.
Montrer que :
VX, f(XYT)=A4axz"

ou A € GL,(R), Z € R", sont uniques.

X MP 2025

1. Soit R,, le maximum du nombre de matrices de M,,(R) non semblables involutives.
Déterminer R,,.

2. On considere A € M, (R) diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déter-
miner le nombre de matrices M telles que M? = A, que 'on notera R 4.

3. Le cardinal de R4 est-il toujours strictement positif ?

4. On note U, = {I, + N | N nilpotente}. Montrer que chaque élément de U,
possede une unique racine carrée dans U,.

299




I1.2.1159 | Centrale-Supélec TSI 2025

+oo —+00
Soit (P,Q) € RIX]? avec P =Y a; X" et Q =Y by X".
k=0 k=0

“+o0o
On pose (P, Q) = z ayby,.
k=0

1. Montrer qu’il s’agit d'un produit scalaire.

2. Soit F} = Vect({1 — X}). Déterminer Fj-.
A-t-on F} @ F{ = R[X]?

3. Soit Fy = {P € R[X] | P(1) = 0}. Déterminer Fj-.
A-t-on Fy ® Fj+ = R[X]?

11.2.1160 Centrale-Supélec TSI 2023

On consideére la matrice

—1 2 2
A=|1 =1 0 |eMm).
-1 0 -1

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7 trigonalisable ?

2. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice

3. Calculer les puissances de A.

I1.2.1161 Centrale-Supélec MP 2025

Soit n € N*. Avec K =R ou C, soit A, B € M,,(K).
1. Montrer que que les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
i) A est diagonalisable ;
ii) A admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

2. On suppose A et B diagonalisables.
Montrer que :

AB = BA — VA €K, M)A+ B est diagonalisable.
On considere la réciproque () :

VYA €K, M+ B est diagonalisable — AB = BA.

3. Dans le cas K = R, pour quels n € N* (x) est-elle vérifiée 7
4. Montrer (%) dans Ms(C).
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I1.2.1162| X-ENS Cachan MP 2025

Soit M € Ms(R). On suppose que :
o det(M?2 — [,) = det(M?"* + I,)
o det(M?0% — [) = det(M?*?° + [,)

Montrer que pour tout entier naturel non nul n on a :

det(M" - [2) = det(M" + Ig)

I1.2.1163 | Mines-Ponts PC 2016

Pour tout polynéme réel P, on pose :
f(P)=(X*-X)P' — (X*-1)P.

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

cop PO 2016

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension n.
1. Si f est un projecteur, quel est le lien entre rang(f) et Tr(f)?
2. Sirang(f) = Tr(f) = 1, montrer que f est un projecteur.

cop Po 2016

Soit A € M, (R) telle que A* —2A43 4242 = 0.
1. Soit A une valeur propre de A. Prouver I'égalité \* — 2)\3 4+ 2)\2 = 0.
2. Calculer la trace de A.

I1.2.1166 | Mines-Ponts PC 2016

Soit A € M3(C). Montrer que xa(A) est la matrice nulle.

cop PO 2016

Soit
2 1 —4 1 1 -2
A=10 1 2| eMy(R) et B=[2 2 —4|¢c My(R).
1 1 -3 1 1 -2

Pour tout (z,y) € R? on pose M(z,y) = vA + yB.
1. Calculer A? et A3, puis A" en général.
2. Trouver les valeurs propres de A et montrer que A est diagonalisable.

3. Montrer que les vecteurs propres de A sont aussi des vecteurs propres de B.
La réciproque est-elle vraie ?

4. Montrer que pour tout (z,y) € R? la matrice M (x,y) est diagonalisable.
5. Calculer (M(z,y))™ en toute généralité.
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I1.2.1168 | Mines-Ponts PC 2016

Soit A et B deux matrices de M, (C) telles que AB = 0.
Montrer qu’il existe une matrice P € GL,(C) telle que P~'AP et P7'BP soient
triangulaires supérieures.

I1.2.1169| Centrale PC 2016

On considere les deux matrices suivantes de M, (R) :

| | 1 2 v civom
0o . : 0
0O -« -+ 0 1 0O -« -+ 0 1

1. Calculer les inverses de ces matrices.

2. Trouver un lien entre N et M?2.

I1.2.1170| Mines-Télécom PC 2016

Soit A une matrice antisymétrique de M, (R).
1. Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors A = 0.
2. Montrer que la matrice (A — I,,)(A + I,,) est inversible.

3. On pose B = (A —1,)"'(A+ I,). Montrer que B est une matrice orthogonale et
que B + I,, est inversible.

I1.2.1171| Mines-Télécom PC 2016

Soit (a,b,c) € R3. On pose :

0 —-b ¢
M= a 0 —c
—a b 0

Cette matrice est-elle diagonalisable dans M;5(R) ? dans M;3(C) ?

I1.2.1172| Centrale PC 2016

Soit A une matrice symétrique de M, (R). On suppose que A est définie positive, ce
qui signifie qu’elle vérifie la propriété suivante :

VX € M, (R)\ {0}, XTAX >0.

1. Montrer qu’il existe B € M,(R) symétrique définie positive telle que B? = A.

2. On note A la plus grande valeur propre de A et p la plus petite.
Pour tout vecteur X € M, »1(R), démontrer ’encadrement

(A + p)?

X|I* < (X AXWX, AP X) <
X1 < (X AX(X, A7) < 2

X1
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cop Po 2016

On considere I’endomorphisme suivant :

A RX] — R[X]

P — P(X+2) - P(X)
1. Déterminer le noyau de A.

2. On note A,, 'endomorphisme de R,,[X] induit par A.

Déterminer son image.

11.2.1174| CCINP MP 2026

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2, p un projecteur et A € R.
1. Exprimer det(Idg + Ap).
Soit V = (ay -+ a,) € Mix,(R) et B=VTV.
2. Calculer rang(B).

3. Montrer que B est diagonalisable, trouver ses valeurs propres et la dimension de
Ses sous-espaces propres associés.

cop PG 2016

1. On considere les deux matrices réelles suivantes :

0 0 0 1
(00 w ()

(a) Montrer que A et B sont diagonalisables.
(b) Montrer que A + B n’est pas diagonalisable.
2. On note T;, 'ensemble des matrices triangulaires inférieures strictes de M, (R).

(a) Montrer que T,, est un sous-espace vectoriel de M, (R) et donner sa dimen-
sion.

(b) Quelles sont les matrices de T,, qui sont diagonalisables ?

(¢) Trouver un sous-espace vectoriel non trivial de M, (R) dont tous les éléments
sont des matrices diagonalisables.

(d) Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) dont tous les éléments sont des
matrices diagonalisables. Déterminer F'N7T. En déduire I'inégalité

n(n—i—l).

dim(F) <
im(F) 5

(e) Prouver que le cas d’égalité peut étre réalisé.

3. Montrer que toute matrice diagonalisable appartient a un sous-espace vectoriel

. . 1
de dimension %

I1.2.1176 | Navale MP 2025

Soit E I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1], affines sur [—1, 0] et sur [0, 1].
Montrer que E est un espace vectoriel et trouver une base de E.
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cop Po 2016

Dans cet exercice, on munit R3 de son produit scalaire canonique. Soit f un endomor-
phisme de R3. Dire que f est stabilisant signifie qu’il vérifie I'identité

Ve e R®, (f(x),z) = |||

1. On considére 'endomorphisme h de R? canoniquement associé a la matrice

1 -1 -1
M=11 1 -1
1 1 1

Montrer que h est stabilisant.

2. Soit f un endomorphisme stabilisant de R3. On pose g = f — Id.

(a) Pour tout z € R?, prouver 1'égalité (g(x),z) = 0.

(b) En utilisant le polynéme caractéristique de g, prouver que g possede au
moins une valeur propre.

(c) Soit A une valeur propre de g. Montrer que A\ = 0.
3. On reprend les notations de la question 2. On suppose de plus que g n’est pas
I’application nulle.
(a) Soit (z,y) € R3 x R3. Montrer que {g(z),y) + (g(y),z) = 0.
(b) Montrer que Ker(g) et Im(g) sont orthogonaux.

(c) Soit e; un vecteur de norme 1 appartenant au noyau de g. Soit e; un vecteur
de norme 1 appartenant a 'image de g. On pose :

_ 9(32)
lg(e2)ll”

Montrer que la famille £ = (ey, es, €3) est une base orthonormale de R3.

€3

4. On reprend les hypotheses et les notations de la question 3.
(a) Montrer I’égalité (g(es),es) = —||g(ea)]|-
(b) Prouver 'égalité g(es) = —||g(e2)||e2-
(c) En déduire la matrice de g dans la base &.
(d) Montrer que la matrice de g dans la base canonique de R? est antisymétrique.

5. Réciproquement, on considére un endomorphisme f de R?® tel que la matrice
canoniquement associée f—Id soit antisymétrique. Montrer que f est stabilisant.

cop PG 2016

On note A la matrice de M, (R) définie comme suit : la premiere ligne, la derniere
ligne et la premiere colonne sont constituées de 1, les autres coefficients de la derniere
colonne valent 2, les autres coefficients sont nuls.

1. Déterminer le rang de A et son image.

2. Prouver que A est diagonalisable.
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I1.2.1179| Mines-Ponts PC 2016

Soit n > 2 entier et w = exp (%)
On note A la matrice de M, (C) de coefficients a,, = w®~D@1.

Calculer un argument de det(A).

I1.2.1180| Mines-Ponts PC 2016

On considére dans M, (R) la matrice diagonale de coefficients diagonaux 1,2,...,n.
Trouver toutes les matrices qui sont semblables a A et qui commutent avec A.

cop PG 2016

Soit A € M,(R). On définit 'application :

£t M,(R) —  My(R)
X — X-2Tr(X)A

1. Montrer que f est linéaire.

2. On suppose que Tr(A) = 3.

Montrer que Ker(f) = Vect(A).

3. On suppose que Tr(A4) # 1.

Montrer que Ker(f) est trivial. Qu’en déduit-on ?

4. On revient au cas Tr(A) = 3.

Montrer que f est un projecteur et préciser ses éléments caractéristiques.
5. On se place dans le cas Tr(A) = 1.
Montrer que f est une symétrie et préciser ses éléments caractéristiques.
6. On suppose que A n’est pas la matrice nulle.
Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, la trace de A n’est pas nulle.
Indication : considérer le noyau de la trace.

Centrale

Soit n € N*, A € M,(R) et J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont égaux
a 1. Montrer que :
det(A+ J) + det(A — J) = 2det(A).

I11.2.1183 | Mines-Ponts PSI 2024

Soit n > 2 entier.

Pour tout ¢ > 0, soit Ps = diag(d, 6%, ...,d").

Pour tout A € M,(C), on note Sy = {P7'AP | P € GL,(C)}, 'ensemble des matrices
semblables a A.

1. Déterminer les coefficients de P; ' APs en fonction de ceux de A.

2. On suppose qu'il existe k € N tel que A¥ = 0. Montrer qu’il existe une suite
(Bp)p=0 de matrices de Sy convergeant vers la matrice nulle.
Indication : on pourra commencer par trigonaliser la matrice A.

3. Réciproquement, montrer que s’il existe une suite (B,),>0 de matrices de Sy
convergeant vers la matrice nulle, alors il existe un k& € N tel que A* = 0.
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ENSEA/ENSIIE MP 2025
Soit A € M,(R) telle que Tr(A) = 0.
On définit 'application suivante :

fa : M,(R) — M,(R)
M — Te(M)A

1. Montrer que f4 est un endomorphisme de M, (R).

Déterminer Ker(f4) et dim(Ker(f4)).

2. L’application f, est-elle diagonalisable ?
Donner la trace de fa.

11.2.1185 | ENSEA/ENSIIE MP 2025

Soit A € M,,(R). On considere la matrice par blocs :

0 24
M = € My (R).
—A 34

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

I1.2.1186 | Mines-Télécom MP 2025

Trouver les matrices A € M, (R) nilpotentes telles que :

ATA = AAT,

I1.2.1187 | Mines-Ponts MP 2025

1. Montrer qu'il existe une unique suite de polynémes (P, ),en telle que pour tout
nombre réel u :
P,(cos(u)) = cos(nu).

2. Soit xy,...,x, € R.
On considere la matrice :

M = (cos ((p— 1)z,) )

1<p,g<n’

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M € GL,(R).

I1.2.1188 | Mines-Télécom MP 2026

Soit ' un C-espace vectoriel et f € L(E) tel que :
f?—f—2Idg =0.

Montrer que Im(f + Idg) = Ker(f — 2Idg).
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I11.2.1189| CCINP MP 2025

1. Montrer que A = (O !

10

) € M5(R) est semblable a D = (é _01>

2. Soit M € M, (R).

M 0 0 —M

3. Exprimer yp en fonction de xs et xa(—X).

Montrer que B = ( y M) est semblable a A = (M 0 >

4. Justifier si les équivalences suivantes sont vraies :
o La matrice M est inversible si et seulement si B est inversible.
o La matrice M est trigonalisable si et seulement si B est trigonalisable.
o La matrice M est diagonalisable si et seulement si B est diagonalisable.

11.2.1190| CCINP MP 2025

On considere 'application :

¢ RX] — R[X]
P +— (X241)P—(X2-1)P

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

2. Déterminer les éléments propres de ¢.

11.2.1191 | CCINP MP 2025

On consideére la matrice
1 1 a
A=10 2 0| € M3(R).
0 0 a

1. (a) Pour quelles valeurs de a a-t-on M € GL3(R)?
(b) Pour quelles valeurs de a a-t-on M diagonalisable ?

2. Diagonaliser M en fonction de a.

111
3. Montrer que si a = 1, alors M est semblablea |0 1 0
00 2

I11.2.1192 | Mines-Télécom MP 2025

Soit E l'espace vectoriel des suites bornées a valeurs réelles.

Pour u = (uy)neny € E, on pose ||u|| = sup|u,|. On définit I'application T par :
neN

u
T:u+— (n> .
N/ neN*
. Montrer que 7" est bien définie.
. Montrer que T est un endomorphisme.

. L’application T" est-elle continue ? Si oui, que vaut ||77]|?

= W NN =

. L’application T est-elle injective 7 surjective ?
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11.2.1193 Centrale-Supélec PC 2026

Soit F/ un C-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit p un projecteur de E. On pose r = rang(p). On suppose que 1 <r < n — 1.

1
On considere 'endomorphisme ® : f — §<f op+po f)de L(E).
1. Calculer ®? et ®3.

2. Montrer que ® est diagonalisable et préciser ses valeurs propres.

3. Déterminer la dimension des espaces propres de .

I1.2.1194 | Mines-Télécom PT 2026

Soit n € N*, a € R*, et A, B € M, (R).
1. Résoudre dans M, (R) 'équation d’inconnue M :

(E):aM + Tr(M)A = B.

2. On suppose désormais Tr(A) # 0.
On consideére 'endomorphisme ® de M, (R) défini par :

VM € M,(R), ®(M)=aM + Tr(M)A.

(a) Sans calculer le polyndéme caractéristique, déterminer les valeurs propres et
les sous-espaces propres de ®.

(b) L’endomorphisme ® est-il diagonalisable ?

(c) Calculer le déterminant de ®. Faire le lien avec 'un des cas discutés lors de
la résolution de ’équation (E).

I1.2.1195 | Mines-Télécom PC 2026

On pose :

et on note f ’endomorphisme de R* canoniquement associé a A.
1. Montrer que f est diagonalisable.

2. Montrer que f est une isométrie vectorielle et en déduire une restriction sur les
valeurs propres.

3. A T’aide de Tr(A), déterminer la multiplicité des valeurs propres de f.

4. Décrire géométriquement cette isométrie.
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I1.2.1196 | Mines-Télécom MP 2025

Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Soit (u,v) € L(E, F)2.
Montrer que :

dim(Ker(u + v)) < dim(Ker(u) N Ker(v)) + dim(Im(u) N Im(v)).

Indication : on pourra passer par une restriction de u a Ker(u + v).

I11.2.1197 | Mines-Ponts MP 2026

On considere :
Q R" — R
—

2 2 2
(Il,...,ﬂfn) $1+"'+$n—1_‘rn

ainsi que 'hyperplan de R™ défini par :
H:axy+ -+ apz, =0.

On suppose que a, # 0. Montrer que :

n—1
Qly est positive <= > a? <a

=1

2

n*

I11.2.1198 | Mines-Ponts MP 2026

On considere u € L(FE) nilpotent d’ordre 2, ou F est un espace vectoriel de dimension
finie n € N*.

1. Montrer que si l'on dispose de By = (u(ey),...,u(e,)) une base de Im(u), alors
on peut construire By = (u(e1),. .., u(e,), ey, ..., ¢e,) une base de Ker(u), et que
B = (u(e1),...,ule,),€),... e, e1,...,¢) est une base de E.

2. Donner la matrice de v dans cette base.

I11.2.1199 | Mines-Ponts PSI 2026

01 -~ 1
10 --- 0
Soit A=1|. . | | € M,(R) avec n > 3.

10 --- 0
. Justifier que A est diagonalisable.
. Déterminer o € R tel que A% + oA = 0.

. En déduire Sp(A). Déterminer ensuite les espaces propres de A.
. Calculer Tr(AF) pour tout k € N.

= W NN =
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I1.2.1200| Mines-Télécom PSI 2026

Soit f € L(R?) non nulle telle que f3 + f = 0.
1. Montrer que R?* = Ker(f) @& Im(f).

2. Soit A une valeur propre de f.
Montrer que A3+ \ = 0 et justifier 'existence d’au moins une valeur propre réelle.

0 0 0
3. Montrer que la matrice de f est semblablea [0 0 1
0 -1 0

I1.2.1201 | Mines-Télécom MP 2026

On note E = C([0,1],R) et pour f € E et z € [0, 1],

T() = [ ) a.

On munit £ de la norme infinie.

1. Montrer que T est bien définie.

2. Montrer que T est un endomorphisme continu de E et que ||T| = 3.
3. Montrer que pour f # 0, si T(f) = Af alors [A| < 1.
4

. Déterminer Ker(T' — Mdg) en distinguant selon les valeurs de \.

11.2.1202 | CCINP PSI 2026

On pose :

c
0 avec (a,b,c) € R
a

M(a,b,c) =

o O e
o ot O

1. Déterminer les valeurs propres de M(a, b, c).
2. Déterminer det(M(a, b, c¢)). En déduire le noyau et I'image si det(M(a, b, c)) # 0.

3. Montrer que M (a,b,c) est diagonalisable et la diagonaliser.

11.2.1203 | CCINP PC 2026

On considere la matrice
2 -1
et I'application

F o MQ(R) — MQ(R)
M  — AM

1. Montrer que F' est un automorphisme de M;(R).

2. Calculer la matrice de F' dans la base canonique de Ms(R).
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X MP 2026

Pour Xy, X, X3, Xy € M5(Q), on pose :

S(X1, Xo, X3, X4) = > 2(0) Xo(1) Xo@ Xo3) Xo).-

gESy

Montrer que si 'un des X; vaut I, alors S(X;, Xo, X3, X4) = 0.
En déduire que S = 0.

11.2.1205| CCINP PSI 2026

Soit b € R fixé. On considere I'application
¢ : R[X] — R[X]
définie, pour tout P € R[X], par
O(P) = (X = b)(P'(X) + P(b)) — 2(P(X) — P(b)).

1. Montrer que ® est un endomorphisme de 'espace vectoriel réel R[X].

2. Montrer qu'il existe un entier k € N* tel que, pour P € R[X],
(X —b) | &(P).

Déterminer la plus grande valeur possible de k.
3. Déterminer Ker(®).

4. Déterminer Im(P).

X MP 2026

Soit A, B € M,,(C) telles que A% + B* = 2AB.
1. Montrer que A — B n’est pas inversible.

2. Montrer que si rang(A — B) = 1, alors A et B commutent.

I1.2.1207 | Mines-Télécom MP 2026

Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’un produit scalaire noté (-, -).
Soit f € L(E) un endomorphisme de E vérifiant la propriété suivante :

Vee E, (f(x),z)=0.

1. Montrer que I'orthogonal du noyau de f, noté (Ker(f))*, est stable par f.
2. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.

I1.2.1208 | Mines-Ponts MPI 2026

2
Soit A une matrice de M, (C) et B la matrice de Ms,(C) définie par B = (}4 i)

1. Exprimer 7 en fonction de m4.

2. Si l'une est diagonalisable, I'autre 1’est-elle aussi?
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Mines

Soit f € L(E, F), avec F et F' de dimensions finies, respectivement n et p.
On pose :

A(f)={9€ L(E,F)| fogo f=0}
1. Montrer que A(f) est un sous-espace vectoriel de L(E, F').
2. Déterminer dim(A(f)).

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que A(f) = {0}.

[11.2.1210] x mp

Soit F' un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension finie n > 1.
1. Montrer qu’il existe une base de F' formée de polynomes de méme degré.

2. Montrer qu’il existe une base de F' formée de polynomes de degrés deux a deux

distincts.
Mines-Télécom MP 2026
Soit
4 -5 2
M=11 0 0| e M;R).
0O 1 O

Déterminer les sous-espaces vectoriels stables par l’endomorphisme dont la matrice
dans la base canonique est M.

I11.2.1212 | Mines-Télécom PSI 2026

Les deux questions sont indépendantes.
Soit n € N* et A = (a;;) € M,(R).

1. Déterminer la borne inférieure de '’ensemble

1<i,5<n

{ Y (ay; —my)? | M = (my) € Sn(R)},

ou S, (R) désigne 'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

2. Soit H ={M € M,(R) | Tr(M) = 0}. Déterminer la distance de la matrice A au
sous-espace vectoriel H.

I11.2.1213 | Mines-Télécom MP 2026

Soit la matrice A € M3(R) définie par :

11 V2
A=z 1 1 V2
V2 —v2 0

1. Montrer que A est une matrice orthogonale. Appartient-elle & SO3(R) 7

2. Trouver une base orthogonale de R? dans laquelle la matrice de cet endomor-
phisme prend une forme réduite.

3. En déduire la nature géométrique de I’endomorphisme associé a A.
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11.2.1214 | CCINP PSI 2014

Soit K le corps des réels ou celui des complexes.
Soit A € M, (K) telle que AATA = I,,.

1. Si K = C, montrer que A est diagonalisable.
2. Si K =R, déterminer A.

I1.2.1215| Mines-Télécom PSI 2026

Soit n et p deux entiers naturels non nuls tels que n > p.
Soit A € M,y,(R) dont les colonnes forment une famille libre (c’est-a-dire que
rang(A) =p) et B € M1 (R).

1. (a) Démontrer que Ker(ATA) = Ker(A).
(b) En déduire que la matrice carrée AT A est inversible.

2. On munit 'espace M, «1(R) du produit scalaire euclidien usuel.

On note p(B) le projeté orthogonal du vecteur B sur le sous-espace vecto-
riel Im(A).

(a) Montrer que X € M,y;(R) minimise ||[AX — B|| si et seulement si :
AT(AX - B) =0.

(b) Conclure en donnant I’expression de l'unique vecteur X minimisant la norme

||AX — Bj|, en fonction de A et B.

I1.2.1216 | Mines-Télécom PSI 2026

Soit n € N*. On note £ = R,,[X]. Pour tout P € E, on définit le polynéme ®(P) par :
O(P)(X) = XP(X — 1)+ (n — X)P(X +1).

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.

2. Déterminer la forme de la matrice de ® dans la base canonique (1, X,..., X"),
déduire que ® est diagonalisable et expliciter ses valeurs propres.

3. On considere l'application (-, ) : £ x E — R définie par :

@) =3 () P

k=0

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur F.

k:(Z) :(n—k+1)<nfk>

pour tout k € [1,n], montrer que ® est un endomorphisme autoadjoint pour ce
produit scalaire. Que peut-on en déduire sur les sous-espaces propres de ® 7

4. En remarquant que

I1.2.1217 | CCINP PSI 2026

On considére une matrice A vérifiant A% 4+ 4A4% + 54 = 0.
Déterminer A lorsque A est symétrique réelle. Dans le cas général, la matrice A est-elle
diagonalisable sur R? sur C?
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Mines-Ponts PSI 2026
Soit Ay, Ay € M,,(C) telles que Sp(A;) N Sp(A2) = 0. Soit B € M, (C).
Montrer que les matrices par blocs suivantes sont semblables :

(A B (A0
e (55 e (B0,

I11.2.1219 | Mines-Ponts MP 2026

Soit A € M,,(C). On suppose que son polynéme minimal est g4 = (X — X\)¥ o A € C
et ke{l,...,n}.
Déterminer tous les polynomes @) € C[X] tels que Q(A) soit diagonalisable.

11.2.1220| CCINP MP 2026

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n. Soit u € L(F).
On pose f € L(L(E)) tel que :

Vv e L(E), f(v)=uow.

1. Montrer que Sp(f) C Sp(u).
2. Soit A € Sp(u). On note E) le sous-espace propre de u associé a A.
Soit v € L(E) une projection sur E).
Montrer que v est un vecteur propre de f.
Préciser la relation entre Sp(f) et Sp(u) de la question 1.
3. Pour tout A € Sp(f), on pose A, le sous-espace propre de f associé a .
On admet que, pour tout A € Sp(f), dim(A,) = ndim(E)).
Montrer que, si u est diagonalisable, alors f est diagonalisable.

4. Montrer que u et f ont le méme polynéme minimal.

I1.2.1221 | Mines-Télécom PSI 2026

On munit Pespace des matrices colonnes F = M, (R) (avec n > 3) de son produit
scalaire euclidien usuel défini par (z,y) = 27y.

On note ||z|| la norme associée. Soit u et v deux vecteurs de E, unitaires et orthogonaux.
On consideére la matrice A = wv’ +vu’ € M, (R).

1. Justifier que A est une matrice symétrique réelle.
2. Déterminer 'image et le noyau de A. Quel est le rang de A7

3. En calculant Au et Av, déterminer les valeurs propres de A et une base de vecteurs
propres associés.

4. On munit 'espace des matrices carrées M, (R) du produit scalaire de Frobenius
(M,N)p = Tr(MTN).
(a) Calculer A%. En déduire la norme de Frobenius de A.

(b) Calculer la distance de la matrice identité I,, a la droite vectorielle engendrée
par A.
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I11.2.1222 | Mines-Télécom PSI 2026

On définit une suite de matrices a coefficients réels (A, )nen+ de la maniére suivante.

1
On pose A, = <0 ) et, pour tout entier n € N*, on définit A, ,; par blocs :

10
A, I
Anir = <f2n —An>
ou I, désigne la matrice identité de taille k& x k.
1. Calculer A2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, la matrice A, est
symétrique et vérifie A2 = nlyn.
2. En déduire le spectre de A,, (on précisera les valeurs propres et leurs multiplicités
respectives).
3. Soit n € N*. On pose m = 2"~ 1 + 1.

n . . . . . . /N
L’espace ' = R?" est muni de son produit scalaire canonique et identifié a I’espace
des vecteurs colonnes. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension m.

Démontrer qu’il existe un vecteur unitaire X € F tel que X7 A, X > /n.

Indication : on pourra s’intéresser a l'intersection de F' avec I'un des sous-espaces
propres de A,,.

I11.2.1223 | Mines-Télécom PSI 2026

Soit E un espace euclidien et u, v deux vecteurs non nuls et non orthogonaux de £. On
note p le projecteur orthogonal sur Vect(u) et g le projecteur orthogonal sur Vect(v).

1. Exprimer p(z) et ¢(z) pour tout x € E. Justifier que po ¢ est un endomorphisme
de rang 1.

2. Montrer que p o ¢ admet une valeur propre réelle non nulle et la déterminer.

3. On note 0 € [0, ] angle non orienté entre u et v. Montrer que 'on a :

sup [(poq)(@)]| = |cos(9)],

X
l[=]|=1

ou ||-|| désigne la norme euclidienne de F.
4. (a) L’endomorphisme p o g est-il autoadjoint ?
(b) A quelles conditions sur les vecteurs u et v, "endomorphisme p o ¢ est-il un
projecteur ?

I11.2.1224 | Mines-Télécom MP 2026

Soit M € M, (C) nilpotente d’indice p.
1. Donner le polynéme minimal de N en justifiant.
2. Montrer que eV — I,, est diagonalisable et nilpotente.
3. En déduire que N = 0.
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11.2.1225 | ENSEA/ENSIIE PSI 2026

Soit F = R? muni de son produit scalaire usuel et soit p € L(E) un projecteur dont la

matrice est :
5 -2 -1
A==-1-2 2 =2
-1 -2 5

Déterminer le plan P sur lequel p est la projection orthogonale. En déduire la distance
T
du vecteur u = (1 1 1) au plan P.

oI pst 2020
Soit A, B € M,(C) telles que Sp(A) N Sp(B) = 0.
Soit P un polynéme annulateur de A.

1. Donner une relation entre les racines de P et les valeurs propres de A.
2. Montrer que P(B) est inversible.

3. Soit M € M,(C) vérifiant AM = MB.
Montrer que, pour tout k¥ € N, A*M = M B*.

4. En déduire que si AM = M B, alors M = 0.
5. Que déduire de AM — M B = C, avec C € M,(C)?

CoINP pst 2020
Soit
f+ M,(R) — M,y(R)
M  — M-MT
1. Montrer que f est un endomorphisme de M,(R).
2. Déterminer le noyau de f. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

PT 2019

Soit n € N. On considéere un sous-espace vectoriel F' de R" et on désigne par pp le
projecteur orthogonal sur F' et par sp la symétrie orthogonale par rapport a F'.

1. Que dire de I'application sgpoppr —pposg?
2. Les endomorphismes sp et pr sont-ils orthogonaux ?
3. Donner la trace et le déterminant de sp et pp.

4. Dans cette question, on suppose que
F={(z,y,z,t) eR*|o+y+z+t=0,2—y+2—1t=0}

(a) Déterminer les matrices de pg, sp et spopr+prosp dans la base canonique
de R%.
(b) Identifier 'endomorphisme sg o pr + pr 0 Sp.
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I11.2.1229 | Mines MP 2025

On considere a,b € R distincts et la matrice :

b a

1. La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
2. Meémes questions avec cette fois a,b € C.
3. Calculer A* pour tout k € N.

CCINP PSI 2026
Soit
’QD : RQ[X] — RQ[X]
P s P(X+1)—P(X—1)
1. Déterminer (1), ¥(X), ¥(X?).
2. Vérifier que ¢(P) € Ry[X] pour tout P € Ry[X] et montrer que ¢ € L(Ry[X]).

3. Déterminer Im(1) et Ker(¢)).

I11.2.1231 | Mines-Télécom MP 2026

On note E = M,,«1(R) et on considére A, B deux éléments de E non colinéaires.
On note M = ABT + BAT.

1. Justifier que M est diagonalisable.

2. Déterminer le rang de M.

Indication : on pourra déterminer la premiere colonne de M.

3. Déterminer le spectre de M et les sous-espaces propres associés.

Mines-Ponts MP 2026
Soit n € N, (ay,...,a,41) € R" et P € R,[X].
On pose :
M = (P(i_l)(aj))léién—f—l .

1<j<n+1

Déterminer le rang de M.

11.2.1233 Centrale-Supélec MPI 2026

1. Enoncer le théoréme de réduction des matrices orthogonales.
2. (a) On pose O, = {M € O,(R) | =1 ¢ Sp(M)}.
Déterminer I'adhérence de O, (R).
(b) On pose (M) = (M — I,)(M + I,)~*.
Montrer que ¢ est une bijection de O, (R) dans A, (R) et exhiber sa bijection
réciproque.
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I11.2.1234 | Mines-Télécom MP 2026

Soit

A:

_ o O
O = O
OO =

€ My(R).

_ o O O

000

1. Sans aucun calcul, la matrice A est-il diagonalisable 7 Justifier.

2. Dans un espace euclidien, considérons I’endomorphisme u de matrice A dans une
base orthonormée. Que peut-on dire de u ?

3. Quelles sont les valeurs propres et les sous-espaces propres de A ?

I11.2.1235 | Mines-Télécom MPI 2026

1. Soit F un espace euclidien. Montrer que 'application de E dans son dual E*,
¢:a (x— (x,a)), est un isomorphisme.

2. (a) Montrer l'existence et I'unicité de A € R, [X] tel que :

VP € R,[X], /01 A()P(t)dt = P(0).

(b) Montrer que A est de degré n.
(c) Montrer que A admet n racines dans |0, 1].

Centrale

On fixe un entier n > 1. On consideére I’endomorphisme :

o : R,[X] — R,[X]
P +— P-PF

On pose :
1 -1 0 -+ 0
0o 1 -1 :
N = 0 | € Mu(R)
1 -1
0 0 1

On note £ la base canonique de R, [X] et M la matrice de ¢ dans cette base.
1. Déterminer la matrice de M.
2. Montrer que les matrices M et N sont semblables.
3. Soit @ € R,[X].
(a) Montrer qu'il existe un unique polynéome P € R, [X] tel que P — P’ = Q).
(b) Montrer que si la fonction @ est positive sur R, alors P 'est aussi.
(c) Exprimer P en fonction de @ et de ses dérivées.
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11.2.1237| CCINP PSI 2026

Soit A, B € M, (R) symétriques. Montrer que :

(Tr(AB))? < Tr(A*)Tr(B?).

11.2.1238 | ENS MP 2024
Soit E un espace euclidien.

1. Montrer que :
Vu € L(E), 3 € L(E), Yo,y € B, (u(z),y) = (z,0(y)).

2. Donner le lien entre la matrice dans une base orthonormale de u et celle de u*.

3. Soit G un groupe fini et p : G — GL,(F) un morphisme injectif. On sup-
pose que Im(p) est un sous-ensemble des endomorphismes autoadjoints. Que dire
de G7

4. On suppose cette fois que p est a valeurs dans ’ensemble des endomorphismes
normaux, c¢’est-a-dire des endomorphismes qui commutent avec leur adjoint. Que

dire de G 7

11.2.1239 | X ESPCI 2024
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Une application f : ' — FE est dite
antilinéaire si :

VAeCVx,y € E, f(x+ A y) = f(z)+ Af(y).

Chercher les dimensions d de E pour lesquelles il existe f antilinéaire vérifiant 1’égalité
fof=-Idg.

11.2.1240| x 2018

Soit A, B € M, (R) vérifiant AB = 0. Montrer que Tr((A + B)") = Tr(A™) + Tr(B™).

I11.2.1241| x 2016

Soit u un endomorphisme de C" et ¢ > 0. Montrer qu’il existe une base de C" dans
laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure avec tous ses coefficients non dia-
gonaux de module inférieur ou égal a e.

I11.2.1242| x 2015

Soit u,v € O(R"™) deux endomorphismes orthogonaux tels que :

n 1 1
Vo €RY,lu(z) —zfl < gllzll et o) — 2] < Fllzl
Montrer que :
Ve €R, [[(u ov " ouo)(w) — o < |zl
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X BSPOI 2021

On se donne a, b, c € L(R?) trois endomorphismes de R? vérifiant :

ab—ba =c
bc—cb=a

ca—ac=1"b

1. Soit x est un vecteur propre commun a a et b.
Montrer que = € Ker(a) N Ker(b) N Ker(c).

2. On suppose que Ker(a) N Ker(b) N Ker(c) = {0}.
Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle :

00 0
(a)5=10 0 —1
01 0

X BSPOI 2021

Soit u € L(R™) tel que uwou = u.
1. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

2. Soit u et v deux endomorphismes de R", de méme rang r et vérifiant uou = u
et v ov = v. Montrer qu’il existe deux endomorphismes a et b de R" tels que

u=aob
v=boa

NS 2016

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. On se donne a et ¢ dans R, et b
dans R". Décrire géométriquement :

E = {r € R"|al|z|*+ (b,x) + c = 0}.

I11.2.1246 | CCINP MPI 2026

Soit n € N*.
1. Soit A € M,(R) telle que A> = AT A et A\ € R*. Montrer que :

Ker(A? — \’I,,) = Ker(A — \I,) B Ker(A + Al,).

2. Déterminer les matrices A de M, (R) telles que A% = AT A.

I11.2.1247 | Mines-Ponts PSI 2026

Soit U une partie de M, (C) non vide, finie et stable par le produit.
Montrer qu’il existe A € U telle que Tr(A) € [0, n].
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I11.2.1248 | Mines-Ponts PSI 2026

Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.
Soit U un endomorphisme symétrique de E.

1. Justifier I'existence d'un vecteur Xy € E de norme 1 tel que, pour tout vecteur
X € F de norme 1, on ait :

(U(X), X) = (U(Xo), Xo)-

2. Soit Yy un vecteur de norme 1 tel que Yy L Xj.
Pour tout réel ¢, on pose v(t) = sin(t)Yy + cos(t) Xy et on définit la fonction
o(t) = {U(y(1)),7(1))-
(a) Calculer ||y(t)|| pour tout ¢t € R.
(b) Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur R.
(c) En utilisant la question 1, que peut-on dire de ¢'(0)? Calculer ¢'(t) et en
déduire que (U(Xy), Yo) = 0.
3. A T’aide de la question précédente, montrer que X, est un vecteur propre de U.
4. On note F' = (Vect(Xp))t. Montrer que F est un sous-espace vectoriel stable
par U.

5. En déduire le théoreme spectral.

X 2018
Soit A € M,(R) a coefficients dans {0, 1} telle que AAT = qI,, + J, ou J € M,(R) a
tous ses coefficients égaux a 1.

1. Montrer que A est inversible.
2. Montrer que AJ = (¢+ 1)J.

X 2016

: I, —A
Soit A, B € M,(C) et M = (B In>'

Montrer que det(M) = det(1,, + AB).

X 2013

Soit A € S,,(R) ayant une valeur propre multiple. Pour z € R"”, montrer que la famille
{x,Ax,... A" tx} est lide.

X 2014

Soit A, B € S,(R) et a,a’,b,t/ des réels avec a < o et b < V. On suppose que
Sp(A) C [a,d'] et que Sp(B) C [b,]. Montrer que :

Sp(A+ B) C [a+b,d" +V].
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I1.2.1253 | Centrale 2018

Soit A € M, (R) diagonale a coefficients diagonaux deux a deux distincts. On pose :

g : M,(R) —  M,(R)
M — AM — MA

1. Montrer que Im(g) est 'ensemble des matrices a diagonale nulle.

2. Montrer que toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale
nulle.

3. En déduire que pour toute matrice M € M, (R),

Tr(M) =0 < 3(B,C) € M,(R)>, M = BC — CB.

11.2.1254 | X 2015

On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M, (R) nilpotente. Dé-

{(Az,z) | z € R"}.

I11.2.1255| ENS 2014

On munit R? de sa structure euclidienne usuelle. Déterminer les ¢ : R3 — R3 continues,
impaires et telles que, pour tous a,b € R, a L b implique ¥(a + b) = 1(a) + (D).

o~
[}
=
I :
=.
=
[}
=

I11.2.1256 | X 2018

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit a,b € L(E) tels que les seuls
sous-espaces vectoriels stables a la fois par a et b sont {0} et V. On considere u € L(V)
non nul qui commute avec a et b. Montrer que u est inversible.

I1.2.1257| x 2018

Soit uy,...,us € R™ qui engendrent dans C"™ un C-espace vectoriel de dimension 7.
Quelle est la dimension 7’ du R-espace vectoriel engendré par uq, ..., u, dans R™?

I11.2.1258 | x 2023

On se donne une suite réelle (vy,),>0.

On appelle H,, la matrice carrée réelle d’'ordre n dont les coefficients diagonaux sont
v1, ..., U, et les coefficients adjacents a la diagonale sont 1 (tous les autres coefficients
sont nuls).

1. Montrer que H,, admet n valeurs propres distinctes.

2. Montrer que les valeurs propres de H,, et de H,,_; sont entrelacées.

11.2.1259| X 2021
Soit A = (aj)1<ij<n € Sn(R) qui vérifie :

VX € R"\ {0}, XTAX >0.

Montrer que :

max |a;;| = max a;.
1<t,5<n 1<i<n
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BNS 2021

1. Soit M € Sy(R). Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients
de M pour que ses valeurs propres soient positives.

2. Soit 7, S € S;(R). On dit que T' > S si et seulement si T'— S € S;F(R).
Est-ce que T' > S implique T2 > S%?

X 2012

Soit (£, (-,-)) un espace euclidien et f € L(FE). Montrer que deux des trois propriétés
suivantes impliquent la troisieme :

o f est une isométrie,
. f2 - _IdEa
o« Yz € FE, (f(x),z) =0.

X 2021

Soit (a,b) € R2. Soit A € M,,(R) la matrice dont les coefficients diagonaux valent b, et
les autres coefficients valent a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b)

pour que lim AP? existe.
p——+00

BN 2018

On munit £ = My(R) de la norme ||-|| définie par ||Al|. = 1I<r1a><<:d|aij|.
SSAVES

1. Soit A € M4(R). Montrer que la série

oo gn
= n!
converge.
+o00 AP
On note exp(A) = > —-
“— n!

2. Calculer exp(A) pour

10 1 0 01
reflo 1)l 5)- (o)}
3. On fixe A et B, et on note :
1 1 1
T, = exp (A) exp (B) et S, =exp <(A + B)) )
n n n
Montrer que :

n—-+00

IS0~ Tl = O ().

4. Déterminer la limite de la suite (7)})nen-
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X 2019

Soit (n,p) € N avec 1 < p < n, et M € M,,(R) telle que rang(M) = p.
1. Soit y € R™. Montrer qu’il existe un unique = € RP? tel que

— 1 / _
Mz =yl = inf [[Ma"—y].
2. Montrer que M7T M est inversible.

3. Donner une relation entre Im(M) et Ker(M7).

4. En déduire une expression de .

X 2017
Soit M € M,,(C) et £E={PMP~'| P e GL,(C)}.
Montrer que £ est borné si et seulement si M est une homothétie.

11.2.1266 | X 2018
Soit A € S,(R), de valeurs propres A\; < -+ < A,
Pour tout k£ € [1,n], montrer que :

Ap = min ( max (Ax, :c>> .
F sev de dim k \ z€F, ||z||=1
11.2.1267 | CCINP MP 2026
Soit E un espace euclidien, € = (ey,...,e,) et £ = (é1,...,6,) deux bases de E.
Soit {z1,...,x,} une famille quelconque de F.
1. Si B est une base de E, on note detg(zy,...,x,) le déterminant des vecteurs
x1i,...,%, (pris dans cet ordre) exprimés dans la base B.

Montrer que :
detg(xy,...,x,) = detg(xy, ..., x,) - detg(E).

2. Soit ||-|| une norme sur E, (z1,...,x,) une base de E et £ = (ey,. .., e,) une base
orthonormée de E.

(a) Montrer que :

n
|dete (21, ..., 2,)] < H||xz||
i=1

(b) Montrer le méme résultat avec {x1,...,z,} une famille quelconque.
3. Soit A = (aij)lgi,jgn c MN(R)
Montrer que :

[det(A)] < Vnn[All%,

ol [[Alloc = sup [ay].

1<i,j<n
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X 2018

Soit u un endomorphisme de C" tel que :
Vo € C*, 3\, pu) € C?,  u*(x) = \u(x) + pz.

1. Montrer que u possede au plus deux valeurs propres distinctes.

2. Montrer qu'il existe (a, ) € C? tel que :

u? = au + SId.

X 2015

Soit A un ensemble non vide et £ = F(A,R) I'espace vectoriel réel des fonctions de A
dans R. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension n. Montrer I'existence de

fi,..., fn dans F et de xq,...,x, dans A tels que la matrice (fi(z;))1<ij<n SOit égale
al,.

I11.2.1270| Mines-Ponts MP 2026

Soit B I’ensemble des suites bornées sur CZ.
Soit T € L(B) tel que pour tout U € CZ,

T(U) =T ((un)nEZ) = (Un+1)nez'

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 7T'.

2. Soit S un sous-espace vectoriel de dimension finie de C* stable par T
On note T I'endomorphisme induit sur S.

Soit A € Sp(T’). Montrer que la suite (Ker(T — Ad)™)nen- est stationnaire pour
n > 1, c’est-a-dire :

¥n > 1, Ker ((T = Ad)") = Ker(T — Ad).

3. En déduire l'existence de Aq,..., A\, deux a deux distincts tels que :

S = P Ker(T — \ld).
=1

I1.2.1271 | Mines-Ponts MP 2026

Soit A € M,(R).
1. Sirang(A) = rang(A?), montrer que R" = Im(A) & Ker(A).
2. Montrer I’équivalence entre :
i) rang(A) = rang(4?);
ii) a(A+ al,)”' admet une limite quand a tend vers 0.

ENS MP 2024

Montrer que toute matrice de GL,(C) admet une racine carrée.
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I11.2.1273 | Mines-Ponts MP 2026

Soit z € C* et M la matrice carrée de taille n définie par :

M= (Z\i—jl)

1<, 5<n

Etudier I'inversibilité de M. Si M est inversible, exprimer son inverse.

I11.2.1274 | ENS Lyon MP 2022

Soit n € N*. On considere des fonctions dérivables y1, ..., ¥, et des réels a;; € R tels
que, pour tout 1 <7 < n,

yi=> ajy; et lim y(t) =0.
j=1

t——+o00

Montrer que la famille {yy,...,y,} est liée.

ENS MP 2024

A quelle condition sur la matrice A, la comatrice de A est-elle diagonalisable ?

ENS MP/MPI 2023
Soit A et B deux matrices de GLy(R).
On suppose que ABA™'B~! commute avec A et B.

Montrer que BA = £AB.

11.2.1277 | ENS MP/MPI 2023

Soit A € O,(R) et M une matrice de réflexion dans O,,11(R). On pose :

, (10
veuf) )

Calculer y 4/(1) en fonction de la premiére colonne de M et de x 4.

NS MP 2024

Soit A, B,C € M, (R). On considere I’équation
(B): X —AXB =C

d’'inconnue X € M, (R).

1. On suppose que, pour tout (o, ) € Spc(A) X Spe(B), aff # 1. Montrer que
I'équation (F) admet une unique solution.

2. Que se passe-t-il dans le cas général 7

BN MP 2018

Déterminer les matrices de GL,,(C) qui commutent avec tous les éléments de leur classe
de conjugaison.
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11.2.1280 | ENS MP/MPI 2023

Soit (E,(-,-)) un espace euclidien, m € N* u,uy, ..., u,, des vecteurs de E. Montrer
que
ue Ryu +--- +Riuyp,

si et seulement si

{r e E|Vie[l,m], (uj,x) <0} C{z € E| (u,x) < 0}.

NS MP 2024

1. Soit A € S,(R) a coefficients strictement positifs. Montrer qu’il existe un vecteur
propre de A dont tous les coefficients sont strictement positifs.

2. Soit A € M5(R) a coefficients strictement positifs. Montrer que A posséde un
vecteur propre a coefficients strictement positifs.

a;
1
Montrer que My M, --- M, est a spectre inclus dans R\ Q.

3. Soital,...,anEN*,Mi:< 1) pour 1 < i < n.

11.2.1282 | ENS MP/MPI 2023

On note || - || la norme d’opérateur sur M, (C) associée a la norme X X'X.
1. Soit A, B € S,(R). Montrer que [|e!4 — || < ||A — B]|.

2. Montrer que le résultat reste vrai sous '’hypothese que A et B sont deux matrices
de M, (C) telles que A' = Aet B' = B.

I1.2.1283 | Mines-Ponts MP 2026

Soit K un sous-corps de C.
Soit A une matrice de M, (K). On note x4 son polynéme caractéristique.
1. (a) Donner le lien entre la diagonalisabilité de A et son polynéme minimal.
(b) On suppose que x4 possede n racines distinctes dans K.
Montrer que A est diagonalisable.
(¢) Donner un exemple de matrice de M(R) non diagonalisable dans M(C).

2. On note Ay,..., A, les racines de y 4 comptées avec multiplicités et

AA) = T h—Nl%

1<i<j<n

(a) Montrer que x4 possede n racines distinctes si et seulement si A(A) # 0.
(b) Montrer que I'application

A M(C) — Ry
A — A(A)

est polynomiale en les coefficients de A.

(c) En déduire que l’ensemble des matrices possédant n valeurs propres dis-
tinctes est un ouvert de M, (C).
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I11.2.1284 | CCINP MP 2026

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v € L(FE).

1. Montrer que :
Vk € N, Ker(u¥) C Ker(u*).

2. Montrer qu’il existe un k € [1,n] tel que :
Ker(u") = Ker(u**).

3. Montrer que pour tout naturel p, Ker(u*) = Ker(u**?).
Indication : montrer que Ker(uf*1) = Ker(u**2) .

4. Montrer que les questions 2 et 3 ne sont pas forcément vraies en dimension infinie.

I1.2.1285| Mines-Télécom MP 2026

On considere 'application

% cN — CcN
(UH)HEN — (Un>n€N
ou
Uy, — Up—
vo=uy et Yn>=1, wv,= ”2"1

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de .

Comp Mp 2070
Soit E' = C([0,1],R). On définit 'application T telle :
1

Vfe B, Vrelo1], T(f)(x):(x—l)/wtf(t)dt+x/ (t— 1)f(¢)dt.

0 T

Montrer que 1" est un endomorphisme.
Montrer que T'(f) est C? sur [0, 1] pour tout f € F et calculer T(f)".
Calculer T'(f)(0) et T'(f)(1) pour tout f € E.

On note G I'ensemble des applications de classe C? sur [0, 1] qui s’annulent en 0
et en 1. Montrer que Im(7") = G.

Déterminer Ker(T).

6. Déterminer les éléments propres de 7.

- L o=

ot

I1.2.1287 | Mines-Télécom MP 2026

Soit n > 3 et

0 - 0

11 1
A=|1 0 -+ oo 0] € My(R).

10 -+ --- 0

Etudier la diagonalisabilité de A en fonction de a € R.
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I1.2.1288 | Mines-Télécom MP 2026

Soit A € M,(R) telle que A2+ A+ I,, = 0.
1. Montrer que n est pair.
2. Calculer det(A) et Tr(A).

I11.2.1289 | CCINP MP 2026

1. Rappeler pourquoi I'application trace est une forme linéaire de M, (C). Donner
la dimension et une base de Ker(Tr).

2. Soit ¢ 'application définie sur M, (C) par :
d(A)=A—Tr(A)L,.

(a) Soit A € M, (C). Calculer Tr(¢(A)).
(b) En déduire les valeurs propres de ¢.

3. L’application ¢ est-elle diagonalisable 7 Déterminer ses sous-espaces propres.

4. Dans le cas ou n = 2, donner la matrice de ¢ dans la base canonique.

I11.2.1290| Mines-Ponts MP 2026

1. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe P € R[X] tel que P(A) =0 et P(0) # 0.
2. Soit A, B € GL,(R) et C, D € M,(R) telles que :

Vk e N*, A*C = B*D.

Montrer que C' = D.

I11.2.1291 | Mines-Ponts MP 2026

Soit a < b et (Sk)kefo,m] une subdivision de [a, b].
Soit. A I'ensemble des fonctions affines sur chaque sous-intervalle [Sk_1, Sk].

1. Montrer que A est un espace vectoriel réel et déterminer sa dimension.

2. Soit (f,)pen une suite de fonctions de A qui converge. Montrer que la suite (f,)pen
converge uniformément et que sa limite est dans A.

BNS PG 2024

Soit E' un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que pour tout A € E, on a rang(A) < 1.
Montrer que dim(E) < n.

11.2.1293 | ENS PC 2024

Soit A € S,(R). On suppose que ayy, ..., Gy, sont les valeurs propres de A.
1. Montrer que A est diagonale.

2. Ce résultat est-il vrai si on ne suppose plus que la matrice A est symétrique ?
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ENS PC 2024

Soit V un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? —1 stable par multiplication.
On cherche a montrer que I,, € V' et on procede par I'absurde en supposant que I,, ¢ V.

1. Montrer que si M? € V, alors M € V.
2. Montrer que les matrices E;; appartiennent a V.

3. Conclure.

BNS PO 2024

1. Montrer qu'une matrice inversible S € S, (R) possede k valeurs propres positives
si et seulement si il existe deux espaces vectoriels F' et G tels que dim(F) = k,
dim(G) =n—k et

V(z,y) € F x G, (z,Sz) >0 et (y,Sy) <O.

2. Soit S € S,(R) et P € GL,(R). Montrer que S et PTSP ont le méme nombre
de valeurs propres positives.

BNS PO 2024

Soit A, B € S,,(R) avec B définie positive. On suppose que pour tout vecteur colonne X
on a :
IXTAX| < XTBX.
1. Montrer que |det(A)| < det(B).
Indication : on pourra chercher a définir VB.

2. Soit Sq, ..., Sk des matrices symétriques définies positives et Ay, ..., A\p des réels
non tous nuls. Montrer que :

det (fj )\iSi>

i=1

k

=1

I11.2.1297| ENS PC 2024

Soit A € M,,(R). Montrer I’équivalence entre les deux propriétés :
i) La matrice A est diagonalisable.
ii) 1l existe S € S, (R) définie positive telle que AS = SAT.

Indication : on pourra introduire V/S.

ENS PG 2024

Soit A S MQ(R)

1. Montrer que si ses deux valeurs propres sont complexes conjuguées, il existe une
matrice de passage P, r > 0 et # € R tels que :

A=t (00 e)”

2. A quelle condition existe-t-il z,y, z € R? tels que tout point a € R? est dans le
triangle A"z, A"y, A"z pour tout n suffisamment grand ?
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ENS PC 2024

Soit (Py)o<k<n une famille de polynémes avec deg(FP;) = k. On consideére I'opérateur

L=> PDF

keN

ot D est Popérateur de dérivation. A quelle condition sur les P, a-t-on que L est une
bijection de R,[X]| dans R,,[X]?

BNS PO 2024

Soit n > 1 un entier. Pour tout € R, notons J, la matrice carrée de taille n contenant
des x sur sa diagonale et des 1 partout ailleurs.

1. Calculer det(J,).

2. Pour tout o € S,,, on note £(¢) sa signature et f(o) son nombre de points fixes.
Montrer que :
n

n+1

Z 5(‘7) — (_1)n+1

BNS PG 2024

Soit n et k des entiers avec k > n > 1. Trouver toutes les matrices de A € M, (R)
n’ayant que des valeurs propres réelles telles que :

A4 AR = AT,

ENS PG 2024

On note A : M,(R) — C la fonction qui & une matrice A donne la valeur absolue de la
plus grande valeur propre de A : A(A) = |Aq].

1. Montrer que A n’est pas lipschitzienne pour la norme d’opérateur.

2. Montrer que si A est une matrice réelle symétrique, alors

A(A) = sup |(u, Au)|.

[[uf| =1

3. Montrer que A restreinte a S, (R) est lipschitzienne.

BNS PG 2024

Soit (n)i1<n<n €t (Yn)i<cn<ny deux ensembles de vecteurs de RF. Montrer que si
(Tn, Tm) = (Yn,Ym) pour tous n,m < N, alors il existe une matrice orthogonale
O € Ok(R) telle que y,, = Ox,, pour tout n < N.

NS PG 2024

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n.

1. Montrer que u est un endomorphisme de V trigonalisable si et seulement si il
existe Vo C Vi C -+ C V, des sous-espaces vectoriels de V' avec dim(V}) = k et

2. Soit w € L(V) trigonalisable. Est-ce possible d’avoir deux suites distinctes de
sous-espaces vectoriels qui vérifient les conditions ci-dessus ?
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ENS PC 2024

Soit n € N.

1. On consideére sur R, [X] le produit scalaire
1

(P,Q) = /0 P(s)Q(s) ds.

Calculer la matrice ((X*, X/ ))(i.)e{0,...ny2 €t montrer que celle-ci est inversible.

2. Déterminer les minimiseurs pour

1
inf / |P(2) — ¢|? dax.
0

PeR,[X]

BNS PO 2024

Soit A € M,(R) dont les coefficients sont tous égaux a 0 ou 1.
On suppose que ATA = kI, + J avec k € N* et ot J est la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 1. On veut montrer que AAT = AT A.

1. Montrer que A est inversible.

2. Montrer que AJ et JA sont proportionnelles a J.

Indication : pour AJ, montrer qu’il suffit de prouver que Ae est proportionnel
ae (avece = (1,...,1)), puis poser ey, ..., e, la base canonique de R™ et calculer

(Ae)T(Ae;) et e(Ae;).
3. Montrer que JA = AJ.

4. Conclure.

I11.2.1307 | CCINP MP 2026

Soit
0 a an,
ay 0 0
A - . < Mn+1 (R)
a, 0 0
avec a, ..., a, non tous nuls.

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Calculer le rang de A. Que peut-on en déduire sur le spectre de A?
3. Calculer A%2. En déduire le spectre de A.

11.2.1308 | Mines-Télécom MP 2026
Soit A € M,,(R) diagonalisable.
Montrer que

est également diagonalisable.
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I11.2.1309| ENS PC 2024

Soit U € O3(R) de déterminant —1.
Montrer que —1 est une valeur propre de U.

11.2.1310| x
Soit n € N* et A, B,C € M,(R). Montrer que :

rang(AB) + rang(BC) < rang(ABC) + rang(B).

I1.2.1311| Mines-Télécom 2021

Soit A € M3(R) ayant 2 et —2 comme valeurs propres et vérifiant A* = 442
Montrer que A est diagonalisable.

I11.2.1312| Mines-Ponts 2019

Soit £ = {A € M,(R) | A*>+ A = 10I,}. On définit D sur E par D(A) = det(A).
Déterminer D(FE).

I1.2.1313 | PT 2018
Soit E un C-espace vectoriel et u € L(E) tel que :

w4+ u—6ldg =0 u#2ldg, u# —3ldg.

1. Montrer que v est un automorphisme. Exprimer u~! en fonction de u et Idg.

2. Soit F' = Vect({Idg, u}), sous-espace vectoriel de L(E).
Déterminer la dimension de F'.

11.2.1314 | Mines-Ponts 2019
Soit A, B € M,,(K) et E={M € M,(K) | AMB = 0}.
Montrer que E est un espace vectoriel et en trouver la dimension.

11.2.1315| CCINP 2018
Soit J € M3(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1 et A = J — 213.

1. Déterminer un polynéme P, annulateur de A, de degré 2.

2. Pour n > 2, expliciter le reste R,, de la division euclidienne de X" par P.
3. En déduire une expression de A™ en fonction de n et de A.
4

. Soit (un)nen, (Vn)nen €t (wy)nen trois suites réelles vérifiant ug = 1, v9 = 0,
wo = —1 et, pour tout n € N,

Up+1 = —Up + Uy + Wy
Un4+1 = Up — Up + wy,

Wyl = Up + VUp — Wy

Déterminer u,, v,, w, en fonction de n.
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I11.2.1316 | Mines-Télécom 2018

Soit n € N*. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) n est pair;
ii) il existe des matrices inversibles A, B € GL,(R) telles que AB + BA = 0;
iii) il existe des matrices orthogonales A, B € O,(R) telles que AB + BA = 0.

I1.2.1317 | Mines-Télécom 2018

Soit m € R et
-1 m —-m
A=m 1 3 € M;(R).
0O m m

Déterminer le rang, le noyau et I'image de A.

I11.2.1318 | Mines-Ponts MP 2026

Soit A, M, N € M, (R)
1. Montrer que AAT et AT A sont diagonalisables dans M, (R).

2. (a) Montrer que M N et NM ont les mémes valeurs propres.
(b) Notons E)\(MN) I'espace propre associé a la valeur propre A de M N.
Montrer que si A # 0, alors :

dim(Ey(MN)) = dim(Ey(NM)).

3. En déduire que ATA et AAT ont les mémes valeurs propres avec mémes multi-
plicités et qu’il existe U € O,(R) telle que :

ATA=UT(AATU.

I1.2.1319 | Mines-Télécom 2018

Soit (E; ;)i<ij<n la base canonique de M, (R). Montrer que pour tout ¢, j, avec ¢ # j,
E; ; est semblable a F 5 et E;; est semblable a E; ;. Montrer également que £ o est
semblable a %ELQ.

I11.2.1320| Mines

Soit K un corps, E un espace vectoriel sur K de dimension finie, u un endomorphisme
de E. Montrer qu’il existe un unique couple (N, I) de sous-espaces vectoriels de F
stables par u, supplémentaires dans E, et tel que u induise sur N un endomorphisme
nilpotent, et sur I un isomorphisme.

Navale
Soit M € M, (C).
Montrer que Sp(M) = {1} si et seulement si pour tout k € [1,n], Tr(M*) = n.
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I1.2.1322| Centrale 2021

Soit K un sous-corps de C.

1. Montrer que les formes linéaires de M, (K) sont les ¢4 : M — Tr(AM), avec
A e M, (K).

Dans la suite, m,n € N*, f désigne un morphisme d’algebres de M,,(K) dans
M, (K), Tr, la trace sur M, (K) et Tr,, la trace sur M,,(K).

2. Soit ¢ =Tr, o f.
(a) Calculer p(AB) — ¢(BA) pour A, B € M, (K).
(b) Montrer qu’il existe a € K tel que ¢ = aTr,,.

Mines-Télécom 2025
Soit
0 3 2
A=|-2 5 2| e M;R).
2 3 0

Prouver que A est diagonalisable, et exprimer la matrice de passage de la base de
diagonalisabilité a la base canonique.

Mines-Télécom 2025
Soit
P — (X-DP
1. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de R, [X].

2. Trouver les valeurs propres de ¢ et les espaces propres associés.

S

Soit K le corps des réels ou celui des complexes.
1. Soit £ = M,(K), muni de la base canonique B = (Ej 1, E12, Fa1, Ea2).
Déterminer la matrice (p)8 du projecteur p sur Vect(Iy) parallélement &
F = Vect({Ey 1, B2, E12}).
2. Soit n € N* et soit F' un hyperplan de M, (K) stable par le produit. Le but est
de démontrer que [, € F. Pour cela, on raisonne par ’absurde en supposant que
I, ¢ F. On note p le projecteur sur Vect([,) parallelement a F'.
(a) Montrer que pour tout (M, M) € M,(K)?, p(MM') = p(M)p(M").
(b) Montrer que si M? € F, alors M € F.
(c) Montrer que pour tout (i,j) € [1,n]* on a E;; € F.
(d) Conclure.
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cop 2025

Soit E' un espace euclidien de dimension n, dont le produit scalaire est noté (-, -). Soit
u € L(F) vérifiant :
Vee B, (u(z),z)=0.
1. Montrer que pour tout (y,2) € E?, (u(y),z) = —(u(z),y).
2. Montrer que Ker(u) et Im(u) sont supplémentaires orthogonaux.
3. L’endomorphisme induit uhm(u) admet-il des valeurs propres ?

Déterminer les polynémes de R[X] ne s’annulant pas sur R et en déduire que
rang(u) est pair.

I1.2.1327 | Navale PSI 2019

On considere la matrice

1 -1 1
A=|[3 =2 2| e My(R).
1 0 0

On souhaite rechercher les matrices M € M3(R) vérifiant M? = A.
1. La matrice A est-elle diagonalisable ? trigonalisable ?
2. Réduire la matrice A.

3. Que dire du spectre d'une solution M ?
4. Résoudre M? = A.

I11.2.1328| C.C.E. Mines PC 2014

A quelle(s) condition(s) sur les scalaires a, b, ¢, d la matrice

1 a b
0 0 d
est-elle diagonalisable ?
C.C.E. Mines PC 2017
1 01
On considere la matrice U = |1 0 1| € M;5(R).
1 11

1. Montrer que {U, U?} est libre.
2. Trouver a et b dans R tels que U? = aU? + bU.

3. Montrer que pour tout entier n > 3, il existe (a,, 8,) € R? tel que :
U" = o,,U? + B,U.

4. Exprimer o, o en fonction de o, 1 et ay,.

5. En déduire une expression de «,, en fonction de n.
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I11.2.1330| C.C.E. Mines PC 2017

5 —1 =3
1. La matrice réelle A= |3 1 —3| est-elle diagonalisable ?
1 -1 1

2. Déterminer I’ensemble des matrices qui commutent avec D = diag(1,2,4).
3. On considere I'équation
(E): M?=D
d’inconnue M.
Montrer que M et D commutent et en déduire les solutions M de I’équation (F).
4. Résoudre I'équation X? = A d’inconnue X € M;3(R).

11.2.1331 | TPE/EIVP PSI 2016

Soit P un polynome réel de degré 3.
Soit F = (P,XP, P', XP', X*P') un systeme de R,[X] et D son déterminant.

1. Montrer que D = 0 si, et seulement si, il existe U € Ry[X] et V' € Ry[X] tels que
PU = P'V.

2. Montrer que D = 0 si, et seulement si, P admet une racine multiple.
3. Calculer D pour P = aX? +bX +c.

[11.2.1332] x

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Montrer que tout automorphisme
de l'algebre L(FE) est de la forme

ur— Touor * ourt € GL(E).

11.2.1333 | CCINP MPI 2026

Soit E un espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit f
I’endomorphisme de F déterminé par :

Vke{l,...,n}, flex) :ek+zn:ei.

i=1
Donner la matrice de f dans B.

Déterminer les sous-espaces propres de f.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Ll

Calculer le déterminant de f.
L’endomorphisme f est-il inversible ?

BNS

1. Décrire les sous-espaces vectoriels de M, (C) formés de matrices de rang au plus 1.

2. Déterminer les automorphismes de 'espace vectoriel M, (C) qui conservent le
rang.
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I11.2.1335| ENS

Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de GL,(C) qui anticom-
mutent deux a deux.

I11.2.1336 | ENS

Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2. Déterminer le nombre de matrices
2(C) telles que A% = I,,.

A
m
@
t~

11.2.1337| x

Soit A, B dans M,,(C) et Ay, ..., Ay des nombres complexes deux a deux distincts. On
suppose que A + \; B est nilpotente pour tout 7. Montrer que A et B sont nilpotentes.

I11.2.1338 | ENS

Soit K un sous-corps de C, FE un K-espace vectoriel de dimension finie, v un endomor-
bl )
phisme de F, 7, son polynéome minimal. Démontrer I'inégalité :

deg(m,) < 14 rang(u).

11.2.1339 | x

Soit A € My(C). L’algebre C' des matrices de M,(C) commutant avec A peut-elle étre
un corps ?

I11.2.1340| ENS

Soit M € M,(Q). On appelle my; € Q[X] (resp. uy € R[X]) le polynéme minimal
de M en tant que matrice de M, (Q) (resp. M, (R)). Montrer que my = pups-

11.2.1341 | x

1. Montrer que deux matrices carrées réelles semblables dans M,,(C) sont également
semblables dans M, (R).

2. Soit K un corps commutatif infini, I. un sur-corps de K, M et N deux matrices
de M, (K). On suppose M et N semblables dans M, (L). Démontrer qu’elles le
sont également dans M, (K).

11.2.1342| ENS

Soit n > 2. Déterminer les matrices de GL,(K) qui s’écrivent comme un produit de
matrices de trace nulle.

[11.2.1343] x

1. Montrer que ’exponentielle réalise une bijection entre les matrices nilpotentes et
les matrices unipotentes (c’est-a-dire les matrices qui s’écrivent I,, + N, avec N
nilpotente) de M, (C).

2. Quelle est I'image de 'application M +— exp(M) de M, (C) dans lui-méme ?

338




11.2.1344 | x

1. Déterminer la décomposition de Dunford de exp(A) en fonction de celle de A.
2. Déterminer les matrices A de M,,(C) telles que exp(A) = I,,.

11.2.1345| ENS

Soit m > 2. On considere R™ muni du produit scalaire canonique et A € R. Pour quelles
valeurs de n, existe-t-il zy, ..., z,, dans R" tel que les x; soient unitaires et (x;, x;) = A
pour i # 57

I11.2.1346 | ENS

»(R) I'ensemble des matrices réelles antisymétriques de taille n. Montrer que
exp : A,(R) — SO, (R) est surjective.

©)
=
=
S
&
s

I1.2.1347 | ENS
Déterminer les applications f : R™ — M, (R) telles que :

VX € R",YO € O,(R), f(OX)=O0f(X)O".

I11.2.1348 | ENS

Soit E' un espace euclidien orienté de dimension 3 et f € L(E) non nulle. Montrer que
f est une rotation si, et seulement si,

Y(u,v) € E%,  fu) A f(v) = f(uAv).

11.2.1349| x
Soit

A:

SR

r
p EMg(R)
q

2”8 3R

Déterminer, lorsqu’elle existe, la limite de la suite (A™),>0.

11.2.1350 | x

Soit A et B deux matrices symétriques réelles positives de M, (R). On ordonne les
valeurs propres : 0 < A\ < --- < A\, pour Aet 0 < py < --+ < p, pour B. Montrer
que :

[11.2.1351] x

Soit A et B deux matrices antisymétriques réelles. Montrer que Tr((AB — BA)*) > 0.
A quelle condition cette trace est-elle nulle ?
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[11.2.1352] x

Soit H = (hij)1<ij<n € M, (C) une matrice hermitienne positive.
n
1. Montrer que 0 < det(H) < H hjj.
J=1

2. En désignant par R et S les parties réelle et imaginaire de H, montrer que
det(H) < det(R).

3. Soit A = (aij)1<ij<n € M,,(C). Démontrer I'inégalité :

[det(A)] < I \/|Cbz'1|2 a2+ A |am*.
i=1

[11.2.1353 x

Soit F' et G deux polynémes non constants a coefficients complexes de degrés respectifs
n et m.

1. On considere

o Cmfl[X]X(Cnfl[X] — Cner,l[X]
(U, V) — UF+VG

Montrer que ® est bien définie, qu’elle est linéaire, et donner une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’elle soit injective. Ecrire la matrice de ® dans les
bases canoniques.

Le déterminant de cette matrice, noté Res(F, G), est appelé résultant des poly-
némes F' et G.

2. Soit I' = {(F(t),G(t)) € C* | t € C}. Etablir I'existence de R € C[X, Y] tel que,
pour tout (x,y) € C?,

(x,y) €T <= R(z,y) =0.

ENS

Soit E un espace vectoriel de dimension n et Fi,..., Fy des sous-espaces vectoriels
k k

de E. Montrer que si Y dim(F;) > n(k — 1) alors () F; # {0}.
i=1 1=1

[11.2.1355] x

Soit E, F et GG trois K-espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soit f: F — F et g: E — G des applications linéaires. Donner une condition
nécessaire et suffisante sur f et g pour qu’il existe h : F' — G linéaire telle que
g=holf.

2. Soit g : E— G et h : F — (G des applications linéaires. Donner une condition
nécessaire et suffisante sur g et h pour qu’il existe f : E — F linéaire telle que

g=nhof.

[11.2.1356] x

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et a € E. Déterminer les éléments u
de L(FE) tels que pour tout z € E, la famille {a, z,u(x)} soit liée.

340




[11.2.1357] x

On rappelle qu'un idéal a gauche d'un anneau A est un sous-groupe additif de A stable
par multiplication a gauche par tout élément de A. Soit E un espace vectoriel de
dimension finie. On note, pour tout F' sous-espace vectoriel de F,

g(F)={ue L(E)| F C Ker(u)},

et si H est une partie de L(E), on note f(H) = (] Ker(u).

ueH
1. Vérifier que, pour tout sous-espace vectoriel F' de E, g(F) est un idéal a gauche
de L(E) et que 'on a (fog)(F)=F.
2. Soit [ un idéal a gauche de L(F).

(a) Soit uw € I, v € L(E) tels que Ker(u) C Ker(v). Montrer que v € I.

(b) Si p et g sont des projecteurs appartenant a I, montrer qu’il existe un pro-
jecteur r dans I tel que Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

(c) Prouver qu'’il existe un projecteur p appartenant a I tel que Ker(p) = f(I),
puis que I = L(E)p.

(d) Etudier g o f(I) et conclure.

[11.2.1358 ] x

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Si I est un idéal & droite de L(E) et
I un sous-espace vectoriel de E, on pose :

fI)=>"Im(u) et g(F)={ue L(E)|Im(u) C F}.

uel

1. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel ', g(F') est un idéal a droite de L(FE)
et que fog(F)=F.
Soit I un idéal a droite.

2. Soit u € I, v € L(E) tel que Im(v) C Im(u). Montrer que v € I.

3. Soit u et v deux éléments de I. Montrer qu’il existe un projecteur p € I tel que
Im(p) = Im(u) + Im(v).

4. En déduire qu’il existe un projecteur p appartenant a I tel que Im(p) = f([I),
puis que I = pL(E).

5. Conclure.

[11.2.1359 ] x

1. Soit K un corps commutatif et fi,..., f,, des applications de K dans K. Mon-
trer que la famille (f,...,f,) est libre dans KX si et seulement s’il existe
(21,...,2,) € K" tel que la matrice (f;(z;))1<i,j<n soit inversible.

2. Déterminer les applications f : R — R, dérivables, dont les translatées (i.e. les
applications f, : x — f(x + a) pour a € R) engendrent un sous-espace vectoriel
de dimension finie de RE,
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BNS

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les seuls idéaux bila-
teres de L(E) sont {0} et E. Cela reste-t-il vrai en dimension infinie ?

2. Soit p une semi-norme sur M, (C) vérifiant I'inégalité p(AB) < p(A)p(B) pour
tout (A, B) € M,(C)?. Montrer que p est nulle ou que p est une norme.

ENS
Soit £ = C*(R,R) et A I'ensemble des ¢ € L(E) tels qu'il existe une suite (4;);en &
support fini d’éléments de R[X] vérifiant, pour tout f € E,

ot f désigne la dérivée i@ de f.
1. Montrer que ¢ = 0 équivaut a A; = 0 pour tout i € N.
2. On admet que A est une algebre. En déterminer les éléments inversibles.

3. Existe-t-il des morphismes d’algebres de A dans R?

BNS

Soit A, B, C dans M,,(K). Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'’il existe
X dans M, (K) telle que C' = AXB.

ENS

Soit (A, B) € M, (K)%. Montrer I'équivalence des deux assertions suivantes :
i) 3X € M,(K), AX + XA = B;
ii) vC € M,(K), AC+CA=0 = Tr(BC)=0

BNS

Soit A € M, (K). Quels sont les n-uplets (aq,...,a,) € K" tels qu’il existe une matrice
de diagonale (ay,...,a,) semblable a A7

BNS

Soit p un nombre premier, A et B deux matrices de M, (Z).
1. Montrer que Tr((A + B)?P) = Tr(AP) + Tr(B?) mod p.
2. En déduire que Tr(A?) = Tr(A) mod p.

3. Soit la suite récurrente (u,)nen définie par ug = 3, ug = 0, uy = 2 et, pour tout
n € N, upi3 = upq1 + u,. Montrer que p divise u, pour tout p premier.

... MP 2019

Soit A et B deux matrices a coefficients réels carrées d’ordre 3. On suppose que
det(A) = det(B) = det(A+ B) = det(A — B) = 0.

Montrer que pour tout nombre réel z, det(A + zB) = 0.
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I1.2.1367 | Mines-Télécom MP 2026

Soit F un espace euclidien et f une isométrie vectorielle de F.
Soit encore g = f — Idg.

1. Montrer que Ker(g) = (Im(g))=*.
2. Soit x € F.

(a) Montrer que, pour tout n € N*, f™(z) — z € Im(g).

(b) Calculer :

lim 1 (x—i—f(x) +-~-—|—f”_1(x)>.

n——+oo n,

Centrale MP 2024
Soit M € M, (C).
1. On suppose M? diagonalisable et M inversible.
Montrer que M est diagonalisable.
2. Généralisation
Soit @ € C[X] telle que Q(M) est diagonalisable. On suppose que Q'(M) est
inversible. On veut montrer que M est diagonalisable. On envisage P € C[X]
scindé simple tel que P(Q(M)) = 0.
(a) Montrer que si A est une valeur propre de M, alors A est une racine simple
de Po Q.
(b) Conclure!

BNS

Soit A € M, (R). Pour o € S,,, on appelle serpent de A associé d o I'ensemble suivant :

SU = {a’l,U(l)a cee 7an,a(n)}'

1. Montrer qu’il y a équivalence entre :
i) tous les serpents de A contiennent 0;
ii) il existe une sous-matrice nulle de A de taille r x s, avec 7+ s =n + 1.

2. On suppose que A est a coefficients positifs et que la somme des coefficients
de chaque ligne de de chaque colonne vaut 1 (on dit que A est une matrice
bistochastique). Montrer que A posséde un serpent ne contenant pas 0.

BNS

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1 muni d’une norme ||-||. Montrer
qu’il existe une base de V' formée de vecteurs unitaires, dont la base duale est elle aussi
formée de vecteurs unitaires pour la norme induite par ||-|| sur V*.

[11.2.1371] x

Soit O € O, (R) et
A — OTAO

Calculer |det(10)].
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[11.2.1372] x

Soit A € M,,(C). On suppose que klim Tr(A*) = 0. Montrer que pour tout A € Sp(A)

—+00

[11.2.1373] x

Soit A = (aij)1<ij<n €t B = exp(A) = (byj)1<i j<n-
On suppose que pour tout (7, j) € [1,n]?, i # j, a;; > 0.
Montrer que pour tout (i,7) € [1,n]?, b; > 0.

11.2.1374| x

Soit A et B deux matrices diagonalisables de M,,(R). On suppose que exp(A) = exp(B).
Montrer que A = B.

I1.2.1375| ENS

On munit le plan R? de sa structure euclidienne canonique. Trouver toutes les appli-
cations f : Z% — R telles que :

uwlv = flu+v)=f(u)+ f(v).

11.2.1376 | x

1. Décomposition QR. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un unique couple
(Q,R) avec @ € O,(R) et R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux
strictement positifs tel que A = QR.

2. Soit A = (aij)1<ij<n € M,(R) dont on note C4, ..., C, les colonnes. Montrer que
|det(A)] < [[Cyff-- - (I Call

ot ||-|| est la norme euclidienne de R™. Etudier le cas d’égalité.

3. En déduire, si I'on pose ||Al| = max |a;;|, une constante ¢, indépendante de n,
ILIN

1
telle que

det(4)] < [|Alln
pour toute matrice A € M, (R).

[11.2.1377] x

Uy n
Soit U= [ 1 | € Mpx1(R) tel que Y uf =1.
i=1
Uy,
Montrer que la matrice A = I,, — 2UUT de M, (R) est orthogonale. Identifier I’auto-

morphisme de R™ qu’elle définit.

ENS

Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d’un espace vectoriel euclidien E. Montrer
que E est somme directe orthogonale de sous-espaces vectoriels de dimension 1 ou 2
stables par p et q.
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11.2.1379 | x
Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe P € O,(R) telle que PT AP ait tous ses coeffi-
cients diagonaux égaux.

BNS

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie d > 1. Pour n > 1, on note A, (F)
I’espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur E. Calculer dim(A,,(F)).

[11.2.1381] x

On note S 'ensemble des matrices A = (a;;)1<ij<n € Mn(R) telles que |a;;] < 1 pour

tout couple (i, j) et on considere av = sup det(A).
AeS

Montrer que « est fini, puis que « est un entier divisible par 271

BNS

Soit A € M,(K). On note A la transposée de la comatrice de A. Montrer que A est un
polynéme en A. On traitera successivement les cas K = R, K infini, K quelconque.

X-ENS

Soit n > 2 un entier. Déterminer les matrices A € M, (C) telles que A+ A soit scalaire,
ou A est la transposée de la comatrice de A.

[11.2.1384] x

Soit E un espace euclidien et (xy,...,x,) € E", vérifiant :
V(i,j) € [Lnl*, i#j = lzi—a >2
Soit B une boule fermée de rayon R contenant tous les x;. Montrer que

2(n—1)

R>

[11.2.1385] x

Soit A, B dans M, (R). On suppose A nilpotente et B = AP(A), ou P € R[X] vérifie
P(0) = 1. Montrer qu'il existe @ € R[X] tel que Q(0) =1 et A = BQ(B).

[11.2.1386] x

Soit f un endomorphisme antisymétrique bijectif d’'un espace euclidien F.
1. Montrer que dim(E) est un entier pair. On le note 2p.

2. Montrer qu'il existe une base orthonormée B = (eq,...,e9,) de E et des réels
ai,...,a, tels que, pour tout i € 1, p],

fe2) = —ajeqii1 et fleaim1) = ajey.
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[11.2.1387] x

I1.2.1388| ENS

Soit K un corps commutatif et S une partie de M, (K) telle que les éléments de S
commutent deux a deux. On suppose de plus que les éléments de S possedent un vec-
teur propre commun. Démontrer ’existence d’un vecteur propre commun aux éléments

de ST.

11.2.1389 | x

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, © un endomorphisme nilpotent de E
et S un sous-espace vectoriel stable par u tel que E = Im(u) 4+ S. Montrer que S = E.

11.2.1390| x

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(F) nilpotent et V un sous-
espace vectoriel de E stable par f. Montrer que V' admet un supplémentaire stable si
et seulement si f*(V) = f*(E)NV, pour tout k € N.

11.2.1391 | ENS

Soit V' un espace vectoriel quelconque, f un endomorphisme de V et n € N*. On
suppose que, pour tout x € V, la famille {z, f(z),..., f"(x)} est liée. Montrer que la
famille {Idy, f,..., f"} est liée.

11.2.1392 | ENS

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et © un endomorphisme de E. On note
7 le polynéme minimal de u. Pour tout x € E, on note E, = {P(u)(z) | P € K[X]}.

1. On suppose 7 irréductible. Soit F' un sous-espace vectoriel de F stable par u et
xeF.

(a) Montrer que £, C F ou E, N F = {0}.
(b) Montrer que :

p
I(z1,...,2p) € EP, E=EPF,,.
i=1

2. Montrer le méme résultat en supposant que la décomposition de 7 en facteurs
irréductibles est sans facteur carré.

3. Soit A € M,(Q) telle que A* = I,,. Montrer qu'il existe P € GL,(Q) telle que
P~ AP appartienne a M, (Z).

11.2.1393 | x

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et (f,h) € L(E)* On suppose X
irréductible et rang(h) = 1. Montrer que ’équation fg — gf = h d’inconnue g € L(F)
n’a pas de solution.
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[11.2.1394] x

Soit A et B dans M, (C). A quelle condition ’équation
AX -XB=Y

a-t-elle une solution X € M,,(C), quelle que soit Y € M, (C)?

[11.2.1395] x

Soit (A, B) € M,(C)2.

1. Déterminer les spectres des endomorphismes de M,,(C) définis par o : M — AM
et B : M — MB. Décrire les sous-espaces propres de « et [ et donner leur
dimension en fonction des dimensions des sous-espaces propres de A et B.

2. Montrer que si A (resp. B) est diagonalisable, a (resp. () I'est aussi.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I’endomorphisme ¢ de
M, (C) défini par ¢(M) = AM — M B soit surjectif.

4. Soit
. Al Ag o Bl BZ
A= < 0 A4> et B= <B3 B4>

telles que A et B commutent et Sp(A;) N Sp(A4) = (). Montrer que B = 0.

[11.2.1396] x

On désigne par fi, ..., f, les n fonctions de A € M,,(C) qui donnent les coefficients du
polynoéme caractéristique x4 de A :

Xa=X"+ fi(A)X" "+ 4 [ (A)X + fu(A).

1. Montrer qu’on a f;(AB) = f;(BA) pour tout i € [1,n] et tout (A, B) € M, (C)>.

2. Soit ® une fonction polynéme de M,(C) dans C telle que pour tout couple
(A,B) € M,(C), (AB) = ®(BA). Montrer que ® est un polynéme en fi,. .., f,.

X-ENS

Soit (K, ||-||) un espace vectoriel normé réel. Montrer I’équivalence des propriétés sui-
vantes :

i) la norme ||-|| est euclidienne i.e. provient d'un produit scalaire;
ii) pour tout (,y) € E, [lz + y[* + [lo — ylI* = 2|z [* + [|y[I*)
iii) pour tout (z,y) € E? l'application ¢ ~ ||z + ty||*> est un polyndme de degré
inférieur ou égal a 2;
iv) la restriction de ||-|| & tout plan P inclus dans E est euclidienne;

v) pour tout z € E, H(z) = {y € E | |z +y|* = ||z||* + ||y||*} est un ensemble
stable par homothétie.
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[11.2.1398] x

Soit H un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire et 7" un endomorphisme
continu de H vérifiant

V(,y) € H?, (T(x),y) = (z,T(y)).

Montrer que ||T|| = sup [(T'(z), x)|.

[|z||=1

I11.2.1399| X-ENS

On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

1. Trouver toutes les applications f : R? — R, telles que pour tous vecteurs u et v
orthogonaux, f(u+v) = f(u)+ f(v).
Indication : on pourra supposer, pour commencer, que f est paire.

2. Trouver toutes les applications f : R? — R continues telles que pour tous vecteurs
u et v orthogonaux, f(u+v) = f(u) + f(v).

[11.2.1400] x

Soit F, E' deux espaces euclidiens et a € L(E, E’). Montrer qu’il existe une unique
application linéaire b € L(E, E’) telle que :

e aobetboa sont symétriques;

e goboa=aetboaob=n0.

[11.2.1401] x

1. Soit z1,...,x, des vecteurs d’un espace préhilbertien réel.

(a) Montrer que la matrice A = ((x;, x;))1<i j<n €St symétrique positive de méme
rang que la famille (z1,...,x,). On dit que A est la matrice de Gram de la
famille (xq,...,2,). On la note G(z1,...,z,).

On suppose (z1,...,x,) libre et on pose ' = Vect({zy,...,z,}).

(b) Soit z € E. Démontrer que

' | det(G(x, 21,29, .., 20))
dist(z, F) —\l Gl o))

(c) On suppose F' orienté. Montrer que
det(G(x1,...,2,)) = [21,...,2,)"

2. Soit M = (mjj)1<ij<n € Mp(R) une matrice symétrique positive. Montrer qu'il
existe une famille (vq,...,v,) de n vecteurs de R™ telle que

V(i, ) € [1,n]?, mg; = (v, ;).
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I11.2.1402 | Mines-Ponts MP

Soit E = (([0,1],C), g une surjection continue croissante de [0, 1] sur lui-méme et
® I'endomorphisme de E défini par :

VieE, ®(f)=fog.

Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E stable par ®. Montrer que
I’application ® induit un automorphisme ¢ de V' dont la seule valeur propre est 1. En
déduire que ¢ = Idy .

I1.2.1403 | Mines-Ponts MP

Soit A € GL,(C) et

A A2
B = (A—l In> € My, (C).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Centrale

Soit K un corps, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n, v € L(F). On note
C(u) le commutant de u et C?*(u) le bicommutant de u, c’est-a-dire I'ensemble des
endomorphismes de E qui commutent avec tous les éléments de C'(u).

1. Vérifier que C?(u) est une sous-algebre de L(E) contenant K|u].
2. On suppose que u est nilpotent d’indice n. Montrer que C?(u) = K[u).

3. Soit Fy et Ey deux sous-espaces vectoriels de F supplémentaires dans E stables
par u. On note u; (resp. uz) l'induit de u sur E; (resp. Es). On suppose que les

polynoémes minimaux de u; et uy sont premiers entre eux avec C?(u1) = K[u] et
C?(uy) = Klug]. Montrer que C?(u) = K[u).

11.2.1405 | Mines-Ponts PSI 2024

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et H un sous-espace vectoriel
de E. Montrer que H est un hyperplan si et seulement si il existe une forme
linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker(¢).

2. Pour A € M,(R), on définit ¢4 : M € M,(R) — Tr(AM). Montrer que 'appli-
cation ¢ : A — ¢4 est un isomorphisme de M, (R) sur L(M,(R),R).

3. Soit

0 0 1
1 . 0 )

c=1o | e MuR) et Jr:<6 8>eMn(R).
0 0 1 0

Calculer Tr(J,C).

4. En déduire que tout hyperplan de M, (R) contient une matrice inversible.
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BNS

Soit A et B dans S, (R). Comparer Tr(ABAB) et Tr(A?B?).

I11.2.1407 | Mines-Ponts PSI 2024

1. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire sur R[X] tel que

1 sit=7y
0 sinon

(X' X7 :{

2. On munit R[X] du produit scalaire précédent.
On considere F' = {P € R[X] | P(1) = P(2)}.
Déterminer F'* et F + F*.

3. Déterminer dist(X, F).

I11.2.1408 | Centrale PSI 2024

Soit u € L(R,[X]) défini par u(P) = P'.
1. Montrer qu’il existe une base B de R, [X] dans laquelle la matrice de u ne com-
porte que des 0 et des 1.

2. Montrer, pour tout @ € R, [X], qu'il existe un unique polyndéme P € R,[X] tel
que P — P = Q.

3. Montrer que si pour tout z € R on a Q(z) > 0, alors pour tout x € R on a
P(z) > 0.

4. Montrer que si P est scindé sur R, alors () est scindé sur R.

11.2.1409| CCINP PSI 2024

Pour tout a € R, on pose :

1+20 9—2a0 —2«

M, = 0 4 0 € M;(R).
o 6—a 1—-a
1. Etudier la diagonalisabilité de M,,.
2. Déterminer le rang de M,,.
000
3. Déterminer P € GL3(R) telle que M_; = PAP ' avec A= |0 1 0.
00 4

4. On cherche a résoudre I’équation A2 = M_; et on pose B = P~1AP.
(a) Montrer que A% = M_; si et seulement si B* = A.
(b) Montrer que si B*> = A alors B et A commutent.
(c) En déduire les matrices B telles que B? = A.
(d) Résoudre A% = M_;.
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11.2.1410| CCINP PSI 2024

. o A1 Az o Al o AQ
Soit A17A2,A3,A4 S Mn(R)7 A= <A3 A4>’ Ci = <A3> et Cy = <A4 .

1. Montrer que rang(A) < rang(Cy) + rang(Cy).
4

2. Montrer que rang(A) < > rang(4;).
i=1

3. On suppose A3 = 0 et rang(A;) = rang(Ay) = n.
Montrer que A est inversible et déterminer A",

I11.2.1411 | Mines-Télécom PSI 2024

Soit

11110
100 01
D=|100 0 1|eM®)
100 01
11110
1. Donner, sans calcul, rang(D), Ker(D) et Im(D)

2. Diagonaliser la matrice D.

I11.2.1412| Centrale PSI 2024

Soit £ = C'(R,R) et W), I'ensemble des fonctions f de E, bornées, telles que :
z+2h x+h
Vz € R, F(t)dt = 2/ £(t) dt.
z+h x

1. Montrer que W}, est un espace vectoriel réel.
2. (a) Pour tout n € N*, soit

2nm
fn .t — cos (ht> .

Montrer que (fy,)nen+ est une famille libre d’éléments de W,
Que peut-on en déduire sur la dimension de W ?
(b) Soit T}, définie par :

VeeR, Ty(f):x+— f(z+h).
Montrer que W, C Ker(T? — 3T}, + 2Idg) puis que
Ker (T} — 3T}, + 2Idg) = Ker(T}, — Idg) @ Ker (T}, — 2Idg).

(c) En déduire que f est périodique.

3. Déterminer W,.
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11.2.1413 | CCINP PSI 2024

Soit A € O, (R).

1. Soit A une valeur propre complexe de A et X € C" un vecteur propre de A associé
a \. Calculer de deux fagons différentes (AX)TAX et en déduire que [A| = 1.

2. Soit B une autre matrice de O, (R). Montrer que |det(A + B)| < 2".

I11.2.1414 | Mines-Ponts PSI 2024

Soit X € R™ non nul. Pour tout M € M, (R), on pose p(M) = (MX, X).
1. Déterminer ¢(M,(R)).
2. Déterminer ¢(O,(R)).

I11.2.1415 | CCINP PSI 2024

1. Soit
1 -2 2
A=|1 -2 2|eM®).
-2 4 4

La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Soit A € M3(R) telle que dim(Ker(A4)) = 2.

_ (A pA (A A
OnposeB-(w4 0)poura,ﬂ,7€R,etC’-<O A)'

Calculer x¢ en fonction de x 4 et en déduire le spectre de C' en fonction du spectre
de A.

3. Calculer xp en fonction de x4 lorsque 8 # 0, v # 0 et a + 8 = ~ puis lorsque
B#0,a=20cty=—0.
En déduire Sp(B) en fonction de Sp(A) dans ces deux cas.

X
4. Montrer que si X € Ker(A) alors <O> € Ker(B).
En déduire que dim(ker(B)) > 2dim(Ker(A)).

5. Diagonaliser B pour a = —1, § = 3 et 7 = 2 avec A la matrice de la premiere
question.

I11.2.1416 | Mines-Télécom PSI 2024

Soit F un espace euclidien et f € L(E) tel que :
Vue E, (f(u),u) =

Développer (f(x +y),x + ).

En déduire une relation entre (f(z),y) et (f(y),z).

Si A € Sp(f), montrer que A = 0. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
Montrer que Ker(f)* = Im(f).

Soit B une base orthonormale adaptée a la décomposition £ = Ker(f) B Im(f).
Que dire de la matrice de f dans B?

A e e
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[11.2.1417] x mp

Soit A € M,,(R). Comparer les polynémes minimaux de A dans M,(R) et M,(C).

I11.2.1418 | Mines-Télécom PSI 2024

On considére dans R* muni de son produit scalaire canonique. Soit

x=|7|, v=

1
: et H = Vect({X,Y}).
1

— N =

Ecrire la matrice, dans la base canonique, de la projection orthogonale sur H.

11.2.1419| CCINP PSI 2024

1
Soit A, B € O,(R) telles que M = g(A + 2B) soit orthogonale. On pose C' = AT B.
1. Calculer ATB + BT A.

2. En déduire un polynéome annulateur de C.
3. Montrer que Ker(C' — I,,) et Im(C' — I,,) sont supplémentaires.
4. Montrer que A = B.

ENS MP

Soit £/ un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On dit que f est cyclique
sl existe x € E tel que £ = {P(f)(x) | P € C[X]}.

1. On suppose que f est cyclique. Montrer que tout endomorphisme induit par f
est cyclique et que I’ensemble des sous-espaces vectoriels de F stables par f est
fini.

2. On suppose que I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E stables par f est fini.
Montrer que f est cyclique.

ENS Lyon

Soit ' I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de [—1, 1] dans R. On munit £ du
produit scalaire donné par :

V(f.9) € B2 (F.g9) = [ f(cos(8))g(cos(0)) do.

Pour tout n € N, soit E,, le sous-espace vectoriel de E' constitué des fonctions polyno-
miales de degré au plus n, I, le projecteur orthogonal de F sur E,. On fixe g € E.
Pour tout n € N, soit M,, ;, 'endomorphisme de F,, défini par :

vf € Ena Mn,g = Hn(fg)

Etudier asymptotiquement la suite (Tr(M,, ;))nen--
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ENS MP

Soit n > 2 un entier, A et B dans GL,(C), X et Y dans C".

1. On suppose que :
Vk e N*,  A*X = B*Y.

Montrer que X =Y.

2. Déterminer le plus petit N de N* tel que, pour toutes matrices A, B € GL,(C)
et tous vecteurs X,Y € C", la condition

Vk € [1,N], A*X = B*Y

implique 'égalité X =Y.

11.2.1423 | Mines-Télécom MP 2026
Soit f € L(R?) et B, la base canonique de R*.
On considere la matrice de f dans la base B, :

_ o O =
_ o O =
— = =

1
1
A:(f)gz: 1
1

Montrer que f est diagonalisable.
Donner une base de Ker(f) et de Im(f).
Montrer que Im(f) est stable par f.

Ll

On notre g = f|im(s) 'endomorphisme induit par f sur Im(f). Donner la matrice
de g dans une base choisie.

5. Déterminer le spectre de g.

6. Déterminer le spectre de f.

[11.2.1424] x mp

Déterminer les n € N* tels qu’il existe A € M,,(R) de polynéme minimal X3 +2X + 2.
Méme question dans M, (Q).

ENS MP

Soit ¢ une fonction convexe de R, dans R telle que ¢(0) = 0.
1. Montrer que ¢ est continue.

2. On note E, 'ensemble des fonctions f : R — R continues par morceaux telles
que ¢ o |f] soit intégrable sur R. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel
de RE si et seulement s’il existe C' > 0 tel que :

Ve e RY, ¢(27) < Cp(x).
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ENSAM PT 2017
Soit
f @ RJX] — R, [X]
P(X) — (B-X)P(X)- P(X)+ X?P"(X)
. Montrer que f est un endomorphisme.

. Donner la matrice de f dans la base canonique.

. ’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

=~ W N =

. L’endomorphisme f est-il un automorphisme ?

11.2.1427| ENSAM PSI 2017

1. Montrer que

(P, Q) — (P,Q) = P(0)Q(0) + P/(0)Q'(0) + P"(0)Q"(0)

est un produit scalaire sur Ry[X].
2. Montrer que la famille (1, X, X?) est orthogonale.
3. Orthonormaliser la famille (1, X, X?).

4. Soit f l'application définie pour tout P € Ry[X] par f(P) = P(1 — X). Montrer
que f est un automorphisme et expliciter f~!. L’application f est-elle une iso-
métrie ?

I1.2.1428 | ENS MP
Soit (m,n) € N* x N*, A;y,... A, des éléments idempotents de M, (R), c’est-a-dire
vérifiant A, A, = Aj. Montrer que :

i(n —rang(A;)) > rang (In - ﬁ Ai> ,

=1 =1

BNS PO

Soit V' un hyperplan de M(R) dont tous les éléments sont diagonalisables dans R.
1. Montrer que I, € V.
2. Donner un exemple de tel hyperplan V.

3. Montrer qu'’il existe P € GLy(R) telle que P~'V P contienne toutes les matrices
diagonales.

4. Montrer qu’il existe Q@ € GLy(R) telle que Q7'VQ = S»(R).

11.2.1430| CCINP PSI 2024

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes de E tels
que f + g = Idg et rang(f) + rang(g) < dim(FE).

1. Montrer que E = Im(f) + Im(g).

2. Montrer que £ = Im(f) & Im(g).

3. En déduire que f et g sont deux projecteurs tels que fog=go f =0.
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11.2.1431 | CCINP MP 2012
Trouver toutes les matrices A € My(R) telles que A* — 8A? + 21A — 181, = 0.

11.2.1432| X FUF 2024

Trouver toutes les matrices triangulaires réelles qui commutent avec leur transposée.
Que se passe-t-il pour des matrices triangulaires complexes ?

11.2.1433 | X FUF 2024

Soit E un espace vectoriel réel. Soit f € L(F) un endomorphisme. On suppose que
> = f. Montrer que E = Im(f) & Ker(f).

11.2.1434 | X FUF
Soit F un espace vectoriel réel.

1. Soit f € L(E) et g un projecteur de E. Montrer que
Ker(f o g) = Ker(g) & (Ker(f) NIm(g)).
2. Soit f un projecteur de E et g € L(FE). Montrer que

Im(f o g) = Im(f) N (Ker(f) + Im(g)).

11.2.1435| X FUF 2024

Soit F, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) et v €
Montrer que rang(v o u) = rang(u) si et seulement si Im(u) N Ker(v) = {0

L(F.G).
1.

11.2.1436 | X FUF 2024
Soit M € M,(C).
1. Montrer qu’il existe A, B € M, (C) inversibles telles que M = A + B.
2. Montrer qu'il existe A, B € M,,(C) diagonalisables telles que M = A + B.

11.2.1437| X FUF 2025
Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive. On définit :
f: Sy(R) — R
M  — Tr(M — AeM)
1. La fonction f est-elle majorée ? Est-elle minorée ?

2. Montrer que f atteint son maximum.

3. En quel(s) point(s) f atteint-elle ce maximum ?

X FUF

Soit A une matrice orthogonale réelle. Montrer que :
R" = Ker(A —I,) ® Im(A — I,,).

A-t-on Ker(A—1,) L Im(A—1,)7
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X FUF 2024

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et f € L(F). On suppose qu'il existe
xo € E tel que {f(xo),..., f"(zo)} est une famille libre.

1. Montrer que f est un isomorphisme.
2. Soit g € L(E) tel que go f = fog.
Montrer qu’il existe P € R[X] tel que g = P(f).

CoNP

Soit n € N.
1. Montrer qu’il existe au plus un polynéme P € R, [X] tel que :

(E):Vk€{0,...,n}, P®(1)=1.

2. (a) Supposons qu'il existe et notons-le Fy. Déterminer I’ensemble des polynomes
de R[X] vérifiant (F), en fonction de F.

(b) Montrer que P, existe et écrire sa décomposition dans une base adaptée

de R, [X].

3. (a) Soit (ag,...,a,) et (bo,--..,b,) appartenant & R"**. Montrer qu'il existe un
unique P € R[X] tel que :

Vk € {O,...,TL}, P(k)(ak) :bk

(b) Si m > n, que dire des polynémes de R,,[X] vérifiant la condition précé-
dente ?

I11.2.1441 | Centrale

Soit n € N*. On prend M € M,(R) et r € [1,n]. On note J, = ({; 8)

1. Montrer que :

rang(M) =r <= 3(P,Q) € GL,(R)*>, PMQ = J,.

Soit B € Myxpn_(R), C € M, _,«(R) et D € M,(R). On pose M = (é’; g)

Montrer que rang(M) > r avec égalité si et seulement si D = CB.

2. Soit V un sous-espace vectoriel de M, (R), contenant .J,., tel que toutes les matrices
de V soient de rang inférieur ou égal a r. Soit

W= {(B?T ﬁ) ‘A € M, ,(R),B e ernr(R)} |

Montrer que V-NW = {0}.

3. Montrer que la dimension d’un sous-espace vectoriel de M, (R) dont les éléments
sont de rang inférieur ou égal a r est inférieure ou égale a nr.
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I11.2.1442 | Mines-Télécom

Soit F et F' deux espaces vectoriels, u une application linéaire de F dans F', et v une
application linéaire de F' dans E telles que v o u = Idg.

1. Montrer que Ker(u o v) = Ker(v).
2. Montrer que Im(u o v) = Im(u).
3. Montrer que Ker(v) & Im(u) = F.

comp

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). Montrer ’équivalence des
trois propositions suivantes :

i) £ = Ker(u) ® Im(u).

ii) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme (61 8) avec

A inversible.

iii) L’endomorphisme u annule un polynéme de la forme XQ(X), ou ) est un poly-
nome n’ayant pas la racine 0.

COINP

On pose M = (myj)1<ij<n € M, (R) définie par : si j =i+ 1, m;; = 1, sinon m;; = 0.
1. Montrer que M est nilpotente. La matrice M est-elle diagonalisable ?
2. Montrer que M est semblable a 2M.

3. Soit une matrice A € M,(R), semblable a la matrice 24. Montrer que A est
nilpotente.

comp

Soit £ un K-espace vectoriel (avec K = R ou C) de dimension finie et « un endomor-
phisme de F vérifiant v = u.

1. Montrer que u est diagonalisable et discuter le nombre p de ses valeurs propres
que l'on notera Ay, ..., A,.

2. On note F; le sous-espace vectoriel associé a la valeur propre \;. Montrer qu'un
sous-espace vectoriel F' est stable par u si et seulement s’il est somme directe de
sous-espaces vectoriels des F;.

COINP

Soit
1 1 1
A=10 0 1] € M;C).
0 0
1. Diagonaliser la matrice A.

2. En déduire e?.
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CoINP

Soit n > 2 entier. On considére A € M, (R) telle que A? = I,,.
1. Montrer que Tr(A) =n mod 2.
2. Montrer que |Tr(A)| <n—2si A# 1, et A# —1I,.
3. On note C(A) ={M € M,(R) | AM = MA}.
Prouver que dim(C(A)) est de la parité de n.

comp

Soit P € R[X]. On définit I'application ¢ sur R[X] par :
p(P)=(2X +1)P - (X*-1)P.

Montrer que ¢ est un endomorphisme.
Soit P un vecteur propre de ¢. Déterminer le degré de P.

Déterminer les vecteurs propres de ¢.

= W =

Montrer que la restriction de ¢ a Ro[X] induit un endomorphisme. Est-il diago-
nalisable ?

I11.2.1449 | Mines-Télécom

1. Soit A € M5(C) non diagonalisable. Montrer qu’on peut écrire A = aly + N avec
a € Cet N € My(C) telle que N # 0 et N2 = 0.

2. Résoudre I'équation M"™ = G _01>

I1.2.1450| Mines-Télécom

Soit n > 2 et A € M,(R) telle que A*> + A2+ A+ I, = 0.
1. On suppose que A est diagonalisable dans M, (R). Que dire de A?

2. On revient au cas général. La matrice A est-elle inversible ? La matrice A est-elle
nécessairement diagonalisable ?

3. Montrer que Tr(A) < 0.

I11.2.1451 | Mines-Télécom

1. Soit A € M,,(R). On suppose que A possede n valeurs propres distinctes. On pose
B € M,(R) telle que B? = A. Montrer que B est diagonalisable.

11 -5 5
2. Résoudre B> =Apour A=|-5 3 -3].
5 -3 3

I11.2.1452 | Mines-Ponts MP 2017

Soit n € N* et A € GL,(R). Montrer que :

A est diagonalisable <= A — A™! est diagonalisable.
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11.2.1453 | Mines-Ponts MP 2011

Soit A € M,(C). On suppose que A? — 2A est diagonalisable et que 1 n’est pas valeur
propre de A. Montrer que A est diagonalisable.

11.2.1454 | ENS Lyon 2021

Soit F un corps fini de cardinal ¢ et n € N*. Pour k € {0,...,n}, on note (Z) le
q

nombre de sous-espaces vectoriels de F" de dimension k.

Montrer que (Z)q € Z[q|.

X 2021

Soit f € L(R™). Montrer que f admet une droite ou un plan stable.

NS MP 2022

Soit ||-|| une norme sur R™. Montrer qu’il existe une base (ey,...,e,) unitaire pour
cette norme, telle qu’il existe une autre base (fi, ..., f,) vérifiant :

o (fi,e;) = di5;
o sup (fi,u) = 1.

llull<1

I11.2.1457 | ENS MP 2022

Soit D € M, (R) diagonale, différente de la matrice nulle et de l'identité. Trouver une

condition nécessaire et suffisante sur Tr(D) pour que D soit la diagonale d’une matrice
réelle P telle que P? = P.

ENS MP 2024

On se place dans un espace préhilbertien £. On considere une fonction F' de F dans

E, et on pose
I-F
G=———
2

avec I 'identité sur E.

1. Montrer que F' est 1-lipschitzienne si, et seulement si pour tous z,y € E, on a
(Gly) — Gla),y —z) = [|G(y) — G(2)]*.

2. On suppose maintenant que F' est 1-lipschitzienne, et qu’elle admet un point
fixe *. On considére un point x; € F et on définit la suite (z,,),>1 par la relation

Ty + F(z,)
Tnt1 = f

Montrer que pour tout n > 1,

2|z — 2]

NG

[1F(2n) = 2l <
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CoINP

Soit f: C — C une application.

1. Démontrer que f est un endomorphisme de C considéré comme R-espace vectoriel
si et seulement s’il existe deux nombres complexes a, b tels que :

VzeC, f(z)=az+0bz.

2. Démontrer I'unicité du couple (a,b).
3. Démontrer que f est une projecteur si et seulement si a>+|b|* = a et b(a+a) = b.

4. Démontrer que f est un projecteur différent de I’endomorphisme nul et de I'iden-
tité si et seulement si Re(a) = 1 et |a| = |b).

BNS

Quelle est la dimension maximale d'un sous-espace vectoriel V' de M, (R) tel que :

Y(X,Y)eV? Tr(XY)=07

I1.2.1461 | Mines-Ponts 2024

Soit M = (é’ g) une matrice orthogonale, avec (A, B,C, D) € M, (R)%.

Montrer que det(A?) + det(B?) < 1.

BN 2024

Démontrer que SO3(Q) est dense dans SO3(R).

I11.2.1463 | ENS Lyon 2024

Soit p € N* et A, B € Sf*(R).

1. Démontrer que :

Tr(l,— A7'B) <In (3:22;) :

2. Soit n € N*, Uy, ..., U, dans M,y (R) et A > 0. Pour tout m € [1,n], on pose
An=> UU et By, =A,+A,.
k=1

Démontrer que pour tout m € [1,n], la matrice B,, est symétrique définie posi-
tive.

3. Soit Aq,..., A, les valeurs propres (avec multiplicités) de A,. Démontrer que :

n p .
N ULB U, <> In (1 + i) .
=1

m=1
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I1.2.1464 | Centrale-Supélec 2024

fo (1 a (1 a
Pour tout a € R, on définit Sa—<0 _1> et Ta—<0 1).

1. Rappeler la relation entre inverse et comatrice d’une matrice.

2. démontrer que GLo(Z) = My(Z)* est un groupe, et vérifier que S, et T, sont
dans GLs(Z) pour tout a € Z.

3. Soit (a,b) € Z*. Calculer T,S,T, .
4. Soit M € GLy(Z). On suppose que xpr = X2 — 1.
Démontrer qu’il existe P € GLy(Z) et S € {Sy, 51} telles que M = PSP~

I1.2.1465 | ENS Ulm 2026
Soit n € N*, r € N, Ag,..., A, € M,(C) et Sp,...,S, des sous-ensembles de C* de
cardinal n + 1 tels que :

V()\O,...7A7‘)ESOX"'XST, )\0A0+"'+>\TAT

est nilpotente.
Montrer que Ay, ..., A, sont nilpotentes.

I1.2.1466 | Mines-Ponts PC 2024

Soit A € M3(C). Montrer que :

A~ —-A < Tr(A) =0 et det(A) =0.

I11.2.1467 | ENS 2021

On admet le théoreme suivant :
Si A € GL,(R), il existe (O, S) € O0,(R) x SFT(R) tel que A= 0S.
1. Commenter le théoreme en dimension 1.
2. Etudier la suite vérifiant Xo = A € GL,(R) et

1
VkeN, Xpy= §Xk(ln + (XEXe)™h.

X MP 2021

Pour n € N* et 0 € S, soit P, la matrice de permutation associée a o. Pour n € N,
soit
T.= > det(l, + P,).
O'GSn
1. Calculer ] (1+w).
UJGUn
. Pour n € N* et 0 € S, calculer det(I,, + P,).

. Montrer que, pour tout n € N*, T,,.; = 2T,, + n(n — 1)7T,,_.

OS]

. Donner une formule simple pour 7,.
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BNS 2021

Soit A € M,(C) et B € M, (C).
On pose K = [B,AB, ..., A" 1B] € M, »nm(C).
Montrer que :

rang(K) =n <= VA € C, Ker(A” — \I,,) N Ker(B”) = 0.

X P 20
Soit C' = [~1,1]? et f € L(R?). Etudier la suite d’applications linéaires (f™),>o sous
les hypotheses suivantes :

. f(e)c[-54]

« f(C) =11

. o) e

11.2.1471| cciNp
Soit n € N* et N,, 'ensemble des matrices nilpotentes de M, (C). Soit A € M, (C).
Démontrer que A est diagonalisable si et seulement si :

VP e C[X], P(A) e N, <= P(A) =0, (0)-

comp

Soit u et v deux endomorphismes autoadjoints d'un espace euclidien (E, (-, -)).
1. Démontrer que u et v commutent si et seulement si v o v est autoadjoint.

2. Démontrer que u et v commutent si et seulement s’il existe une base orthonormée
de vecteurs propres communs a u et v.

3. Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation = + y + z = 0.
Caractériser les symétries orthogonales de R? qui commutent avec s.

I11.2.1473 | Mines-Ponts 2024

Pour tout I intervalle de R non vide, on note S, (/) 'ensemble des matrices symétriques
réelles d’ordre n dont le spectre est inclus dans I. Soit I un intervalle de R non vide.

1. Démontrer que :

VS € S,(R), VX € M,,1(R), min(S) - XTX < XTSX < max(S)- XTX.

Spr Spr

2. Démontrer que S, (I) est convexe.

3. Soit J un intervalle de R. Démontrer que :
Sp(I)=8,(J) <= I=.

4. Démontrer que :
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11.2.1474 | Mines-Ponts 2024

1. Soit M € M, (C) une matrice nilpotente. Démontrer que I,, — M est inversible.
2. Soit M € M,,(C) telle que :

Vk e N*, M = 20>

Démontrer que I,, — M est inversible.
3. Soit (a,b) € (N\ {0})? tel que a < b.
Etudier I'existence d'une matrice M € M, (C) telle que :

Vk € N*, MM = (a + bk)2M*".

I11.2.1475| X ESPCI 2012

Déterminer les matrices A € M,,(R) nilpotentes et antisymétriques.

I1.2.1476 | Mines-Ponts MP

Soit n € N*. Déterminer ’ensemble des vecteurs tangents a SL,,(R) en I,.

I11.2.1477| ENS MP

Soit K un corps.
1. Montrer I’équivalence entre :

i) K est algébriquement clos;
ii) pour tout n € N*, tout endomorphisme de K" admet un vecteur propre.

2. Montrer que deux endomorphismes de C" qui commutent ont un vecteur propre
commun.

BNS MP

Soit n > 2 un entier.

1. Donner des réels ay,as, ..., a,2 distincts tels que toute matrice de M, (R) dont
les coefficients sont les a; sont inversibles.

2. Montrer qu'il existe une solution avec des a; dans [1, 2].

11.2.1479 | Mines-Ponts MP
Soit n € N*, A et B dans M,,(C). On pose [A, B] = AB — BA, on suppose que A et B
commutent avec [A, B]. Pour tout t € R, soit

f(t) _ etAetBe—g[A,B] )

1. Pour k € N*, montrer que A*B — BA* = kA*"1[A, B].
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

3. Montrer que :




I11.2.1480| ENS MP

Soit A € M,,(C) et P =det(X1, — A). On pose :
P=X"4+c X" '+ de=X—2) (X —2).

" P
1. Calculer de deux fagons Z (z)
k=1

L — 2

pour z € C avec |z| > max|z].
1<i<n
2. Soit k € [1,n]. Montrer que :

Tr(A) 1 0 .- 0

(—1)F Tr('AQ) le(A) 2

Cr = X : . . . 0
Tr(A*1) E—1
Tr(AF)  Tr(A*1) ... Tr(A4%) Tr(A)
x
On munit M,,«1(R) de son produit scalaire usuel et on note [|Al| = sup ||[AX]| pour
I X
A e M,(R).
1. Démontrer que || - || définit une norme sur M, (R).
2. Démontrer que :
vA e M,(R), [[All= —sup  [{AX,Y)].

X<, Y]I<1

3. Soit
1
<Z+j+1>0<i,j<n #(R)

T T
Pour X = (:L‘o :L‘n) et Y = (yo yn) dans M, 1x1(R), donner une
interprétation de (AX,Y) a l'aide d'une intégrale faisant intervenir les applica-
tions définies sur [0, 27| par :

P:t— Zxkeikt et Q:tr+— Zykeikt.
k=0 k=0

4. En déduire que :
VA € M,(R), [|A]l < 2~.

5. Démontrer que I'on a méme :

VA € Mp(R), IA[l < 7.

365




I1.2.1482 | Centrale-Supélec 2024

1. (a) Démontrer que les valeurs propres d'un endomorphisme d’un espace vectoriel

de dimension finie non nulle sont les racines de son polyndéme caractéristique.

(b) Soit (q1,¢2) € Q2. Démontrer qu'’il existe (a,b,c) € Z> un triplet d’entiers
premiers entre eux dans leur ensemble, tel que :

c
et @ = —.

a
g1 = b

b
(c) Existe-t-il des entiers relatifs z,y et z tels que 2 + y? = 3227

2. Existe-t-il une matrice de S3(R), & coefficients rationnels, ayant v/2 pour valeur
propre ?

3. Existe-t-il une matrice de Se(R), a coefficients rationnels, ayant V/3 pour valeur
propre ?

BNS

Soit A € M,,(C) une matrice dont toutes les valeurs propres sont de module inférieur
a 1. Démontrer qu’il existe une norme ||-|| sur C™ telle que, pour la norme d’opérateur
associée, on ait [|A[| < 1.

[11.2.1484] x mp

Soit M = (mij)lgi’jgn S Mn<R) telle que :
V(i,j) € [1,n]*, miy >0 et > my = 1.
=1

1. Démontrer que 1 est valeur propre de M et que toute valeur propre de M est de
module inférieur ou égal a 1.

2. On note ;= min my;. Démontrer que le spectre de M est inclus dans le disque

1<i<n

de centre p et de rayon 1 — p.

3. On suppose que i > 0 et que 1 est valeur propre simple de M. Démontrer que
(MP),=1 converge vers une matrice de rang 1 dont toutes les lignes sont égales.

4. On se donne trois réels strictement positifs p,q,r tels que p+¢g+r = 1. On
considere la matrice :

r p+q 0 e O
p o q '
0 p
B = € M,(R)
0
: - P r q

Démontrer que 1 est valeur propre simple de B et expliciter la limite de (B*)gen-.
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11.2.1485 Centrale-Supélec 2024

Soit E un espace euclidien et u, v deux endomorphismes de E autoadjoints. On suppose
que u est défini positif et v positif.

1. Démontrer qu'un endomorphisme autoadjoint est défini positif si et seulement si
ses valeurs propres sont strictement positives.

2. Démontrer qu’il existe un unique endomorphisme w de E tel que :
uw + wu = v.

Démontrer que w est autoadjoint.

3. A-t-on
veEST(F) < we STH(E)?

I11.2.1486 | Mines-Ponts 2024

Soit F un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de F.

1. Soit F' C F un plan vectoriel stable par f. Démontrer qu’il existe un polynéme
P € K[X] de degré au plus 2 tel que F soit inclus dans Ker(P(f)).

2. Soit P € K[X] un polynéme non constant de degré au plus 2 tel que 1'on ait
dim(Ker(P(f))) > 2. Démontrer qu'’il existe un plan F' stable par f et inclus
dans Ker(P(f)).

I11.2.1487 Mines-ponts 2025

Soit A € A, (R). On définit I'application :

f R — R
r +—— det(exp(zA) +21,)

Montrer que :
inf f(x) > 0.

z€R

I1.2.1488 | Mines-Ponts 2025

Soit n € N* et M € M,(R). Montrer que M M7 et MT M sont orthosemblables.

I11.2.1489 | Mines-Ponts MP 2025

Soit A € M3(C). On note :
Oa={ceC |cA~ A}

1. Montrer que O 4 est un sous-groupe de C*.
2. Montrer que :
O, est infini <= A est nilpotente.

3. Montrer que :
A est nilpotente = 0O, = C*.
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I11.2.1490| Mines-Ponts 2025

Soit A € M3(C). On définit :
Ga={teC|e~ A}

1. Montrer que si G 4 est un sous-groupe de C*, alors A € CI;.

2. Montrer que GG 4 est infini si et seulement si A est nilpotente, et que dans ce cas

Gy =Cr

X PC 2020

1. Soit n € N*. Déterminer I’ensemble des nombres complexes A pour lesquels il
existe deux matrices A et B de GL,(C) telles que AB = ABA.

2. Soit n € N*. Déterminer ’ensemble des nombres complexes A\ tels que pour
tout couple (A, B) € GL,(C)? vérifiant AB = ABA, les matrices A et B soient
diagonalisables.

BNS MP

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur R. Soit f : E — F telle que f(0) =0
et que :

V(z,y) € B2, [If(x) = fW)ll = ll= = yl.
1. On suppose que £ = F = R.
Montrer que f est linéaire.

2. On suppose que E = F et que la norme est euclidienne.
Montrer que f est linéaire.

3. On suppose que f est surjective.
Montrer que f est linéaire.

4. Donner un exemple dans lequel f n’est pas linéaire.

ENS MP

Soit A = (a;;)1<i j<n une matrice carrée réelle. On définit le permanent de A :

perm(A) = > [] a;00)-
o€Sy j=1
On suppose que tous les a;; valent 0 ou 1 et on note k le nombre de a;; nuls.

1. Montrer que si k < n alors perm(A) > 0.

k
2. Montrer que si k < n alors perm(A) < n! (1 — 2).
n

11.2.1494 | Mines-Ponts MP 2025

Soit M € S, (R). Montrer que :

M e STT(R) <= {X e R"| X'MX < 1} est un compact de R".
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I11.2.1495 | Mines-Ponts MP 2025

Soit n € N* et A € M, (R). On définit I'application :

¢ : M,(R) — M,(R)
A — AMA

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme et que A est nilpotente si et seulement si ¢
est nilpotent.

2. Si A est diagonalisable, montrer que ¢ est diagonalisable.

I11.2.1496 | Mines-Ponts MP 2025

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Soit ¢1,cy € E et Ry, Ry > 0.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les boules fermées
By(c1, Ry) et By(ca, Ra) soient non disjointes.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les spheres S(ci, Ry) et
S(ca, Ry) soient non disjointes.

I11.2.1497 | Mines-Ponts MP 2025

Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit v € L(E) et p € C[X].
Déterminer le spectre de p(u).

I11.2.1498 | Mines-Ponts MP 2025

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Soit G = {¢1, ..., g, } un sous-groupe de

GL(FE) de cardinal n.
(%)
- Z gi| -
i

1. Calculer :
dim (ﬂ Ker(g; — IdE)> —

=1

2. Montrer que :

Mines 2023

Soit A= (aij>1<i,j<n € MnaR)
1. Montrer que :
det(A)| < T (Z|aij\) :
i=1 \j=1

2. Lorsque det(A) # 0, étudier le cas d’égalité.

11.2.1500 | Mines 2023
Soit A, B € M,(R) avec B diagonalisable. On suppose que AB* = B3A. Montrer que
A et B commutent. Pour quels p, peut-on généraliser le résultat avec ABP = BPA?
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Mines 2023

Soit F un espace euclidien.

1. Trouver les endomorphismes f de E tels que :

Veye B, (r,y) =0 = (f(2), f(y)) =0.

1 n—1
2. Pour un tel f, discuter de la nature de la suite de terme général u, = — Z 1.
" =0

Mines 2023

Soit E' un espace euclidien de dimension 4. Trouver les f € L(E) non nuls tels que

Tr(f) =0, f+ f*=0et f*=—f2

I11.2.1503 | Mines 2023

Soit f € L(R™ RP). Montrer que f est surjective si et seulement si I'image de tout
ouvert par f et un ouvert.

Mines 2023

Soit ¢ une permutation de [1,n]. Pour M € M, (K), on pose p(M) = M’, avec :

Vi,j € [1,n], mj; =mysii=o(j) et mj; =0 sinon.

1. Montrer que p est un projecteur. Déterminer son noyau et son image.

Soit A € M,(K) non nulle. On définit sur M, (K) les applications

¢: M+— ima(k)’k et ug: M— ¢(M)A+ ¢(A)M.
k=1

2. Montrer que u4 est diagonalisable si et seulement si ¢(A) # 0.

3. L’endomorphisme u 4 peut-il étre un projecteur ?

Mines 2023

Soit K un corps et (M;;)1<i j<n une base de M, (K) vérifiant :
V(i,j, k1) € [1,n]*, MMy = 8;Mjy.
1. Montrer que Im(M;;) est indépendante de j. On la notera F;.
2. Montrer que M, (K) = é F;.
i=1

3. En déduire dim(F;).
4. Montrer qu’il existe P € GL,(K) telle que :

V(Zm]) S [[].,HHQ, MZ] - PEijP_la

avec (E;j)1<ij<n la base canonique de M, (K).

5. Expliciter les automorphismes d’algebre de M, (K).
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Mines 2023

1. Soit A, B,C, D € M,(C) telles que CD = DC'. Montrer que :

(4 5)) - aatan- )

2. Soit A € GL,(C), B,C € M,(C) et A € C. Montrer 'équivalence entre les
énoncés suivants :

Y

A~lC

I, A™'B

ii) il existe z € C™\ {0} tel que la fonction ¢ — e*x soit solution de 1’équation
différentielle Ay” — By’ — Cy = 0.

i) A est valeur propre de (

I1.2.1507 | Centrale 2023

1. Rappeler la définition de I'indicatrice d’Euler et exprimer ¢(n) en fonction de la
décomposition en facteurs premiers de n.

2. Pour n > 2, calculer > ¢(d).
dn

3. En déduire le déterminant de A = (a;;)1<i j<n aVec a;; =i A j.

11.2.1508 | ENS MP/MPI

Soit n > 2 entier. On note R,, 'ensemble des matrices M de GL,(C) telles que MM
appartient a C*,,. On définit une relation d’équivalence ~ sur M, (C) en posant A ~ B
g'il existe M € GL,(C) et A € C* tels que A = AMBM™'. Justifier que ~ induit une
relation d’équivalence sur R,,. Déterminer les classes d’équivalence.

ENS MP/MPI

On dit que la propriété MT(n,K) est vraie si, pour tout couple (A, B) de matrices de
M, (K) telles que, pour tout A € K, A+ AB soit diagonalisable, A et B commutent.

1. Montrer que, si A et B sont dans M, (K), diagonalisables et commutent, alors,
pour tout A € K, A + AB est diagonalisable.

On suppose que n > 2. La propriété MT(n,R) est-elle vraie?
Montrer que MT'(2,C) est vraie.
On suppose que n > 2. La propriété MT(n,Fy) est-elle vraie?

ANl R

Soit p > 3 un nombre premier. La propriété MT(2,F,) est-elle vraie ?

ENS MP/VET

Soit A et B dans M, (R) telles que AB = BA. Soit k € N*.
Déterminer le signe de det(A* + B*).

Mines 2017

Déterminer les matrices A € M, (C) telles que :

VB € M,(C), BA=0 = AB=0.
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11.2.1512| ENS MP/MPI
+oo

Soit (an)nz0 € CV et f:z+— > a,z" de rayon de convergence égal & +oc.

n=0

1. Pour M € M,(C), justifier la définition de
+oo

(M) =" apM*.
k=0

2. Montrer que f* est continue.

3. On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de I’ensemble
des matrices diagonalisables sur lui-méme.

4. On suppose que, pour tout A € C, il existe z € C tel que f(z) = A et f/(z) # 0.
Montrer que f* est une surjection de M, (C) sur lui-méme.

ENS MP/MPI

Déterminer ’ensemble des symétries linéaires sur S, (R) qui fixent un hyperplan et
stabilisent I’ensemble S;F(R).

ENS MP/MPI

Soit n € N*. On appelle forme quadratique sur R™ toute application ¢ : R™ — R telle
qu'il existe (a;;)1<ij<n € Mn(R) telle que

q(z) = Y ayzi;

1<i,5<n

pour tout z = (z1,...,x,) € R™.

Soit G un sous-groupe fini de GL,(R) tel que {0} et R™ sont les seuls sous-espaces
vectoriels de R™ stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes quadratiques
invariantes par GG constituent une droite vectorielle.

-

L’espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique et M, (R) de la norme su-
bordonnée notée || - ||. Si M € GL,(R), on définit le conditionnement de M comme le
réel :

cond(M) = (| M|l M~]].

1. Calculer cond(M) dans le cas ou M est symétrique définie positive.

2. Montrer que, pour toute matrice M € GL,(R),
cond(M) >1 et cond(M”) = cond(M).

3. Que dire des matrices M € GL,(R) telles que cond(M) =17
4. Soit A et B dans S;'T(R). Montrer que :

cond(A + B) < max(cond(A), cond(B)).
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X MP
Soit A et B appartenant a M, (R). On note k£ = dim(Ker(AB)).
Quelles sont les valeurs possibles pour la dimension de Ker(BA)?

[11.2.1517] x mp

Pour n € N*, on pose :
TA = Sup{r eN | ElAl, PN ;Ar c Mn<C)7Vl,A,L2 = In et Vi 7é j, AZAJ = —AJAZ}

1. Si n est impair, montrer que ZA(n) = 1.

2. Soit s,t € N. Montrer que :

TA2 (2t + 1)) = 25 + 1.

11.2.1518 | ENS Lyon MP/MPI 2024

Trouver un espace préhilbertien (£, (-,-)) et f : R — FE tel que, pour tous z,y, € R,

exp (—@‘)) — (@), f).

11.2.1519 | X MP/MPI 2024

Soit d > 2. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit d;,d, > 0 avec
81 # 0y. Soit x4, ..., x, € RY On suppose que :

Vi# g, |w — ;]| € {61,062}

d+1)({d+5
Montrer que n < w

Indication : montrer que les fonctions f; : y — (|ly — z||* — 62)(|ly — x:]|*> — 03) sont
linéairement indépendantes.

X 2021

Soit ¥ un C-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u un endomorphisme de E tel que Sp(u) = {A1,..., A\ }.

soit
'S

QIX)=J[(X—=X\) et u=u

k=1
1. Montrer qu'il existe une suite (u,)neny d’endomorphismes de E' vérifiant pour
tout n € N :

o Il existe un polynéme R, tel que :
Q(un) = Q(u)* Ry (u).

o Q' (uy) est inversible.
® Uptl = Up — Q(un)Q,(un)_l-

2. Prouver que u converge vers un endomorphisme diagonalisable d et montrer que
u — d est nilpotente.
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11.2.1521 Centrale-Supélec

On se place dans M, (C).
1. Démontrer que toute matrice de M, (C) est trigonalisable sur C.
2. Soit ay,...,a, € C et D = diag(ay,...,a,). Démontrer qu’il existe un poly-
nome f tel que :
Vie[1,n], flo)?=ay.
En déduire que f(D)* = D.

On consideére la suite (cg)reny définie par ¢g =1 et :

k
VkeN, c¢py1= Zcick_i.
i=0

n—1
Soit ¢ le polyndme Y ¢ X"
k=0

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de ¢ par X".

4. Trouver un polyndme g tel que, pour toute matrice nilpotente N € M, (C), on
ait g(N)?2 =1, + N.

5. Soit A une matrice inversible.
Démontrer qu’il existe R € C[A] telle que R? = A.

[11.2.1522] x mp

Soit p : [0,1] — M, (C) continue telle que, pour tout ¢ € [0,1], p(t)* = p(t).
1. Montrer que t — rang(p(t)) est constante.
2. Montrer l'existence de u € C([0, 1], GL,(C)) telle que :

vt e[0,1],  p(t) = u(t)p(0)u"(t).

3. On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que I’on peut choisir u de sorte que
I'on ait aussi u(1) = u(0).

I11.2.1523 | Mines-Ponts MP

Soit A € M,(C).

1. Montrer que, pour r € R’} assez grand,

o . +o00 Ak
(re*Il, — A) :kz_%m.

2. Montrer que, pour tout P € C[X] et tout r > 0 assez grand,

1
o

P(A) /_ T; ot P(ret)(re I, — A)~'dt.

3. En déduire le théoreme de Cayley-Hamilton.
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I11.2.1524 | Mines 2017

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE).

1. Montrer que :
f?=0 <= 3g,h) € L(E)*, f=hoget goh=0.

2. Déterminer g et h quand E = K3 et f a pour matrice

1 2 3
12 3
-1 -2 -3

dans la base canonique.

I11.2.1525| Mines 2017

1. Soit A et B dans M,,(C) telles que Ker(A) = Im(A) et Ker(B) = Im(B). Montrer
que A et B sont semblables.

2. Soit I' = {A € M,(C) | A% = 0}. Montrer que I' est une réunion de classes de
similitude. Dénombrer ces classes.

I1.2.1526 | Mines 2017

Pour tout n > 2 entier, soit A,, € M, (R) la matrice définie par : (A,);; = 1sii > j,
(An)1n = 1, et tous les autres coefficients sont nuls.
1. Pour tout n > 2, déterminer le polynéme caractéristique de A,.

2. Pour tout n > 2, montrer que A,, a une et une seule valeur propre dans |1, +oo[;
on la note A,.

3. Montrer que :
n

" nStoo 21n(n)’

Mines 2017

Soit A et M dans M, (R) avec M nilpotente.

1. On suppose AM = 0. Montrer que A et A+ M ont méme polyndéme caractéris-
tique.

2. Que diresi MA=07

Soitn e N*, A= X"— X et B= X" — 1. On note ¢ 'application qui, a un polynéme
P € C,_1[X], associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de C,,_1[X].
Déterminer son noyau et son image.
2. Déterminer les valeurs propres de .
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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I1.2.1529 | Mines 2017

Soit A € M,,(C). Trouver tous les polynémes P tels que P(A) soit nilpotente.

Déterminer les valeurs de n € N* pour lesquelles il existe f € L(R™) vérifiant I’égalité
Prff-Id=0et Tr(f) € Q.

Mines 2017

Soit A € My(R). On pose :

. = (D" o
sin(A) = nz::O 2n 1 1) +

1. Justifier l'existence de sin(A).

2. Peut-on choisir A de maniére & avoir

sin(A) = <(1) 20117> ?

Mines 2017

1. Soit A € M3(R) une matrice antisymétrique. Montrer qu’il existe a € R et
P € O3(R) tels que :

0 a O
PTAP=1|—-a 0 0
0 00

2. Soit M € M3(R) telle que MTM = MM?T. Montrer que M est semblable & une
matrice de la forme

a b 0
PTAP=1-b ¢ 0
0 0 d

Mines 2017

Pour A € S, (R), espace vectoriel des matrices symétriques de M, (R), on pose :
N(A) =max{|A| | A € Sp(A)}.

1. Montrer que N est une norme sur S,(R).

2. Soit A et B dans S, (R) telles que AB = BA.
Montrer que N(AB) < N(A)N(B).

3. Soit ||-|| une norme sur S, (R) telle que :
V(A,B) € S,(R)?>, AB = BA = ||ABJ|| < ||A]|||B|

Montrer que, pour tout A € S,(R), N(A) < || A].

376




Mines 2017

1. Soit (A, B) € M,,(C)?. Montrer que

I, —B
det (A I ) = det(/, + AB).

2. En déduire que AB et BA ont méme polyndéme caractéristique.

3. Soit M € M,(C). On note M la matrice dont les coefficients sont les conjugués
de ceux de M. Montrer que det(I,, + M M) € R.

Mines 2017

Soit n € N* et M € M, (C).

1. On suppose que M? est diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que M le soit aussi.

2. Soit a € C. On suppose M?+aM diagonalisable. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que M le soit aussi.

Mines 2017

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie et u € L(E).
Soit 7, = >F_, axX* son polynéme minimal.
On pose :
p=min{k € [0,¢] | ar # 0}.
1. Montrer que E = Ker(u?) & Im(u?).
2. On suppose p > 0. Montrer que p est le plus petit des entiers £k € N* vérifiant
I'égalité E = Ker(u*) @ Im(u®).

Soit N € M,,(C) nilpotente et A € C*.
Montrer qu’il existe A € M, (C) telle que exp(A) = I, + N.

Mines 2017

Soit E un espace euclidien de dimension n. On dit qu'une famille {uy,...,u,} de
vecteurs de E est obtusangle si (u;, u;) < 0 pour tout (,7) tel que i # j.
Soit {uy,...,u,} une famille obtusangle.

1. Soit (A1,...,A,) € RP. Montrer que :

p p
i=1 i=1
2. En déduire que p < n + 1.
3. Montrer qu’il existe une famille {uy,...,u,1} de E de cardinal n + 1, vérifiant

l'égalité (u;,u;) = —n~"! pour tout (i, ;) tel que i # j.
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Mines 2017

Soit
2 1
A= (_1 _1> € My(R).

Existe-t-il un produit scalaire sur R? pour lequel I'endomorphisme canoniquement as-
socié a A est une isométrie ?

Soit {a, b} une famille libre de vecteurs d’un espace euclidien £ de dimension 2.

1. Montrer qu’il existe une base orthonormée {u,v} et o € R, vérifiant
a = |lal|(cos(a)u +sin(a)v) et b= |b||(cos(a)u — sin(a)v).

2. Soit

CZ{W\er\{oE}}.

Déterminer inf C' et sup C.

Mines 2017

Soit E I’espace vectoriel des fonctions continues, paires et 2w-périodiques de R dans R.
Pour (f,g) € E?, on pose :

1

™

(o =—| " F(1)g(t) dt.

Pour ¢ € R, on pose eg(t) = 1 et, pour tout n € N*, e, (t) = v/2 cos(nt).
1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

On note ||-|| la norme associée.

2. Soit f € E et € € R%. Montrer qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que, pour
tout t € [0, 7], on ait
|f(t) = Pu(cos(t))] < e

3. Soit f € E. Pour (k,n) € N2, on pose
ar = (e, f) et Sp:t— Y agcos(kt).
k=0

Montrer que nl_lf}rloonf — Sull =0.

Mines 2017

Déterminer les matrices M € M, (C) vérifiant M" = I, et Tr(M) = n.

Mines 2017

Soit S € M,(R) une matrice symétrique. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu’il existe une matrice antisymétrique A telle que S + A soit orthogonale.
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I11.2.1544 | Mines 2017

Soit £ = C?([0,1],R). Pour tout f € E, on pose :

\// )24 f1(1)2) dt.

1. Montrer que N est une norme euclidienne.

On note (-, -) le produit scalaire associé.
2. Soit
V=AfeElf(0)=f1)=0} et W={fecE|["=[}
Montrer que E =V @& W, puis que W = V+.
3. Soit
G={feE|f0)=1et f(1)=e}.
Calculer inf{N(f) | f € G}.

I11.2.1545 | Mines-Télécom 2024

On considere la matrice

<

|
— = = =
O OO = O
O O = OO
OO O = O

1
1
1| € M5(R).
1
1

1. Trouver le rang, I'image et le noyau de M sans calcul.

2. Montrer que M est diagonalisable sans calcul.

CoNP 2024

Pour tout a € R*, on pose :

-1 a a
A=(1 -1 0
1 0 -1
1. Déterminer y4.
2. Calculer dim(Ker(A + I3)).
3. Soit
110
T=|[0 1 1] e M;R).
0 01

Déterminer une matrice inversible P telle que A = PT P~
4. Calculer A™ pour tout entier naturel n.

5. Six € R, calculer :

lim Z

k—>+<>o
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I11.2.1547| ENS PC

Que dire de A € M, (R) telle que AT = A2+ A — 1,7

I1.2.1548 | Mines-Télécom 2022

1. La matrice < !

1 }) est-elle diagonalisable ?

2. Trouver les matrices de Ms(C) symétriques et non diagonalisables.
Indication : raisonner sur les racines du polynéme caractéristique.

CoNp 2022

Soit E un espace vectoriel réel, u et v deux endomorphismes tels que :
w? =ku et v?=kv

ol k est un nombre réel non nul.
1. Dans le cas ou u est objectif. Déterminer wu.
2. (a) Montrer que Im(u) = Ker(u — kIdg).
(b) On suppose u non injectif. Soit A une valeur propre de w.
Montrer que A(A — k) = 0.

Quelles sont les valeurs propres de u? Quels sont les sous-espace propres
associés 7

3. (a) Soit z € E. On pose y = z — u(k~'z). Calculer u(y).
(b) Montrer que Im(u) & Ker(u) = E.
4. Montrer que :

(u+v)? =k(u+v) < uov=vou=0yp).

I1.2.1550| Mines-Télécom 2022

Soit A € M,,(K). Pour toute matrice M € M, (K), on pose :
u(M) =M — Tr(M)A.

1. Vérifier que u est un endomorphisme de M,,(K).
2. Trouver les éléments propres de u.

3. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Mines-Télécom 2021
1. Soit A, B € M,(C). Montrer que Tr(AB) = Tr(BA).

2. Quelle est la trace de deux matrices semblables? Donner une preuve de votre
affirmation.

3. Soit p un projecteur de rang r, avec 0 < r < n — 1. Quelle est la trace de p?
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I1.2.1552 | Mines-Télécom 2021

Soit

o OO
O o=
_ > O
— O O O

avec (a,b) € R%,

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que A soit diagona-

lisable.

2. Trouver, le(s) cas échéant(s), une matrice de passage.

—

Soit A, B € My(R), A = (“H ‘“2>.

a1 Q22

On définit A ® B € My(R) par

. ClllB algB
A®B= <a21B Cl22B> ‘

3 3 13

1. La matrice B est-elle diagonalisable ? Donner A ® B et son rang.

Pour les trois premieres questions, on prend A = <1 1) et B= (3 1).

2. Quel est le rang de A ? Donner les valeurs propres de A sans passer par le poly-
nome caractéristique.

3. Donner les valeurs propres de A ® B.

Pour les questions suivantes, on considére A, B € My(R), A € Sp(A),
_ [T I (Y
X = <x2> € Ex(A), n€Sp(B), Y = <y2> € E,(B). On pose Z = <x2Y>'
4. Exprimer (A ® B)Z en fonction de A\, et Z.

5. Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors A ® B l'est. Donner alors les
valeurs propres de A ® B en fonction des valeurs propres de A et B.

11.2.1554 | CCINP PSI 2019

Soit
1 2 - n
20 --- 0
A=1|. . .| € M,(R), oun=3.
no - 0
1. Quel est le rang de A7 Quelle est la dimension de Ker(A)?
2. La matrice A est-elle diagonalisable ?
3. Quelle est la multiplicité de la valeur propre 07
4. Montrer qu’il existe A € |1, 4o00[ tel que Sp(A) = {0,A,1 — A}
5. Déterminer un polynéme annulateur de A de degré 3.
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I11.2.1555| CCINP PSI 2019

Soit
0 3 0
A=1{1 0 1| e My(R)
1 00

et, pour tout n € N, u,, = Tr(A").
1. Trouver une relation vérifiée par la suite (uy,)nen-
. 1
2. Etudier la série Z —.
n=>0 Un
Indication : trouver un polynéme annulateur pour commencer.

[11.2.1556] come 2010

Soit

7 —6 10
a=(5 ) @ a=(y )
deux matrices de Ms(R).

1. Soit X € My(R) telle que X? = A. Montrer que X et A commutent, puis que X
est diagonale.

2. Résoudre I'équation M? = A d’inconnue M dans My (R).

[11.2.1557] come 2019

Pour tout n € N*, soit

3 1 0 0
3

D, =10 0

o301

0 0 2 3

qui est un déterminant de taille n.

1. Montrer que :
V’I”L 2 27 DTL+2 - 3Dn+1 - 2DTL

2. Calculer D,, en fonction de n.

[11.2.1558] come 2010

a a a a
Soit a e Ret A= b € My(R).
a a a
1111

1. Déterminer le rang de A.

2. La matrice A est-elle diagonalisable 7 Déterminer ses valeurs propres et ses sous-
espaces propres.

3. Déterminer AP pour p € N*.
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TPE 2019

1. Montrer que f € L(F) vérifiant f? + 3f + 2Id est un automorphisme.

2. Montrer par récurrence qu'il existe (a,)nen et (by)nen telles que f™ = a, f + b, 1d.
3. Montrer que la suite (a,)nen vérifie une relation linéaire d’ordre 2.
4

. Calculer a,, et b,.

I1.2.1560 | Mines-Télécom 2019

1. Enoncer le théoréme du rang.

2. Montrer que, en dimension finie, un endomorphisme est injectif si et seulement
si il est surjectif.

3. Soit ¢ 'endomorphisme de R[X] défini par ¢(P) = P'.
Cet endomorphisme est-il injectif ? surjectif ?

Mines-Télécom 2019

Montrer que Papplication f donnée par f(P)(X) = P(1)X — P(3)(25 — X?) est un
endomorphisme de R[X] dont on donnera le noyau et I'image. Déterminer les valeurs
propres de f.

P

Soit V' I'ensemble des suites (v, )nen a valeurs complexes vérifiant :

VneN, v,13=Upi2+ Up.

—_

. Montrer que V' est un espace vectoriel complexe.
2. Soit P = X3 — X% —1.
(a) Montrer que P admet une unique racine réelle b.
(b) Montrer que P peut s’écrire P = (X —b)(X —2)(X —%), ou z est un nombre
complexe non réel.
Soit

o % — C3
(Un)nen — (v, v1,02)
(a) Montrer que ® est un isomorphisme.
(b) En déduire que V est de dimension finie a préciser.

4. Pour (v,)nen € V, on définit la colonne W, = (Un Una1 vn+2)T pour tout n
entier naturel.
Donner une matrice A telle que W,, .1 = AW,, pour tout entier naturel n.

5. La matrice A est-elle diagonalisable ?
En déduire la forme générale des éléments de V.

11.2.1563 | TPE/EIVP 2018

Soit A une matrice antisymétrique réelle et M = I, + A.
La matrice M est-elle inversible ?

383




cop 2017

Soit p un projecteur d'un espace vectoriel réel F et o € R. On pose g = p + aldg.

1. Calculer g%

2. On suppose que g est bijectif. Trouver une expression de g~!.

cop 2017

Soit f une forme linéaire sur F, espace vectoriel de dimension n, et a € E tel que

fa) £0.
1. Montrer que Ker(f) + Vect(a).
2. On suppose que f(a) = 1. Montrer que p(x) = f(z)a est un projecteur et donner
les sous-espaces vectoriels F' et GG tels que p est le projecteur sur F' parallelement

a G,

cop 2015

1. La matrice réelle

O v O

N[ =

est-elle diagonalisable ?
2. Exprimer C% et C?**! en fonction de k, C et C2.

3. Montrer que
2n

S =S (k+1)C*

k=0
est combinaison linéaire de I3, C' et C2.

4. Donner le domaine de définition de

et exprimer f a I’aide de fonctions usuelles.
5. Mémes questions pour

filz) =Y _(n+ 12" et folz) = (2n+1)z™"

n=0 n=0

6. Montrer que la suite (S, )nen converge vers une fonction f que I'on exprimera en
fonction de k, C et C?.

7. Calculer (I3 + C)2S et donner une autre valeur de S.

Navale 2015

Donner le rang de la matrice réelle, carrée de taille n, de coefficient a;; = (n+i+j—1)%
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cop 2015

1. La matrice

-1 1 1
= | bV € My(R)
1
1 1 (~1)"

est-elle diagonalisable ?

2. Donner les valeurs propres de M,.
-1
3. Montrer que | 0 | est vecteur propre de Mj et donner la valeur propre associée.
1

Donner les valeurs propres de Ms.
4. Donner les coefficients diagonaux de M? et sa trace.
5. Quel lien y a t-il entre la trace et les valeurs propres ?

6. Pour n = 2p, montrer que les nombres —2 et 0 sont valeurs propres d’ordre au
moins égal a p — 1.

7. Sin > 4, combien de valeurs propres reste-t-il a trouver ?
8. Ecrire un systéme reliant les valeurs propres de My, sa trace et la trace de M22p.

9. Trouver toutes les valeurs propres de M,,.

cop 2015

Soit ¢ non constante de M, (R) dans R, telle que ¢(AB) = ¢(A)p(B).
1. Montrer que si ¢(1,,) = 0, alors ¢ est nulle et en déduire que ¢(I,,) = 1.
2. Montrer que si A et B sont semblables, alors ¢(A) = ¢(B).

Pour (a,b, c,d) € R*, on pose ¥(a,b,c,d) = ¢ <<CCL Z))
3. Si f(xz) =1(e",0,0,1), montrer que f(z+t) = f(x)f(t).

at

4. Montrer que f peut s’écrire sous la forme f(t) = e*, ou « est une constante a

déterminer.

5. Soit A et p deux réels strictement positifs. Montrer que ¢(diag(\, 1)) = (Au)®.

0O 0 --- 0

6. Soit J, = <g 8) et K, = 0 1 7| toutes deux réelles et carrées
R |
0O --- 0 0

d’ordre n.
Quel est le rang de J,. K. 7
Montrer que les matrices J, et K, sont semblables.

7. On suppose ¢(A) # 0. Montrer que ¢(J,.) = 0 pour tout r < n et en déduit que
A est inversible.
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cop 2015
On définit D et ¢ sur R[X]| par D(P) = P' et t(P)(X) = P(X +1).
1. On note C(D) le commutant de D dans R[X].
Montrer que t € C(D).

2. Pour tout £ € N, on pose :
Xk
i
Calculer D'(e,,) et en déduire que cette famille est une base de R[X].
3. Montrer que {Id, D, D? ..., D"} est une famille libre de L(R,[X]).

4. Soit u € C'(D). Montrer qu’il existe (by, ..., b,) € R"™ tel que :

€ —

u(e,) = i kak(en)

et en déduire que :

u(D'(e,)) = zn: bi.D* o D'(ey,).

k=0

5. Montrer que C'(D) est un sous-espace vectoriel de L(R,[X]) dont on donnera la
dimension.

cop 2015

On note E l'espace vectoriel des fonctions de classe C*° de R dans R.

1. Montrer que I'application ¢ définie par

o(f) (@) = f'(z) — f(x)

est un endomorphisme de F.
2. Résoudre I'équation différentielle iy — xy = 0 et en déduire le noyau de ¢.
L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? surjectif ?
3. Soit g(x) = (14 z2)e””.
x 2
Résoudre 1'équation différentielle v/ — xy = g(z) a l'aide de / (14 t*)e2 dt.
Jo
4. Montrer que f(z) = h(z)e® vérifie ¢(f) = g et f(0) = 0 pour une fonction h que
x t2
I'on explicitera et en déduire la valeur de / (14 t*)e2 dt.
0

5. L’endomorphisme ¢ induit-il un endomorphisme sur le sous-espace vectoriel P
des fonctions polynomiales ? Si oui, sa restriction est-elle injective 7 surjective ?

cop 2015

Pour tout n € N*, on définit sur R,[X]| 'endomorphisme ¢,, en posant :

n(P)(X) = /0’5 P(1+ X cos(t)) dt.

L’endomorphisme ¢,, est-il diagonalisable ?
Si elle existe, déterminer EIJIrl Tr(¢y,).

386




cop 2015

1. Montrer que si M € My(R) vérifie MT = M?, alors M* = M.
2. Quelles sont les valeurs possibles de det(M)? Montrer que Sp(M) C {0, 1}.

3. Montrer que si M est inversible, elle est orthogonale.

4. Si M n’est pas inversible, on suppose M semblable a (8 Z) avec b € {0, 1}.

Que peut-on dire si b =07
5. Montrer que si b = 1, alors M est diagonalisable et que M? = M.
Qu’en déduit-on ?

cop 2015

Monter que le polyndéme caractéristique de la matrice réelle

0 01
M o
0 01
2 2 0

est de la forme X" (X + \)(X — \) avec A € C.

Navale 2015

1. Montrer qu'’il n’existe pas de matrices A et B dans M, (K), K = R ou C, telles
que AB — BA =1,.

2. Montrer que si AB — BA = A, alors A n’est pas inversible.

I1.2.1576 | Mines-Télécom 2015

1. Déterminer le rang de

€ My(R).

s
I
— = =

o O O
o O O
OO O =

2. Donner, avec un minimum de calculs, I'image et le noyau de A.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la calculer.

I1.2.1577| Mines-Télécom 2015

Décrire 'endomorphisme f de matrice

dans la base canonique de R3.
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I1.2.1578 | Mines-Télécom 2015

Soit A une matrice symétrique, réelle, de taille n, telle que A3 + A% + A = 0. Montrer
que 0 est la seule valeur propre possible de A et en déduire que A = 0.

—

Soit A € M,(R) et § = AAT — AT A.
1. La matrice ¢ est-elle diagonalisable ?

2. Soit Ay,..., A\, les valeurs propres de 0 (comptées avec multiplicité). On suppose
que, pour tout i € [1,n], A\; = 0.
Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], A; < Tr(9).

3. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], A; = 0.

cop 2015

Soit ¢ I’endomorphisme de R? de matrice A = ( 3~ ) dans la base canonique et

103
w— @ On pose f(z) = (x,6(x)) — 2(z,u).

1. Vérifier que f(z) = 323 + 322 — 2x129 — 1021 — 275 et montrer que f admet
xo = (2,1) pour point critique.

2. Montrer que f(zg+ h) — f(zo) = ah? + Bh3 — yhihe, oit a, 3 et v sont des réels
a expliciter.

3. On se place dans R", n > 3 et on suppose que ¢ est tel que (z,¢(x)) soit
strictement positif pour tout x non nul.

4. Justifier que ¢ est un endomorphisme et donner le signe de ses valeurs propres.

comp 2021

Soit (Py)ken la suite de polynémes définie par :

1
Py(X)=1 etpourtout k >1, PFP(X)= HX(X — k)1,

1. Montrer que B = (B, P, ..., P,) est une base de R,[X].
2. (a) Montrer que P/(X) = P,_1(X — 1) pour k > 1.
(b) Montrer que P,§”) (X)=P_p(X —n) pour 0 <n < k.
3. Notons, pour tout n € N*| u,, I'application définie pour @) € R, [X] par :
un(@)(X) = Q(X) — Q"(X +1).
(a) Montrer que u,, est un endomorphisme de R,,[X] et préciser la matrice de w,,
dans B.
(b) Montrer que u,, est un automorphisme de R,,[X].

4. Déterminer u,!.
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o 2019

Montrer que f, qui & P € R3[X] associe le reste de la division euclidienne de (X4 —1)P
par X% — X, est un endomorphisme et donner son noyau.

ENSEA 2024
Soit
Yo R[X] — Ry[X]
P +— P4+ F
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
2. On note M, la matrice de ¢ dans la base canonique.
(a) Montrer qu’elle est inversible.
(b) Pour n = 2, la matrice My, est-elle diagonalisable sur R ?
(c) Pour n € N, la matrice My, est-elle diagonalisable sur R ?

o 2024

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n > 2.
1. Soit f € L(E) tel que rang(f) = 1. Exprimer dim(Ker(f)).

2. Montrer qu’il existe une base B de E telle que :

0 -+ 0 o
: e
(5= o
0 -+ 0

avec (aq,...,ap) # (0,...,0).
3. Montrer que f? = Tr(f)f & partir de la question précédente.

Navale 2024

Pour C' € M,«1(R) et L € My, (R) on pose A= 1, + CL.
1. Déterminer le rang de C'L.
2. Montrer que det(A) =1+ LC.
3. Exprimer A? en fonction de I,,, CL et LC.
4

. Déterminer une condition nécessaire et suffisante d’inversibilité de A et exprimer
son inverse.

I1.2.1586 | Mines-Télécom 2024

Soit a € R. Diagonaliser, lorsque c’est possible, la matrice
3
1

1
A= 1| € Ms(R).
0

o @ O

—2

389




CoNP 2024

Soit F un espace vectoriel de dimension n, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer qu'il existe u € L(FE) tel que Ker(u) = F et Im(u) = G si et seulement si
dim(F) 4+ dim(G) = n.

I1.2.1588 | Mines-Télécom 2023

Soit A € M,(R) et B = A+ AT. On suppose qu'’il existe k € N tel que B¥ = 0.

Montrer que A est antisymétrique, c’est-a-dire que AT = —A.
comp 2023
Soit
1 3 0
A=|[3 -2 —1]| € M;R).
0 -1 1

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. On donne Sp(A) = {1, 3, —4}.
On suppose qu’il existe M € M3(C) telle que M? = A.
(a) Montrer que AM = MA.

(b) Prouver par analyse-synthese que M existe.

CCINP 2022
Soit
puv @ ClX] — ClX]
P +— P+ Pa)U

avec a € C et U un polynéme non nul de C[X].

1. Montrer que ¢y est un endomorphisme de C[X].

2. (a) Montrer que Ker(py) C Vect(U).
(b) i. Montrer que :

U(a) = -1 = Ker(py) = Vect(U).

ii. Montrer que :
Ula) # —1 = Ker(py) = {0}.

3. (a) Montrer que :

902U -2+ U(a))pu + (1 + U(CL))IdC[X] = 0.

(b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que ¢y soit un auto-
morphisme. Préciser ¢;;".

W

. On suppose U(a) = —1. Quelle est la nature de ¢y ? En déduire Im(¢p ).
. Résoudre dans C[X] I'équation V' = P + P(a)U d’inconnue P.

ot
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comp 2023
Soit A € M5(C), X\ une valeur propre de A, B = jA.
On rappelle que j = e

1. Montrer que j\ est valeur propre de B.

2. On suppose A et B semblables.
Montrer que j\ est valeur propre de A.

I11.2.1592 | Mines-Télécom 2022

Soit
-1 1 0
1 0 -1
1. (a) Montrer que 0 est valeur propre de A.
1
(b) Montrer que | j | est vecteur propre de A.
9
J

2. Donner Spp(A) et Spe(A).
3. Donner y 4, dans C et dans R.

I1.2.1593 | Mines-Télécom 2022

Soit A une matrice carrée réelle de taille n qui vérifie A% + 34 + 31, = 0.
1. Montrer que A ne possede pas de valeur propre réelle.

2. Montrer que n est nécessairement pair.

3. Calculer Tr(A) et det(A).

I11.2.1594 | Mines-Télécom 2021

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Caractériser les endomorphismes f de E tels que Ker(f) = Im(f).

2. Soit f un tel endomorphisme. Construire une base de F dans laquelle la matrice
de f est la plus simple possible. On demande en particulier qu’elle contienne le
plus de zéros possibles.

CoINp 2019

Soit A € M, (R), diagonalisable et vérifiant A™ = I,,.
1. Montrer que A est une symétrie.

2. Montrer que :

B = <E)Zf é”) est diagonalisable <— A = I,,.

n
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I11.2.1596 | CCINP 2019

On note u 'endomorphisme canoniquement associé sur C* & la matrice
2 00
A=1(0 1 1
001

1. Déterminer le rang de A — I3 et en déduire que A n’est pas diagonalisable.

2. Déterminer Ker(u — 21Id) et Ker((u — Id)?).
Montrer que C* = Ker(u — 2Id) & Ker((u — Id)?).

3. On note v un endomorphisme de C3 canoniquement associé a une matrice X telle
que X" = A, avec n € N.

(a) Montrer que u et v commutent.
(b) En déduire que Ker(u — 2Id) et Ker((u — Id)?) sont stables par v.

(c) Montrer que X est de la forme ( O), avec w € C et Y € My(C).

«
0 Y

(d) Soit J = (8 é) € My(R).

Montrer que YJ = JY et en déduire que Y € Vect({ls, J}).
(e) Trouver toutes les matrices X € M;3(C) solutions de X™ = A.

GoINp 2019

Soit n € N* et P € R,[X]. On pose f(P) = P'.
1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]. Est-il injectif 7
2. Montrer que f n’est pas diagonalisable.

3. Soit g 'endomorphisme de R,,[X] tel que :
Vk € [0,n], g(X*)=Xx"""

Montrer que g est un automorphisme de R,[X] et que h = go f o g~ ! n’est pas
diagonalisable.

4. Déterminer deux réels a et b tels que :
VP e R,[X], f(P)+h(P)=aXP+bX*>-1)P.

5. Montrer que u € L(R,[X]) de matrice

o 1 0 --- 0
n 0 2 :
A=10 . . .0
: 2 0 n
0 0O 1 0

vérifie u = f + g.
Calculer det(A).
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11.2.1598 | CCINP PSI 2019
: 0 A
Soit A, B € M, (R) et M = B 0 € My, (R).
1. Question de cours : montrer que si P est un polynéme annulateur de M, alors
les valeurs propres de M sont racines de P.

2. Que vaut M??

3. Supposons A inversible et B = A~!. Montrer que M est diagonalisable dans R
et donner la dimension des sous-espaces propres.

4. Supposons A = I, et B = —1I,,. Montrer que M est diagonalisable dans C et
donner la dimension des sous-espaces propres.

I11.2.1599 | Mines-Télécom 2019

1. La matrice réelle

1 -1 -3 6
M = 3 3 5 —6
3 3 —4
est-elle diagonalisable ?
2. Ecrire le systéme
1 3 3
Unp+1 = _Zun - Zvn + §wn
5 3
Up+1 = Zun + Zvn - iwn
3
Wn+1 = Zun + Zvn — Wy

sous forme matricielle X,,;; = AX,, et en déduire X,, en fonction de A" et X.

3. Exprimer u,, v, et w, en fonction de n, et du wug, vy, wp.

I1.2.1600| Mines-Télécom 2021

On considere la matrice réelle

4 1
4 7 4
1 4

et f I’endomorphisme de R? canoniquement associé & cette matrice.
Caractériser géométriquement cette matrice.

CCINP 2023

Soit
1 0 -1 0
1o 1 0o -1
M=219 ¢ 1 o |EME
0 -1 0 1

1. Montrer que M est une matrice de projection.

2. Trouver des bases orthonormées de ses sous-espaces propres.
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come 2019

Soit £ = C([0,1],R) et h : z — xlIn(xz) définie sur ]0,1]. Pour n € N, on pose
P, : x> z". Pour (a,b) € R?, on pose fu;: x — z*(In(z) — a — bx)?, définie sur ]0, 1].
On pose F' = Vect({ Py, P»}). On munit £ du produit scalaire défini par :

Vig€ B (fa)= [ fWet)dr

1. Montrer que pour tous a,b € R, la fonction f,; peut étre considérée comme une
fonction de F.

2. Montrer que h peut étre considérée comme une fonction de E.
Calculer (h, P,) pour tout n € N.

3. Calculer <P1,P2>, HP1H et HP2||
4. Trouver A et u tels que

Py — pPy

= AP, et =
R N

forment une base orthonormée de F'.
Donner I'expression de la projection orthogonale de h sur I’ en fonction de () et
2. On notera g ce projeté.
5. On propose une autre méthode pour déterminer g.
Chercher g = aP; + bP; tel que :

/Olfr(h —g)(r)dr =0= /01 22(h — g)(x) dz.

6. Calculer : .

inf (1 —a — br)*dz.
(a’%)r)leRQ ; z*(In(x) — a — bz)* dz

CoNp 2022

Soit F I'ensemble des fonctions continues sur [O, g} On pose, pour tous f,g € F,

(f,9) = /0 f(t)g(t)dt.

1. Montrer que E est un espace préhilbertien réel.
2. Calculer ||cos||?.

3. Orthonormaliser (cos, sin).

—

Soit A € M4X3(R) et B € M3X4(R>.
1. Montrer que AB n’est pas inversible.

2. Montrer que BA peut étre inversible.
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o 2017

1
1. Montrer que u; = [ 0 | est un vecteur propre de
—1
1 -1 —4 8
M = 9 4 7 4 | e MsR).
§ —4 -1

On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a M.
2. Trouver (a,b,c) € R? et (o, B,7) € (R%)? tels que

1 1 1 1

vy =—uy, vo=—11 et v3=—1|b
a B

a c

forment une base orthonormée de R?.

3. On note H la droite dirigée par v;.
Calculer (f(vq),v1), {f(v3),v1) et montrer que H* est stable par f.

4. Montrer que dans la base (v1,v9,v3), f a pour matrice

(90 0
5 0 7T 42
0 —4V2 7

5. Montrer que M n’est pas diagonalisable.

6. En étudiant f ory, ou r; est la réflexion par rapport au plan engendré par v; et
v3, montrer que f est la composée de deux symétries.

7. Montrer que f ne peut pas étre la composée de deux réflexions.

comp 2021

Soit £ un espace euclidien tel que dim(E) > 3. Soit (u,v) € E? avec (u,v) libre et

fix— (u,z)v+ (v, x)u.
1. Montrer que f € L(FE).
2. Montrer que Vect({u,v}) est stable par E.

3. Soit g = fveet({uw})-
Quelle est la matrice de g dans la base (u,v)?

GOt 2019

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien, g € O(E) et f =1dg — g.
Montrer que Im(f) C (Ker(f))*, puis I'égalité.
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comp 2021

Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1. On rappelle qu'un endomor-
phisme u de E est dit antisymétrique lorsque :

Y(w,y) € %, (u(x),y) = —(z,u(y)).

1. On suppose ici que £ = R3, muni de son produit scalaire usuel. Soit f I'endo-
morphisme de E dont la matrice dans la base canonique est :

0 -1 -2
A=(1 0 =3
2 3 0

(a) Montrer que A est une antisymétrique.
Donner f(a,b,c) pour tout (a,b,c) € R3.
(b) Montrer que f est antisymétrique.
(c) Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires orthogonaux.
Déterminer le rang de f.
On revient désormais au cas général.
2. Soit u € L(E).
(a) Montrer que u est antisymétrique si et seulement sa matrice dans toute base
orthonormée de E est antisymétrique.

(b) Montrer, a l'aide du déterminant, que si u est antisymétrique et bijectif,
alors dim(F) est paire.

(c) Montrer que si u est antisymétrique, alors rang(u) est pair.

CoINp 2023

1. Soit A € S;F(R). Montrer que A est diagonalisable.
2. Soit

V2

La matrice B est-elle orthogonale ? Si oui, est-ce une matrice de réflexion ou de
rotation ?

B— G _11> € My(R).

11.2.1610 | ENSEA /ENSIIE PSI 2024

Soit f,g € L(E), ou E est un espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer que
rang(g o f) > rang(f) + rang(g) — n

et expliquer le cas d’égalité.

2. Majorer rang(g o f).
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o 2023

1. Soit P=X?-2X+1et Q=P+ P + P".
Vérifier que la fonction P est positive sur R et que Q est strictement positive.

2. Soit P € Ry,[X] \ {0}. On suppose que la fonction P est positive sur R et on
pose :

Q= inj p®,
k=0

(a) Exprimer @'
(b) A Taide de la fonction g : t — e *Q(t), montrer que la fonction @ est
strictement positive sur R.

3. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R, [X], on pose :

2n

(P,Q) =>_(PQ)*(0).

k=0
(a) Montrer qu’on a ainsi défini un produit scalaire.
(b) Déterminer une base orthonormée de R;[X]| pour ce produit scalaire.
(c) Calculer la distance de X™ a Ry[X] pour ce produit scalaire. Ce nombre est
noté u,,.
-1

4. Etudier la nature de la série de terme général (u,) ™"

Pour cela, on donne le développement asymptotique In(n!) = nln(n) — n + o(n).
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